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VORREDE  ZUR  VIERTEN  AUFLAGK 


Der  vorliegende  erste  Band  giebt  gewissermaaseen  einen 
ersten  Cursus  der  Differential-  und  Integralrechnung  d.  h.  un- 
gefähr soviel,  als  an  Universitäten  und  polytechnischen  Insti- 
tuten in  einem  Jahre  vorgetragen  zu  werden  pflegt;  sein  Inhalt 
dürfte  zum  Studium  der  gangbarsten  Werke  über  analytisch 
Mechanik,  Ingenieurwissenschaften  etc.  ausreichen.  Wenn  nun 
auch  die  Wissenschaft  seit  dem  Erscheinen  der  dritten  Auflage 
(1868)  mancherlei  Fortschritte  gemacht  Bat,  so  ist  doch  jenes 
Pensum  hiervon  wenig  berührt  worden,  und  man  wird  es  daher 
natürlich  finden,  dass  sich  die  vierte  Auflage  nicht  bedeutend 
von  ihrer  Vorgängerin  unterscheidet.  Die  Darstellung  ist  hier 
und  da  präciser  gefasst  oder  verallgemeinert  worden;  in  §.  49 
habe  ich  zur  Entwickelung  des  unendlichen  Productes  für  den 
Sinus  das  von  Prof.  Schröter  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik  angegebene  sehr  elegante  Verfahren  benutzt;  in 
§.  57  sind  die  unbequemen  Cauchy'schen  Ausdrücke  für  die 
cyclometrischen  Functionen  complexer  Variabelen  durch  ein- 
fachere Formeln  ersetzt  worden;  neu  hinzugekommen  ist  §.  116, 
die  Integration  der  homogenen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  enthaltend.  Schliesslich  darf  ich  wohl  Lehrer  und 
Studirende,  welche  jeden  der  vorgetragenen  Theile  der  Differen- 
tial- und  Integralrechnung  durch  zahlreiche  Beispiele  erläutert 
zu  sehen  wünschen,  auf  mein,  gegenwärtig  in  zweiter  Auflage 
erscheinendes  „Uebungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis; 
Leipzig,  Teubner"  aufmerksam  machen. 


Dresden,  im  Juli  1874. 


O.  Sohlömiloh, 
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VORREDE  ZUR  FÜNFTEN  AUFLAGE. 


Die  bereits  in  der  Vorrede  zur  vierten  Auflage  angegebenen 
Gründe  haben  mich  auch  diesmal  veranlasst,  von  grösseren 
Aenderungen  des  vorliegenden  Werkes  abzusehen.  Am  wenig- 
sten mochte  ich  die  jetzt  so  beliebten  Untersuchungen  über 
solche  Functionen  aufnehmen,  die  keinen  Differentialquotienten 
besitzen,  oder  innerhalb  eines  endlichen  Intervalles  unendlich 
oft  discontinuirlich  werden  u.  dgl.  m.  So  interessant  und 
principiell  wichtig  diese  feineren  Speculationen  sind,  so  bieten 
sie  doch,  an  den  Eingang  zur  Wissenschaft  gestellt,  dem 
Studirenden  manche  Schwierigkeiten,  deren  Beseitigung  am 
zweckmässigsten  einem  späteren  Studium  vorbehalten  bleibt. 


Dresden,  im  Januar  1881. 


O.  Schlömilch. 
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Einleitung. 


I.     Diß  veränderliclien  Grössen  und  die  Functionen. 


A.US  der  elementaren  Arithmetik  ist  hinreichend  bekannt,  dass  zwi- 
schen zwei  gegebenen  Zahlen  beliebig  viel  neue  Zahlen  eingeschaltet 
und  deren  Differenzen  beliebig  klein  gemacht  werden  können;  man 
darf  sich  daher  an  jeder*  Stelle  der  Zahlenreihe  eine  Zahl  denken 
oder,  mit  anderen  Worten,  die  ganze  Zahlenreihe  von  —  oo  bis  4~  ^ 
ist  als  eine  ununterbrochene  anzusehen.  Demnach  kann  auch  der 
Uebergang  von  irgend  einer  Zahl  a  zu  einer  anderen  b  ohne  Unter- 
brechung, d.  h.  so  erfolgen,  dass  alle  zwischen  a  und  b  denkbaren 
Zahlen  getroffen  worden  sind ;  ein  solcher  Uebergang  heisst  ein 
stetiger  (continuirlicher)  und  lässt  sich  passend  mit  demDurch> 
laufen  einer  geraden  Linie  a  b  vergleichen,  weil  bei  dieser  Bewegung 
ebenfalls  alle  zwischen  a  und  b  liegenden  Punkte  der  Geraden  ge- 
troffen werden.  Zufolge  dieser  Bemerkungen  ist  es  möglich,  sich 
eine  veränderliche  Zahl  x  vorzustellen,  welche  erst  den  Werth  a  be« 
sass  und  nachher  durch  stetigen  Uebergang  den  Werth  b  erhielt; 
eine  solche  Zahl  heisst  eine  continuirliche  Variabele  und  wird 
gewöhnlich  durch  einen  der  letzten  Buchstaben  des  Alphabetes  be- 
zeichnet. Zahlen  dagegen,  denen  man  den  Charakter  stetiger  Aende- 
rung  nicht  beilegen  will  und  welche  daher  als  relativ  unveränderlich 
gelten  sollen,  nennt  man  Gonstanten  und  bezeichnet  sie  mit  den 
ersten  Buchstaben  des  Alphabetes. 

SchlOmilch,  Analyils.    I.  1 


2  Einleitung. 

Sind  zwei  veränderliche  Zahlen  x  und  y  dnrch  eine  Gleichung 
verbunden,  welche  auf  der  einen  Seite  y  allein  enthält,  wie  z.  B. 

(x  —  a)2 

80  entspricht  jedem  willkürlich  angenommenen  Werthe  des  x  ein 
aus  der  Gleichung  -selbst  folgender  Werth  des  y ,  welcher  eben  dess- 
halb  nicht  willkürlich  ist;  in  diesem  Falle  heisst  x  die  unabhän- 
gige, y  die  abhängige  Yariabele,  und  um  anzudeuten,  dass  es  x 
ist,  wovon  y  abhängt,  nennt  man  y  eine  Function  von  x.  Man  be- 
zeichnet diess  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y  =  F(x)  oder  y  =f{x\  y  z=z  q>(x)  u.  dgl., 

womit  also  nichts  weiter  gesagt  sein  soll,  als  dass  jedem  Werthe  des 
X  ein  bestimmter  Werth  von  y  zugehört,  gleichgültig,  wo  letzterer 
hergekommen  ist 

Wenn  ferner  drei  veränderliche  Zahlen  x,  y,  £  durch  eine  Glei- 
chung verbunden  sind,  die  auf  der  einen  Seite  e  allein  enthält,  wie 
z.  B. 

so  hängen  die  verschiedenen  Werthe  des  js  gleichzeitig  von  denen  des 
x  und  des  y  ab;  dann  heisst  e  eine  Function  der  beiden  unabhängi- 
gen Yariabelen  x  und  y  und  wird  im  Allgemeinen  bezeichnet  durch 

jT  =  F(x,  y)  oder  b  =  /(oj,  y)  u.  s.  w. 

Auf  ganz  analoge  Weise  lassen  sich  Functionen  von  drei,  vier 
und  überhaupt  beliebig  viel  Yariabelen  bilden. 

Für  alle  Functionen  gilt  noch  die  Bemerkung,  dass  die  unab- 
hängigen Yariabelen  immer  als  stetig  veränderlich  angesehen  werden; 
ob  die  abhängige  Yariabele  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  entscheidet 
sich  in  jedem  besonderen  Falle  durch  die  individuelle  Natur  der 
Function,  und  bedarf  daher  einer  speciellen  Untersuchung  (s.  Ab- 
schnitt III.). 

Mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  ist  es  übrigens  sehr  leicht, 
sich  ein  Bild  von  jeder  gegebenen  I^unction  zu  verschaffen,  voraus- 
gesetzt, dass  letztere  eine  oder  höchstens  zwei  unabhängige  Yariabele 
enthält;  man  braucht  nur  die  vorkommenden  Yariabelen  als  dieCoor- 
dinaten  eines  veränderlichen  Punktes,  und  die  zwischen  den  Yaria- 
belen  bestehende  Gleichung  als  Gleichung  einer  Curve  oder  Fläche 
anzusehen.  So  wird  z.  B.  durch  die  Gleichung  1)  eine  Parabel  aus- 
gedrückt, und  überhaupt  kann  y  =f(x)  als  Gleichung  irgend  einer 
ebenen  Curve  gelten;  der  Gleichung  2)  entspricht  femer  ein  hyper- 
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bolisclies  Paraboloid,  allgemeiner  ist  jer.=  F(x^  y)  die  Gleichung 
irgend  einer  Fläche.  Bei  einer  Funption  von  drei  oder  mehr  Varia- 
belen  wie  z.  B.  u  =  (p  (oj,  y,  z)  hört  die  Möglichkeit  einer  geome- 
trischen Darstellung  auf,  weil  der  Raum  nur  drei  Dimensionen  besitzt. 

IL     Die  einfachen  Functionen. 

Nimmt  man  mit  einer  ¥ariabelfen  x  die  vier  arithmetischen 
Grundoperationen  vor,  so  entstehen  die  vier  einfachsten  Functionen 

a  -f-  *i  ö  —  0?,  oar,    — , 

X 

die  man  aber  nicht  besonders  zu  unterscheiden  pflegt,  weil  sie  in  der 
gemeinschaftlichen  Form  a  ■]-  "bx^  begriflPen  sind.  Femer  liefert 
die  Potenz  zwei  verschiedene  Functionen,  je  nachdem  die  Basis  oder 
der  Exponent  als  variabel  angesehen  wird;  die  erste  dieser  Functio- 
nen, nämlich  x^,  führt  in  der  Analysis  ausschliesslich  den  Namen 
Potenz,  während  die  zweite,  a^,Exponentialgrösse  genannt  wird. 
Denkt  man  sich  ferner  die  Lqgarithmen  als  Functionen  der  Zahlen, 
so  hat  man  noch  die  Function  Hogx^  worin  das  oben  angesetzte  a 
die  Basis  des  logarithmischen  Systemes  bezeichnen  soll. 

Man  weiss  femer  aus  der  Geometrie,  dass  sich  jeder  Bogen 
eines  mit  dem  Halbmesser  1  beschriebenen  Kreises  in  Theilen  des 
Halbmessers,  d.  h.  durch  eine  absolute  Zahl  ausdrücken  lässt;  man 
kann  daher  auch  jede  Zahl  als  Maass  eines  solchen  Kreisbogens  an- 
sehen und  die  goniometrischen  Linien  desselben  aufsuchen.  In  die- 
sem Sinne  hat  jede  absolute  Zahl  ihren  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w.  z.  B. 

sin  (1,070796  ..)  =  ««»  ^  =  ^'^  ^^^  =  ^' 

cos  (1,047197  .  .)  =  cos  ■-  =  cos  60^  =  0,5, 

o 

tan  Sz=tan  171»  53' 14"  4  =  —  0,1425467, 
und  es  entstehen  so  die  goniometrischen  Functionen  der  Zahl 
u,  nämlich  sinu,  cosUj  tanu,  cotu^  secu^  cscu. 

Umgekehrt  kann  man  auch  eine  Yariabele  x  als  Maass  einer 
trigonometrischen  Linie  betrachten  und  den  zugehörigen  Bogen  auf- 
suchen; hierdurch  entstehen  die  sogenannten  cyclometrischen 
Functionen.  Sehen  wir  z.  B.  x  als  die  Länge  eines  Sinus  an,  so 
entspricht  demselben  ein  bestimmter,  im  ersten  Quadranten  liegen- 
der  Bogen,  welcher  mit  aresin  x  bezeichnet  und  positiv  oder  negativ 

1* 


4  Einleitung. 

genommen  werden  möge,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist 
Nach  dieser  an  keiner  Vieldeutigkeit  leidenden  Bezeichnung  ist  &  B. 

aresin  (+  |)  =  +  1,  arcsi^  (""^)  ~  ^^' 

Ebenso  bedeutet  arccos  x  den  kleinsten  Bogen ,  welcher  x  zum 
Cosinus  hat,  z.  B. 

Femer  ist  unter  arctan  x  deijenige  im  ersten  Quadranten  lie- 
gende Bogen  zu  verstehen,  welcher  x  zur  Tangente  hat,  und  zwar 
mit  demselben  Vorzeichen  wie  x  genommen,  z.  B. 

arctan  (Vo  )  =  -r- ,  ardan  ( —  1)  =  —  — » 

arcta/n  oo  =  —-  • 

Dem  Vorigen  analog  kann  man  noch  die  Functionen  arccotx, 
arcsecx  etc.  bilden,  doch  sind  letztere  wenig  im  Gebrauch. 

Da  in  den  Lehrbüchern  der  Trigonometrie  keine  Rücksicht  auf 
die  cyclometrischen  Functionen  genommen  zu  werden  pflegt,  so 
mögen  hier  die  betreffenden  Hauptrelationen  folgen. 

Ein  im  ersten  Quadranten  liegender  Bogen,  dessen  Sinus  =  x 

ist,  hat  y  1 — x^  zum  Cosinus,  daher  gilt  die  Gleichung : 

1)  aresin  x  =  arecos  Vi  —  x^. 

Das  Complement  des  Bogens  aresin x  hat  x  zum  Cosinus,  mit- 
hin ist 

2)  aresinx  +  arccos x  =  J  «. 

Wenn  x  den  Sinus  eines  Bogens  darstellt,  so  hat  derselbe  Bogen 

X 

eine  Tangente  =    ..  j  diess  giebt 

3)  aresinx  =■  arctan  ^, 

yi— 0?» 

g 

Einer  Tangente  =  iBT  entspricht  umgekehrt  ein  Sinus  = 


d.h. 


4)  ardxm  b  =  aresin    .  =  arecos 


Vi  +  i?2  yrrj: 


e 


3 


X 

wie  man  auch  aus  Nr.  4)  durch  Substitution  von  ^.  =  b  er- 

yi— «2 
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hält.     Derselbe  Bogen,  welcher  e  zur  Tangente  hat,  besitzt  eine  Go- 

tangente  =  — ,  mithin  ist 

ö)  arctan  z  =  arccot  — ; 

•       z 

das  Complement  dieses  Bogens  hat  z  zur  Cotangente,  folglich 

6)  arctan z  -f-  arccot z  =  Itc, 

Aehnliche  Formeln  für  arcsecx  und  arccscx  sind  leicht  zu  ent- 
wickeln. 

Für  zwei  im  ersten  Quadranten  liegende  Bögen  u  und  v  sei 

sinu  =  X,    mithin  u  =  aresin  x, 
sinv  ^=  y,         n      v  =  arcsiny, 

man  hat  dann 

sin  (w  -|-  t;)  =  sinu  cosv  +  sinv  cosu 

=  ajVl~2(2  ^  yYl—x^ 

und  auf  ganz  ähnliche  Weise 

cos(u+v)-=yil^x^)(l--y^)-^  xy=..^    ^"Twf"''^P, 

An  dem  Vorzeichen  des  letzten  Ausdrucks  erkennt  man ,  ob  die 
Bögen  u  und  v  zusammengenommen  einen  Bogen  des  ersten  oder 
des  zweiten  Quadranten  geben;  im  ersten  Falle  ist 

u  -{-  V  =  aresin  (xV  1  —  y^  +  P  V^l  —  ^*) 
oder  vermöge  der  Werthe  von  u  und  v 

7)  aresin x  +  ciifcsin y  =  aresin  (xyl  —  y^  +  y  V^l  —  x^\ 

x^  +y^  <  1. 

Liegt  dagegen  u  ^  v  im  zweiten  Quadranten,  so  folgt 

u  •\'  V  :=  X  —  aresin  {xyl  —  y^  -^  y  V^l  -^  x^) 
oder 

8)  arcsinx  +  aresiny^x  — aresin  (xYl  ^y^  +  yYl  — a?*), 

x^  4-  y^>  1. 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  gelangt  man  zu  der 
Formel 

9)  aresinx  —  aresin  y  =  aresin  (xyl  —  y^  —  y  yl  —  x^) , 
bei    welcher   es  keiner  Unterscheidung   bedarf,   weil  die  Differenz 
zweier  Bögen  des  ersten  Quadranten  immer  zwischen  —  ^Jt  und 
+  J  Ä  liegt. 
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Ist  femer  bei  zwei  im  ersten  Quadranten  liegenden  Bögen  u 
und  V 

tanu  =  X,    mithin  u  =  arctanx, 
tanv  =  y,         ,,       V  =  ardanyj 
so  hat  man 

tan  (u  -\-  V)  = =  ' — !— ^• 

1  —  tan  u  tan  v        1  —  xy 

Im  Falle  xy  <^  I  ist,  Hegt  u  -{'  v  im  ersten  Quadranten,  und 
dann  folgt 

w  +  t;  =  aretan  - — • — - 

l—xy 

oder  vermöge  der  Werthe  von  u  und  v 

10)  aretan  X  4-  aretan  y  =  aretan  ^  . 

1  — xy 

xy  <  1. 

Wenn  dagegen  a?y  >>  1  ist,  so  fallt  u  '\'  v  m  den  zweiten  Qua- 
dranten, und  man  bat  dann 

M  +  v  =  Ä  —  aretan  — ^^ , 

xy  —  V 

d.  i. 

11)  aretanx  4-  areta/ny  =  x  —  aretan  — ^^  , 

'xy  —  1' 

xy  ^  1. 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  gelangt  man  zu  der 
Formel 

X  —  y 

12)  aretan  x  —  aretan  y  =  aretan  - — ; — 2—, 

^  l  +  xy 

für  welche  keine  Unterscheidung  nöthig  ist. 


in.     Continuität  und  Discontinuität  der  Functionen. 

Wie  bereits  in  Nr.  I.  erwähnt  wurde,  gelten  die  unabhängigen 
Variabelen  jederzeit  als  stetig  veränderlich;  ob  diese  Eigenschaft  der 
Continuität  auch  den  abhängigen  Variabelen  zukommt,  ist  dagegen 
eine  andere  Frage ,  die  wir  jetzt  discutiren  wollen.  Zu  diesem 
Zwecke  betrachten  wir  die  Sache  unter  dem  geometrischen  Gesichts- 
punkte und  denken  uns  die  Gleichung 

als  Gleichung  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  ebenen 


Einleitung: 


ö* 


Fig.  1. 


Curve;  sollte  letztere  aus  mehreren  Zweigen  bestehen,  so  fassen  wir 
jeden  derselben  einzeln  in's  Auge. 

Sind  nun  in  Fig.  1  OÄ  :=  a  und  OB  =  h  ^  a  zwei  belie- 
bige Abscissen  und  AG  =  f(a)j  BD 
=  f(b)  die  zugehörigen  Ordinaten,  so 
können  bezüglich  des  Gurvenstückes  CD 
nur  zwei  Fälle  eintreten;  die  Curve  geht 
nämlich  entweder  in  einem  ununterbro- 
chenen Zuge  von  G  nach  D,  oder  sie  er- 
leidet auf  dieser  Strecke  Unterbrechungen. 
Im  ersten  Falle  nennen  wir  f(x)  conti- 
nuirlich,  von  a;  =  a  bis  ir  =  5,  im  zwei- 
ten Falle  discontinuirlich. 

Die  genannten  Unterbrechungen  können  aus  verschiedenen  Ur- 
sachen eintreten.  Es  ist  erstens  möglich,  dass/(a)  und  f(b)  reell 
sind,  dass  aber/(a;)  für  gewisse,  zwischen  a  und  b  liegende  Werthe 
von  X  imaginär  wird.     Ein  Beispiel  hierzu  liefert  die  Gleichung 

y  =  \^(a?  -  1)  (o;  -  3), 

welche  sowohl  für  a;  <  1  als  für  o;  >  3  reelle  y,  dagegen  für 
1  <;  iC  <;  3  imaginäre  y  liefert;  von  x  =  l  bis  x  -=  4:  verläuft 
also  die  Curve  nicht  in  einem  Zuge.  Hierher  gehören  auch  die  Cur- 
ven  mit  isolirten  Punkten,  z.  B. 

y=z(x'^2)  V(a?-l)(iC  — 3); 

diese  Curve  ist  gleichfalls  imaginär  zwischen  a?  =  1  und  O/  =  3,  be- 
sitzt aber  in  der  Mitte  des  genannten  Intervalles  einen  reellen  Punkt 
mit  den  Coordinaten  x  =  2  und  y  =  0. 

Aber  selbst  in  dem  Falle,  wo  /(x)  von  x  =^  a  hiB  x  =  h  reell 
bleibt,  kann  eine  Discontinuität  eintreten,  sobald  nämlich  an  einer 
Stelle  OJIf  =  £  die  Ordinate  sprungweis  von  einem  Werthe  MF 


Fig.  2. 


zu  einem  anderen  MQ  übergeht 
(Fig.  2).  Zu  jener  Abscisse  gehören 
hier  plötzlich  zwei  verschiedene  Or- 
dinaten, während  ausßerdem  jeder 
Abscisse  nur  eine  Ordinate  entspricht; 
die  erste  Ordinate  MP  beschliesst 
die  bisherige  Reihe  der  Ordinaten, 
die  zweite  MQ  bildet  den  Anfang 
einer  neuen  Reihe.  Berücksichtigt 
man,  dass  jedes  a?  <^  |  durch  £  —  y, 
und  jedes  ^  ^  |  durch  |  -f-  A  dargestellt  werden  kann,  so  ist  es 
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nur  coniequent,  die  Ooordinaten  von  P  mit 

OJIf  =  {  —  0,    MP  =/(!  —  0), 
und  die  Coordinaten  von  Q  mit 

OM=i  +  0,  MQ=f(i  +  0) 
S6tt  bezeichnen.  Demnach  kann  man  sagen,  die  Function / (2;)  bleibt 
an  der  Stelle  x  =^  ^  continuirlich,  wenn/(|  —  0)  =/(|  +  0),  sie 
wird  dagegen  für  d;  =  £  discontinuirlich,  wenn/(S  —  0)von/(S4-0) 
verschieden  ist  Indem  wir  den  Fall  ausschliessen,  wo  f(x)  zwischen 
X  :ss  a  und  x  =  h  theilweis  imaginär  wird^  haben  wir  nun  folgen- 
den Satz: 

Wenn  die  Differenz 

/(a,  +  «)  _  f(x  -  r) 

mit  Y  und  d  gleichzeitig  verschwindet,  und  zwar  bei 
allen  von  x  =^  a  bis  x  =:  h  gehenden  Werthen  des  x, 
•0  ist  die  Function  f(x)  innerhalb  jenes  Intervalles 
continuirlich;  giebt  es  dagegen  zwischen  a  und  6  einen 
oder  mehrere  Werthe  des  x^  bei  denen  jene  Differenz 
sich  nicht  annullirt,  so  erleidet  f(x)  für  jeden  derar- 
tigen Werth  eine  Unterbrechung  der  Gontinuität 

So  ändert  sich  1.  B.  die  Function  f(x)  = discontinniiv 

X —  1 

lieh,  beim  Ueberschreiten  der  Stelle  »  =  1,  denn  es  ist 

/(l_y)  =  -i,         /(l-0)  =  -oo. 

/(l  +«)=+!.         /(l  +  0)=  +  oo; 


demnach  findet  hier  ein  Sprang  von  —  od  nach  -f-  ao  statt 
Ein  Bweites  Beispiel  liefert  die  Function 

f(x)  =  2  +  oretofi  - — -. 

X  —  1 

wob«i  d^  auf  &  4    ang^geboie  Sinn  des  Zeichens  artUm  streng 
tetattlMhon  ist    Man  erbüt 

/(l  —  y)  =  2  +  «rttoi  (~  - j  =  2  —  wrdam  j, 

/(l  —  0)  =  2  ~  itrvtoi  OD  =  2  —  I  «; 

/(l  +  «)  =  2  +  mtam  ~, 

/(l  +  0)  =  2  +  «nfym  OD  =  2  +  I«; 

«n  ifar  SlieUe  jr  =  l  s«lit  «ibo  die  Gorve  ^nrngweb  von  2  —  ^  ir 
mmIi  2  -^  I«;     Gans  iloiIidMr  Ali  ist  dw  «ll|Se»eiiMn  FvBcAm 
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/(«)  =  — öT"  "• — ^T"  ^^"^^  :;: — :;» 

bei  welcher  an  der  Stelle  o?  =  a  eine  discontinairliche  Aenderung 
von  /(a  -r  0)  =  b  nach  f(a  -j-  0)  =  c  eintritt, 

DasB  eine  Function  auch  mehrmalige  Unterbrechungen  der  Gon- 
tinuität  erleiden  kann,  zeigt  das  Beispiel  f(x)  =  t(mx\  an  den  Stel- 
let dp  =  +  |3r,  +  |3r,  +  I«  etc.  geht  nämlich  tanx  vonj-oo  nach 
-{-  00  über,  wie  aus  den  Elementen  der  Trigonometrie  bekannt  ist. 

Diese  Erörterungen  lassen  sich  ohne  Mühe  auf  Functionen  meh- 
rer Variabelen  übertragen.  Insbesondere  bei  Functionen  zweier  Va- 
riabelen  ist  die  geometrische  Bemerkung  von  Nutzen,  dass  eine  stetig 
gekrümmte  Fläche  mit  jeder  Yerticalebene  eine  oontinuirlich  verlau- 
fende Burchschnittslinie  bilden  muss. 


lY.     Die  Grenzwerthe  der  Functionen. 


Wenn  in  der  Function  —  die  Variabele  x  in's  Unendliche  wächst, 

X 

80  nimmt  der  Functionswerth  beständig  ab,  und  zwar  in  der  Weise, 
dass  er  kleiner  als  jeder  noch  so  kleine  wiUkührlich  gewählte  Bruch 
werden  kann,  wofern  nur  x  gross  genug  genommen  wird.  Kürzer 
drückt  man  diess  durch  die  Worte  aus :  „Bei  unendlich  wachsenden 

X  convergirt  —  gegen  die  Null"  oder  „fülr  x  =oo  ist  derGrenz- 

X 

werth  von  —  gleich  Null" ;    die  letztere  Form  lässt  sich  in  einer 

Gleichung  darstellen,  wenn  man  die  Worte  „Grenz werth  von"  irgend- 
wie abkürzt,  entweder  deutsch  durch  Gr.  oder  lateinisch  durch  Lim, 
(von  limes),  und  man  schreibt  daher 

lAm  —  =  0 ,         f  ür  «  =  00 . 

X 

In  gleicher  Weise  convergirt  der  etwas  zusammengesetztere  Aus- 
druck   }-  h  gegen  die  Grenze  Z),  d.  h. 

X 


Limi |-6j  =  l>,         fiir«=QO. 


Dem  entsprechend  bedeutet  die  Gleichung 

IAmf{x)  =  A ,    (a?  =  00), 
dasB  der  Unterschied  zwischen  der  Constanten  X  und  der  Function 
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f{x)  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl  gemacht  werden  kann,  wenn  x 
in's  Unendliche  wächst.  Geometrisch  heisst  dies,  die  Gurve,  deren 
Gleichung  y  z=:f(x)  ist,  hat  eine  in  der  Entfernung  A  parallel  zur 
X-Achse  liegende  Asymptote. 

Der  Kürze  wegen  bezeichnen  wir  im  Folgenden  eine  unendlich 
wachsende  Zahl  mit  o,  eine  gegen  die  Null  convergirende  Zahl  da- 
gegen mit  d  oder  0*.  Wir  wollen  nun  einige  Grenzwerthe  unter- 
suchen, die  später  sich  als  wichtig  zeigen  werden. 

A.    In  der  identischen  Gleichung 

a  —  5 
:=  a^  -{-  «♦"••*  h  +  a"»""*  52  -|_  .  .  .  ah^"^  -(-  5* 
möge  a  I>  &  sein;  die  rechte  Seite  erhält   dann  einen  zu  grossen 
Werth,  wenn  man  überall  a  statt  h  setzt,  mithin  ist 

^-Z-ft — <(«+l)«" 

oder   durch  Wegschaffung  des  Bruches  und  Vereinigung  aller  der 
Grössen,  welche  a^  enthalten, 

1)  [a  —  (m  -f-  1)  (a  —  V)]  a"»  <  6»»  + 1. 

Die  Substitutionen  a  =  1  A ,6  =  1  4-    — erfüllen 

m  '     m  +  1 

die  Bedingung  a  >*  5  und  geben 

folglich,  wenn  der  Reihe  nach  tn  =  1,  2,  3  etc.  gesetzt  wird, 


(•  +  !)■<(■ +  ^)*<('  +  f) 


3 


/  1\« 

Man  ersieht  hieraus ,  dass  der  Ausdruck  (  1  -^  — )     fortwäh- 
rend wächst,  wenn  cd  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchläuft. 

Die  Formel  1)  giebt  femer  für  a  =  1  +  ;r~»  &  =  1,  iw  =  n 

4-  fl  +  ^Y  <  1  oder  (l  +  -i-V 
und  durch  Erhebung  aufs  Quadrat 


I 
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Nach  Nr.  2)  ist  nun  nm  so  mehr 

(      iV 

es  mag  also  m  gerade  oder  ungerade  sein,  jedenfalls  beträgt  (  1  -{ j 

weniger  als  4.  Der  Ausdruck  1 1  +  — )  wird  demnach,  trotz  sei- 
nes fortwährenden  Wachsthums,  nicht  unendlich  gross,  und  muss 
desshalb  gegen  eine  bestimmte  endliche  Grenze  convergiren,  die  ]>>  2 
aber  <  4  ist.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  6,  wo  nun  e  eine  zwar 
nicht  genau  bekannte,  aber  sicher  existirende  absolute  Zahl  ist,  so 
haben  wir  für  unendlich  wachsende  ganze  positive  o  die  Gleichung 

3)  Un.  [(l  +  i)"]  =  e. 

Ist  G}  keine  ganze,  aber  wenigstens  eine  positive  Zahl,  so  giebt 
es  immer  zwei  auf  einander  folgende  ganze  positive  Zahlen  (5  und  % 
=  <J  +  1,  zwischen  denen  o  liegt;  man  hat  dann 

mithin  auch 

Zugleich  lässt  sich  o  unter  der  doppelten  Form  ^  '=.  6  ^^  u. 
und  G)  =  r  —  /3  darstellen,  wo  a  und  /3  ächte  Brüche  bezeichnen, 
die  sich  zur  Einheit  ergänzen;  die  vorige  Ungleichung  wird  dann 
zur  folgenden 

('+^r">('+^)">('+r' 

wofür  man  schreiben  kann 

[('+7)T'^>('  +  ^)'>[('  +  ^)T"' 

Bei  unendlich  wachsenden  g>  nehmen  auch  die  ganzen  Zahlen  6 

andr  in's  Unendliche  zu;  die  Ausdrücke  (  1  -|-  ~~)  nnd  (  1  +  — ) 

convergiren  nach  Nr.  3)  gegen  die  gemeinschaftliche  Grenze  e,  und 

a         ,     ß  , 

—  sowie  -^  haben  die  Null  zur  gemeinschaftlichen  Grenze.     Hieraus 

zusammen  folgt  die  Gleichung 
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4)  Um  [(l  +  1)']  =  „ 


('+^)'=(-^r"^"=('+^)'('H) 


welche  nunmehr  auch  für  nicht  ganze  positive  unendlich  wachsende 
C9  besteht. 

Ist  CD  eine  negative  unendlich  werdende  Zahl,  so  kann  man 
o  =  —  (9  +  1)  setzen,  wo  q  eine  positive  unendlich  wachsende 
(ganze  oder  nicht  ganze)  Zahl  bedeutet;  man  hat  dann 

p(e+i) 

Der  Grenzwerth  des  ersten  Factors  rechter  Hand  ist  e,  der  des 
zweiten  die  Einheit,  mithin  .ergiebt  sich  wieder 

6)  ii«,[(l  +  !)"]=«, 

und  damit  ist  bewiesen,  dass  die  vorstehende  Gl^chung  f&r  jedes 
irgendwie  unendlich  werdende  ci  gilt. 

Der  numerische  Betrag  von  e  kann  nach  Nr.  5)  näherungsweis 
berechnet  werden,  wenn  man  für  et)  eine  grosse  Zahl  setzt  und  die 
angedeutete  Potenzirung  ausfährt;  doch  erreicht  man  damit  keine 
bedeutende  Genauigkeit.  Nach  einem  anderen  Verfahren,  welches  in 
§.  7  zur  Sprache  kommen  wird,  findet  man  sehr  leicht 

■c  =  2,718281828459.  . 

Nicht  selten  stellt  man  die  Gleichung  5)  in  einer  anderen  Form 

dar,  welche  dadurch  entsteht,  dass  man  — =d  setzt,  wo  nun  8  eine 

gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bezeichnet;  es  ist  dann 

l_ 
6)  Lim[{l  4.«)cf]  =  e. 

B.     Indem  man  die  identische  Gleichung 


'^iJl^  =  log  iil  +  ^1^ 


beachtet,  gelangt  man  mit  Hülfe  von  Nr.  6)  zu  folgender  Formel 
7)  Ltm ^-s =  log  e, 

.  C.     Wenn  %^  irgend  eine  gegen  die  Null   convergirende  Zahl 

bedeutet,  so  hat  a^  die  Einheit  und  a  —  1  die  Null  zur  Grenze;  man 
kann  daher 

fl*—  1  =  a,  mithin  ^  =  ^log  (1  -f  «) 

setzen.    Hieraus  folgt 


i 
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^      ~  ""log  (l  +  S)  ~  ^löfiirfS) 

8 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig  unendlich  abneh- 
mende d'  und  d 

8)  Lim  — s; —  =  Ti — ' 

D.     Die  Formeln  7)  und  8)  können  noch  zur  Bestimmung  des 

Grenzwerthes  von  ^ —  l benutzt  werden,  worin  8  eine  irgend- 
wie gegen  die  Null  oonvergirende  Zahl  bedeutet  Es  ist  nämlich 
identisch 

(l+g)/^_l  _       fl/u/oy(l  +  <r)— 1     %  (1  +  S) 

8  ~^      ^iog(i  +  8)      'S' 

wobei  zur  Abkürzung  log.  statt  '^Ug.  geschrieben  wurde;  setzt  man 

weiter  fft  log(l  -\-  ö)  =  d',  so  hat  man  auch 

(1  ^  i)f^^  1        ^   g^^  1     log(l-\-8) 
=  ^—^ ä 


und  hierin  bedeutet  &  eine  Grösse,  welche  gleichzeitig  mit  8  ver« 
schwindet.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  erhält  man  unter  Anwen- 
dung der  Formeln  7)  und  8) 

9)  Ltm  ' — i— ~ =  fi. 

E.     Wir  wollen   endlich  noch  die  Grenze  aufsuchen,  welcher 

sich  das  Verhältniss      .      in  dem  Falle  nähert,  wo  d'  gegen  die  Null 

convergirt.  Denken  wir  uns  unter  d"  vorläufig  einen  beliebigen  Bo- 
gen des  ersten  Quadranten,  so  haben  wir  die  Ungleichung 

sin  &  <^  ^  <^  tan  d' 
und  umgekehrt 

sin  ^       ^        8in^* 

mithin  durch  Multiplication  mit  sind' 

^  ^  sind  ^        ^ 
1  >  — s—  >  cos  d. 

V 

Da  bei  verschwindenden  d  die  einschliessenden  Grössen  1  und 
eosd  den  gemeinschaftlichen  Werth  1  haben,  so  folgt 

nry\  T-.     sind       , 

10)  Ltm  -^  =  1. 
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Die  Formeln  7),  8),  9)  und  10)  genügen  fiir  die  späteren  ün« 
tersuchungen.  ^ 


y.     Die  Aenderungsgeschwindigkeit  einer  Function. 

Schon  die  oberflächliche  Ansicht  verachiedener  Curven  zeigt 
mannichfaltige  Arten  der  Ordinatenveränderung;  während  z.  B.  die 
Ordinaten  der  Parabel  fortwährend  zunehmen,  die  Curve  also  steigt, 
hat  die  Sinuslinie  (^  =  sinx)  unendlich  viel  Punkte,  in  denen  ein 
Uebergang  von  Wachsthum  zu  Abnahme  der  Ordinaten  stattfindet. 
Ja  selbst  bei  Curven  von  gleicher  Gattung  können  die  Ordinaten- 
änderungen  auf  sehr  verschiedene  Weise  vor  sich  gehen.     So  z  B. 

steigen  die  Parabeln  y  =  yx  und  y  z=  x^  gleichzeitig,  man  wird 
aber  von  der  zweiten  sagen,  dass  sie  rascher  als  die  erste  steigt, 
auch  findet  noch  insofern  ein  wesentlicher  Unterschied  statt,  als 
die  erste  Parabel  ihre  hohle  Seite,  die  zweite  dagegen  ihre  erhabene 
Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehrt.  Um  nun  jenen  noch  unbe- 
stimmten Begriff  der  Geschwindigkeit  des  Wachsthums  festzustellen, 
betrachten  wir  vorerst  die  Gerade,  deren  Gleichung  y  =  ax  -j-  ^ 
sein  möge.  Hi^r  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Steigung 
immer  dieselbe  bleibt;  ihr  Maass  kann  man  einfach  dadurch  aus- 
drücken, dass  man  angiebt,  um  wieviel  die  Ordinate  wächst,  wenn 
die  Abscisse  um  die  Einheit  zunimmt.  (Steigungen  von  Strassen 
werden  bekanntlich  auf  dieselbe  Art  ausgedrückt.)  Nehmen  wir  in 
Fig.  3  OM  =  X,  MF  =  y,  MN  =  PB  =  1,  so  ist  QR  die  ent- 


Fig.  8. 


sprechende  Ordinatenzunahme ,    also    die 
Steigung,  und  zwar  findet  man  leicht 

QR  =  tan  QFR  =  a\ 
in  der  That  hä^gt  dieser  Ausdruck  nicht 
von  X  ab  und  bleibt  daher  constant  für 
alle  Punkte  der  Geraden. 

Denken  wir  uns  femer  eine  Curve 
durch  stetige  Fortbewegung  eines  Punktes 
entstanden,  während  gleichzeitig  die  Rich- 
tung der  Bewegung  sich  continuirlich 
ändert,  so  wird  die  momentane  Bewegungs- 
richtung jederzeit  durch  die  zugehörige  Tangente  an  der  Curve  dar- 
gestellt. Es  sei  nun  P  T  (Fig.  4)  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte 
P  und  die  vorige  Construction  auf  diese  Tangente  angewandt,  so  ist 
QR  diejenige  Zunahme  der  Ordinate  MP,  welche  der  Abscissenzu- 
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nähme  MN  =  1  entsprechen  würde,  wenn  die  Curve  von  P  aus 
m  ihre  Tangente  verliefe,  also  in  die  gleichmässig  steigende  Gerade 

Fig.  4,  FT  überginge.  Nennen  wir 

wiederum  Q  i2  die  Steigung 
der  Curve  im  Punkte  P,  so 
kommt  es  darauf  an,  den 
Winkel  zu  finden,  welchen 
die  Tangente  P  T  mit  der 
Abscissenachse  einschliesst; 
die  trigonometrische  Tan- 
gente dieses  Winkels,  mul- 
tiplicirt  mit  der  Längenein- 
heit, wäre  dann  das  gesuchte  Maass  für  die  Geschwindigkeit  der 
Steigung  oder  überhaupt  der  Aenderung. 

Zur  Eenntniss  des  genannten  Winkels  führt  die  Bemerkung, 
dass  eine  Gerade ,  die  zwei  Punkte  einer  Curve  verbindet ,  also  eine 
Secante,  zur  Tangente  wird,  sobald  die  Endpunkte  der  abgeschnitte- 
nen Sehne  zusammenfallen.  Demgemäss  verbinden  wir  den  gegebe- 
nen Curvenpunkt  P  mit  einem  zweiten,  willkührlich  auf  der  Curve 
gewählten  Punkte  Pi  und  bestimmen  zunächst  den  Winkel  PjP  !/'=(?, 
welchen  die  Secante  PPi  mit  der  Abscissenachse  bildet;  unter  Ein- 
führung der  Bezeichnungen  0  Jf  =  a?,  MF  =z  y  z=f(x)  und  MMi 
=  8  erhalten  wir 

1)  to„  ö  =__  =  _____  = 

Lassen  wir  jetzt  S  in  Null  übergehen,  so  dreht  sich  die  Secante 
um  den  festbleibenden  Punkt  P  und  wird  für  d  =  0  zur  Tangente; 
gleichzeitig  verwandelt  sich  ö  in  den  Winkel  zwischen  Tangente  und 
Abscissenachse,  welcher  r  heissen  möge.  Wollte  man  in  Nr.  1)  ge- 
radezu d  =z  0  setzen,  so  würde  man  rechter  Hand  das  unbestimmte 

und  nichtssagende  Resultat  -r-  erhalten;  man  thut  daher  besser  nur 

anzudeuten,  dass  schliesslich  d  =  0  werden  soll,  also  zu  schreiben 

^  r/(M: «)  -  /(«) 


2) 


tan  t 


ö 


J(cr=:0) 


Li  jedem  speciellen  Falle  bedarf  es  der  wirklichen  Ausführung 
der  angedeuteten  Operationen,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen 
werden.     Für/(a?)  =  x^  hat  man  zunächst 


tan  6  = 


(x  4-  ö)3  —  a;2 


=  2aj  -f  a, 
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mithin  flELr  d  =  0 

tan  t  z=z  2x, 

Femer  ist,  wermf(x)  =  Y a^  —  x^  genommen  wird, 

Y  a^^(x  +  S)^-^y  a^^x^  2x-\-d 

mithin  für  A  =  0 

tonr  =  —  ,y 

Die  Formel  2)  setzt  stillschweigend  voraus,  dass  d  den  Werth 
Null  erreichen  könne;  diess  ist  zwar  bei  einer  ganz  willkürlichen 
Grösse  möglich,  würde  jedoch  in  dem  Falle  unthunlich  werden,  wo 
d  abhängig  ist,  wie  z.  B.  wenn  es  einen  aliquoten  Theil  einer  ande- 
ren Grösse  ausmacht.  Dann  bildet  aber  die  Noll  wenigstens  die 
Grenze,  welcher  S  beliebig  nahe  gebracht  weirden  kann,  und  in  dem- 
selben Sinne  ist  r  die  Grenze  von  6,  mithin  wird  man  statt  der  Glei- 
chung 2)  schreiben 

8)  to„T=ie„»Z(£+_^^zZM. 

Hiemnter  ist  auch  die  Gleichung  2)  mitbegriffen,  wenn  man 
sich  in  den  Fällen,  wo  d  =  0  werden  kann,  vorstellt,  dass  S  seinen 
Grenzwerth  wirklich  erreicht  habe. 


DIFFERENTIALRECHlfUNG. 


Schlömilch,  Aiialysis.    I. 


Cap.  L 

Einfache    Differentiation. 

§.1 

Differenzen  und  Differentiale. 

Zufolge  unserer  einleitenden  Betrachtungen  ist  es  der  Quotient 

f(x  +  g)  -  f(x) 
S 

dessen  Grenzwerth  eine  wichtige  Rolle  bei  den  Fragen  nach  den 
Aenderungen  einer  Function  spielt,  und  der  zugleich  eine  geome- 
trische Bedeutung  gewinnt,  wenn  die  Gleichung  y  =f(x)  als  Glei- 
chung einer  ebenen  Curve  betrachtet  wird.  Das  häufige  Vorkom- 
men jenes  Grenz werthes  macht  nun  zunächst  eine  kurze  Bezeichnung 
desselben  nöthig,  und  man  ist  daher  übereingekommen,  ihn  mit  f  (x) 
zu  bezeichnen,  so  dass  also  die  Gleichung 

1)  /(a:)  =  i,-^/(L±-|^lZ(^ 

die  Definition  von  f  (x)  enthält.  So  ist  z.  B.  nach  Abschn.  V  der 
Einleitung 

,  wenn/(a;)  =  ao;  -f  6,  /'(^)  ^=  », 

„     f(x)  =  x\  f(x)  =  2x, 


f(x)  =  Va^-x^,  /(^)  =  - 


X 


überhaupt  nennt  man/'(a;)  die  abgeleitete  oder  derivirte  Func- 
tion im  Gegensatze  zu  der  ursprünglichen  Function /(a;)*). 

Eine  andere  Symbolik  ist  aus  der  Bemerkung  entsprungen,  dass 
die  Grösse  d,  welche  einen  Zuwachs  des  x  bedeutet,  auch  als  Unter- 


*)  In  dem  Obigen  liegt  nur  die  Definition  von  /'(ä),  nicht  aber  ein 
Beweis,  dass  jedem  f{x)  eine  derivirte  Function  f'(x)  entsprechen 
müsse.  Unter  den  am  Ende  von  S.  14  gemachten  Voraussetzungen  ist 
allerdings  die  Existenz  von  f'(x)  sicher,  dagegen  kann  es  auch  Fälle 
geben,  in  denen  /'  (x)  keinen  bestimmten  Werth  hat. 

2* 
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der Abflcisse  stdiende  Fläche  B OMP  =  F(ar);  ändert  sich  die Ab- 
8ci»e  un  If  Jtfi  =  jdXy  ho  ist 

P(a?  +  z/ar)  —  F{x)  =  Fläche  Jf  Ifi  Pi  P. 
Diese  Fläche  kommt  einem  Bechtedie  gleich,  welches  ^x  zur 


Fig.  5- 


NM, 


Grundlinie  und  eine  zwischen  MP  nnd 
Ml  Pi  liegende,  wenn  anch  sonst  nicht 
näher  hekannte  Ordinate  N  Q  zur  Höhe 
hat;  demnach  istMMiPiP=NQ,^x 
nnd 

F(x  +  ^/x)  -  F(x)  ^ 
/dx 
Bei  verschwindenden  /ix  fidlen  die 
drei   Ordinaten  M^Px^NQ  nnd  MP 
in    die    einzige  MP  -^  /(x)    zusam- 


men nnd  es  bleibt 

rix)  =/(x). 

Die  deriTirte  Function  bedeutet  also  im  Torliegenden  Falle  die 
zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate. 

ji|^^  ^  In  Fig.  6  sei  wieder 

q^  0M=  X,  die  Quer- 

Bchnittsfläche  MPQ 
=  (p  (x)  und  das  Vo- 
lamen ,  welches  zwi- 
schen den  Querschnit- 
ten 0-B  C  und  IfPg 
enthalten  ist,  =  p  (x) ; 
der  Aenderung  MM^ 
=^x  entspricht  dann 
die  Yolumenzunahme 
i;(x  +  ^x)  -^  t(x)  =  Yo].  MPQQiPiMi. 

Das  letztere  Volumen  lässt  sich  einem  Cylinder  vergleichen, 
welcher  ^x  zur  Höhe  (oder  Dicke)  und  einen  zwischen  MP  Q  und 
M\P\  Q\  eingeschalteten  Querschnitt  zur  Basis  hat;  nennen  wir  8  die 
fläche  dieses  mittleren  Querschnittes,  so  ist  das  Volumen  MP  Q  QiPiMi 
=  8>/fXs  mithin, 

t(ic  +  ^x)  —  if{x) 

-. r=  ö. 

/MX 

Bei    verschwindenden  /l  x    fallen    die  Querschnitte    M\  Pi  Q^ 
^s  ip  (x  -{-  /f  x)  j  8  nnd  MP  Q  =  9  (^)  zusammen,  mithin  bleibt 

ilf'(x)  =  (p(x). 
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Betrachtet  man  die  unabhängige  Variabele  x  immer  als  Ab- 
scisse,  so  hat  man  jetzt  folgende  Sätze: 

Der  Differentialquotient  eines  Volumens  ist  des- 
sen Normalquerschnitt  am  Ende  des  X\  der  Diffe- 
rentialquotient einer  ebenen  Curvenfläche  ist  die  zur 
Abscisse  x  gehörende  Ordinate;  der  Differential- 
quotient einer  Curvenordinate  ist  die  trigonome- 
trische Tangente  des  dem  Punkte  xy  entsprechenden 
Berührungs  winkeis. 

§.2. 
Differentiation  der  einfachen  algebraischen  Functionen. 

I.  Differentiation  einer  Constanten.  Wenn  f(x)  für 
jedes  X  denselben  Werth  a  behält,  also  constant  bleibt,  so  ist  auch 
f(x  +  ^x)  =  a,  mithin  f(x  +  ^x)  —  f{x)  =  0.  Hier  findet 
bei  abnehmenden  z/ic  weiter  keine  Aenderung  statt,  mithin  ist 

1)  -—  =  0  und  da  r=z  0. 

dx 

n.  Differentiation  der  Potenz.  Als  Differenzenquotien- 
ten von  xf*  erhält  man  augenblicklich 

/         Jx\f* 

^(xn  ^ (x-\-zfx)^^xf' ^  v+T";  ""^^14-1 

^x  z/a?  ^x 

X 

oder,  wenn  zur  Abkürzung =  S  gesetzt  wird, 

jdx  d 

Wenn  nun  ^x  gegen  die  Null  convergirt,  so  hat  auch  S  die 
Null  zur  Grenze,  und  der  rechter  Hand  stehende  Bruch  nähert  sich 
der  Grenze  fi  (s.  Einl.  IV,  Nr.  9);  daher  ist 

2)  l^  =  ^a;/"~^  nüdd(xf')  =  (ix^-^dx. 

Q  X 

ni.  Differentiation  der  Exponentialgrösse.  Als  DifFe- 
renzenquotienten  von  a^  erhält  man 

jdx  ^X  /J  X      ' 
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und  daraus  folgt  nach  Formel  8)  in  Abschn.  lY  der  Einleitung 

3)  l(^)=a'-J-. 

dx  ^loge 

Gewöhnlich  stellt  man  diese  Gleichung  nnter  etwas  anderer  Ge- 
stalt dar.  Man  denkt  sich  nämlich  die  Zahl  e  als  Basis  eines  Systems 
Ton  Logarithmen  nnd  bezeichnet  letztere  mit  einem  blossen  I,  so 
dass  immer  e'^  =  j?  ist;  man  hat  dann  auch 

und  warn  man  beiders^ts  die  Logarithmen  der  Basis  a  nimmt 

la  .  ^lage  =  *^loga  =  1, 
worans  folgt 

^  ^  /a*      ''löge 

Hiemach  lautet  die  Gleichung  3) 

5)  -^  =  a'la  und  d  (a*)  =  a'la  dx. 

dx  ^ 

Für  a  =  e  wird  diese  Formel  am  einfachsten,  nämlich 

6)  ^^  =  e'  und  d(e')  =  e'dx; 

dx  ^ 

man  nennt  desswegen  e*  die  natürliche  Exponentialgrösse. 

lY.  Differentiation  des  Logarithmus.  Der  Differenzen- 
quotient Ton  logx  ist 

i  Tu-—) 

^logx       log{x-\-Jx)  —  logx  \  x  J      1 

^x  dx  dx  % 

X 

dx 
oder»  wenn  zur  Abkürzung mit  d  bezeichnet  wird 

X 

dlogx       log(l-\rS)      1 
d  X  8  X 

Wenn  nun  dx  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist  diess  auch  mit 
d  der  FaU,  und  zufolge  dessen  hat  der  erste  Bruch  rechter  Hand 
zur  Grenze  den  Werth  löge  (EinL  IV,  Formel  7);  diess  giebt 

dlogx löge 

^  dx  X 

Bezeicbnen  wir  mit  a  die  Basis  des  hier  vorkommenden  loga- 
rithmischen Systems,  so  können  wir  nach  Nr.  4)  Joge  durch 

8)  i  =  3£. 
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ersetzen;  die  Grösse  Ma  teisst  dann  der  Modulus  des  logarithmi- 
schen  Systems  der  Basis  a;  statt  Nr.  7)  haben  wir  jetzt 

9)  ^-^^  =  ^  und  di'logx)  =  ^  dx. 

aX  X  X 

Am  einfachsten  werden  diese  Formeln  für  a  =  e  nämlich 

10)  ~ —  =  — .  und  dlx  =  —  dx] 
dx  X  X 

die  Logarithmen,  deren  Basis  e  ist,  nennt  man   desswegen  natür- 
liche Logarithmen. 


§.  3. 
Differentiation  der  goniometrischen  Functionen« 

Unter  Anwendung  der  bekannten  goniometrischen  Formel 

sina  —  8inß  ==  2cos\{a  +  ß)  sin\{a  —  /J) 

erhält  man  für  den  Differenzenquotienten  von  sin  u  folgenden  Aus- 
druck 

^sinu sin(u-\'  du)  —  sinu 2cos{u  ■\-  \du)sin\du 

du  ^u  du 

oder,  wenn  \du  kurz  mit  %"  bezeichnet  wird, 

dsinu  ,     .    ..  sin -9" 

-^— =  cos  («  +  *) -^ . 

Die  Grossen  du  und  ^  convergiren  gleichzeitig  gegen  die  Null, 

^     hat  die  £inheit  zur  Grenze  (£inL  IV,  Nr.  10),  mithin  ist 

,.  d$mu  ,   ,  .  , 

1)  — ; —  =  cosu  und  dsinu  =  cosu  du. 

du 

Eine  ganz  gleiche  Behandlung  gestattet  der  Cosinus.      Unter 
Benutzung  der  Formel 

cosa  —  cosß  ==  —  2smi(a  -f  ß)  9tn|(a  —  ß>) 
erhält  man  nämlich  für  ^du  ^  ^ 

dcosu cos(u  +  du)  —  cosu 2 sin  (u-^ldu)  sin^du 

du  du  du 

=  —  stn  (i*  -f-  ^)     ^ 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze  * 

dcosu  .         j      j  .       j 

2)  — ; =  —  Stnti  oder  dcosu  =  —  stnu  du. 

'  du 
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Für  die  Secante  bat  man  zunächst 

,  ^  secu       sec  (u  -\-  jJu)  —  secu cos  u  —  cos  (u-^du) 

/Ju  /lu  cos{u -\- /^u)cosu,^u 

2 sin {u-\-\Ju)sin\/lu _      sin (u  +  ^)  sin^ 

cos(u-\- ^u)cosu.^u  '^cos(u-]-2d')cosu       & 
mithin 

dsecu        sinu     .      ,  *       -       j 

3)  = oder  dsecu  =  sec^u  sinu  du, 

du  cos^^u 

Als  Differenzenquotient  der  Cosecante  ergiebt  sich 
d  cscu        CSC {u  -f  ^u)  —  cscu sin u  —  sin (u  -\-  ^u) 

jdu  ^u  sin{u-\- ^u)sinu.^u 

' 2  cos {u-\-\^u) sin \^u  cos (u  -|-  d)  sin% 

sin{u-\'  2u)sinu.^u  siw (w  +  2 -d) sm t«       0* 

und  daraus  folgt 

dcscu  cosu     .      j  ^«^9*,  ^^.«.,  ^*. 

4)  ^= oder  dcscu  ^=  —  csc^ ucosu  d u, 

'  du  sin^  u 

Um  den  Differenzenquotienten  von  tan  u  in  eine  passende  Form 
zu  bringen,  machen  wir  Gebrauch  von  der  Relation 

,      a       sin  (a  ▼-  /3) 

tan  a  —  tanß  = — 5- 

'^        cosa  cosp 

und  erhalten 

Jtanu tan{u  -\'  Ju)  —  tanu 1 sin  ^  u 

Ju  /lu  cos{u-\-  du)cosu        ^u 

.  j    T.     sin/iu 
Wenn  Ju  gegen  die  Null  convergirt,  wird  Inm     ^^     =  i 

folglich 

— 5!ü^  =  — -—  oder  dtanu  =  sec'^u  du. 
'  du  cos^  u 

Mit  Hülfe  der  bekannten  Formel 

.n  sin  (a  —  ß) 

COtCC  —  cotp  = ■—. r-TT 

'^  stna  stnp 

erhält  man  auf  ähnliche  Weise 

Jcotu  _  cot(u  +  ^u)  —  cotu_ 1 ^  sin^u 

j^  ""  'Zu  sin (u  -\-  du) sinu       /^u 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze 

d cot u 1_  ^^^^  dcötM=—  csd^udu. 

"/  du  sin^u 
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§.4. 

Differentiation  der  oyclometrisohen  Functionen. 

* 

Zufolge  der  Definition  von  aresin  x  zieht  die  Gleichung 

u  =  aresin  X 
die  umgekehrte  Gleichung  nach  sich: 

sinu  =  x; 
aus  der  geänderten  Gleichung 

u  -|-  z/te  =  aresin  (x  -f-  ^x) 
erhält  man  analog 

sin(u  -{•  ^  u)  -=  X  -\-  /l  x\ 
und  nach  diesen  Bemerkungen  kann  man  den  DiiTerenzeuquotienten 
von  aresin  X  in  folgender  Form  darstellen 

^  aresin  X aresin  (x  -\-  ^x)  —  aresin  x 

dx  ^x 

du  1 

sin  {u  -\-  ^ u)  —  sinu        sin  {u  -^  ^u)  —  sinu 

^u 
Der  Nenner  des  letzten  Bruches  ist  der  Differenzenquotient  von 
sinu  und  geht  in  den  Differentialquotienten  eosu  über,  wenn  ^ x 
und  ^u  gegen  die  Null  convergiren;  man  hat  daher 

daresinx 1      1 

dx  cosu        Yi  ^sin'^u 

oder,  weil  sinu  =  x  ist, 

,.  daresinx  1  ,        .  1  , 

1)  3 =  nj  1      darcsmx  =  —. =:  dx. 

dx  Vl—x^  Vi— ir« 

Da  unter  aresin x  ein  Bogen  zwischen  —  ^Tt  und  +  Ja  ver- 
standen wird  und  jeder  Bogen  dieser  Art  einen  positiven  Cosinus 
hat,  so  ist  das  vorkommende  Wui'zelzeichen  immer  positiv  zu  nehmen. 

Ein  ähnliches  Verfahren  wäre  zur  Differentiation  von  areeosx 

anwendbar,  man  gelangt  aber  kürzer  zum  Ziele,  wenn  man  von  der 

Relation 

areeosx  c=z  ^,jt  —  aresin x 

Gebrauch  macht;  es  ergiebt  sich 

zJ areeosx  arecos  {x-{-  ^x)  —  arccosx 

Jx  ^x 

aresin  (x  -[-  ^x)  —  aresin  x ^  aresin  x 

^x  Jx 
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mithin  auch  beim  Uebergange  zur  Grenze 

ä  arccos  x d  aresin  x 

dx  dx 

d.  i. 

^v  d  arccos  X  1  .  1         , 

2)  :■ = —  darccosx  =  —  ,  ^  ■  dx, 

dx  Vl—x^  Vi— a;« 

Um  ferner  die  Function  u  =  arctanx  zu  differenziren ,  gehen 
wir  von  folgenden  vier  Gleichungen  aus 

u  =  arctanx  ,  tanu  =  x 

u-\'  /Ju  =  arctam,  (x-\-  ^x)  »    tan  (u-]-  ^u)  =  x  +  ^x, 

und  stellen  mit  Hülfe  derselben  den  Differenzenquotienten  von  arctanx 
in  nachstehende  Form 

^  arctan  x a/rctan  (x-{-  ^x)  —  ardan  x 

^x  ^x 

_  Ju 1 

tan  (w  +  ^u)  —  tanu       tan  {u  -\-  z/w)  —  tanu 

^u 

Der  letzte  Nenner  ist  der  Differenzenquotient  von  tanu  und 
geht  in  den  Differentialquotienten  sec^u  über/ wenn  ^x  und  /lu 
gegen  die  Null  convergiren;  diess  giebt 

d  arctan  x  ___     1      1 

dx  sec^u        1  +  tan^u 

oder,  weil  tanu  =  x  ist, 

„.  d  arctanx  1  _      ^  1       ^ 

3)  ^__  =  ^-^_5.     darctmx  =  ^-^^dx. 

Die  Differentiation  von  arccotx  lasst  sich  mittelst  der  Formel 

arccot  X  z=\7C  —  arctan  x 
auf  die  Differentiation  von  arcta/nx  zurückführen;  man  findet 

,.  darccotx  1  •,         ^  1       , 

4)  •  — -z =—  7-7—5  ,     darccotx  =  —  —-. — -dx. 

Setzt  man  u=iarcsecx  mithin  secu  =  Xj  so  gelangt  man  leicht 
zu  der  Gleichung 

jdarcsecx arcsec  (x-\-  jdx)  —  aresecx 

^x  jdx 

Ju  1 


sec  {u-\-^u)  —  secu       ^secu 

du 
woraus  durch  üebergang  zur  Grenze  folgt 
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darcsecx 1      1  1 

dx  dsecu        sinu        secu  V^sec^u — 1 

du  cos^u 

d.  i.  wegen  secu  =  x 

^.  darcsecx  1  ,  1  , 

5)  L =     ,y  ,     darcsecx  =    , ,  dx, 

d^  xVx'^—l  xVx^-'l 

Mit  Hülfe  der  Helation 

arccscx  =  j»  —  arcsecx 
gefangt  man  endlich  noch  zu  der  Formel 

^.       d  arccscx  1  .  1  _ 

6)  — 5 = .  ,     darccscx=: ,  .  dx. 

dx  xMx^-'X  «Vaj«— 1 

Nachdem  hiermit  die  Differentiation  der  einfachen  Functionen 
erledigt  ist,  haben  wir  uns  nun  mit  der  Differentiation  zusammen- 
gesetzter Functionen  zu  beschäftigeiu 


§.  5. 
DifTerentiation  der  Aggregate,  Froducte  und  Quotienten. 

I.  Sind  A  und  J9  Constanten,  u  und  v  Functionen  der  unab- 
hängigen Yariabelen  Xy  so  bildet  das  Aggregat  Au  ^^  Bv  eine  zu- 
sammengesetzte Function  von  x^  welche  u.  A..  die  Summe  u  •\-  v^ 
die  Differenz  u  —  v  und  das  Product  Au  als  specielle  Fälle  in  sich 
enthält.  Die  Aenderung  des  x  hat  gleichzeitige  Aenderungen  von  u 
und  V  zur  Folge  und  es  ist  demnach  der  Differenzenquotient 

J{Au  ^Bv)  _A{yL\'  2lu)  +  Jg  (t;  +  4v)  —  (Au  +  Bv) 
4x  ^x 

4u  4  V 

=  A^  +  ^-^r^- 

dx  nx 

Je  kleiner  ^a;  ist,  desto  weniger  unterscheiden  sich  die  Diffe- 
renzenquotienten --3—  und  --T—  von  den  entsprechenden  Differential- 

^J  X  ^  X 

quotienten,  und  man  kann  daher 

du        du  dv  dv 

setzen,  wo  ^1  und  Q^  nicht  näher  bekannt  sind,  aber  gleichzeitig  mit 
dx  gegen  die  Null  convcrgiren.     Die  vorige  Gleichung  wird  jetzt 


\m*t   ti^rffwi  :V.:;art      mt«ni  .hoü  tor  Itphi»   tr  "Prretnwtn^iirtf-  ^jc 
^rvi^MU'  4fPT^TifMji?n.    nV  tun  .<^:itt    a  X  rtB-   hopp    it.t    -u  Hkf^ptn 


\f\\firT^  .jf«^cf^  -nn   "^ninniÄiirtpri  TiAsmiiif-rtcreäwe^rr    e;n   'ijt:    "ür  ^sime 
fn^ftuiVtf'^'*^  'Jf*^9f^  Urf^lt*^   Tili    »ti^r  ii<»  ?  irmei  juüt  öm^  'V'^jh- 

.ifl««^»f   1<<T'  i?  >mu»f  ^'«  .«asm  üa  Hii&EmTisnini  ^effflar 
^l9M!^{s&>n  /m^nn  msu^ütr^,  ivmiea,  oa  ^i^  jl  -sn  »^' i«^«*-- 
:VH^r  ^  3n*!fUtn^n  mttoM»  .ainlii     ^  lac  hob.  k  3* 

i;;  tr  £f  ts 

/'    _  ^ 


i^%            4^%            ^x:  -^r 

—  \     ^    ix 7.—:   Ä«-« 
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^  (uv) (u  -\-  ^u)(v  -}-  ^v)  —  UV 

^Jx  ^x 

/dv    ,       du    ,    du     dv       . 
dx  dx        dx     dx 

Die  Grenzwerthe  von  —5—  ,  —3—  und  dx  sind  der  Reihe  nach 

dx       /JX 

——  ,  --—  und  Null;  mithin  wird 
dx      dx 

,.  diuv)  dv    ,      du 

und 

5)  d(uv)  =  u  dv  -\-  vdu. 

Als  Beispiel  diene  der  Fall  «  =  aj",  t;  =  aj^;  man  erhält 

li^^  ^x'ßx?-^  +  «/»  «««-1  =  («  +  ^)  ^«+''-^ 

wie  sich  auch  direct  ergiebt,  wenn  x^x^  in  aj"'"'' zusammengezogen 
wird. 

IIL     Behufs  der  Differentiation  des  Quotienten  —   bilden    wir 

u 

zunächst  den  Differenzenquotienten 

.  fv\        V  +  dv         V  dv  du 

\u/  u  -\-  du        u dx         dx 

dx  dx  (t*  +  ^«*)  ^  ' 

und  erhalten  durch  Uebergang  zur  Grenze 

du 
dx 


6)  ^l--)        ^^ V 

\u/  dx 


oder 


')        <^) = - 


dx  u^ 

dv  —  vdu 


u« 


Hiernach  ist  z.  B. 


_  (1  —  x)  (—  na;»-^  —  (1  —  x*)  (—  1) 


dx  (1  —  xy 

1  —  nx^  ■"  ^  +  («  —  1)  ^" 

-  (1  -  xY 

Derselbe  Ausdruck  wurde  schon  in  Nr.  I.  auf  anderem  Wege 
differenzirt;  vergleicht  man  beide  Differentialquotienten  mit  einander, 
so  hat  man  die  neue  Summenformel 


32  C%p.  I.    §.  6.    Differentiation  der  Functionen 

1  +  2a;  +  3a?2  +  4a?»  H +  («  —  1)3?«-» 

1  —  na?"  "  ^  +  (n  —  l)rr* 

.    ~  (1  —  a;)2 

Ueberhaupt  lässt  sich  aas  jeder  analytischen  Grleichung,  die  eine 
willküjirliche  Yariabele  enthält,  immer  eine  neue  derartige  Gleichung 
durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  jene  Yariabele  ableiten« 

§.  6. 
Differentiation  der  Functionen  von  Functionen. 

Wenn  ss  eine  Function  von  ^,  und  y  wieder  eine  Function  von 
X  ist,  so  hat  man  zwei  Gleichungen 

welche  sich  auch  in  die  eine 

2)  e=f[<p(x)\ 

zusammenziehen  lassen.  Ebenso  kann  umgekehrt  eine  Gleichung  der 
letzten  Art  in  zwei  Gleichungen  von  der  obigen  Form  zerlegt  wer- 
den, z.  B.  je?  =  log  sin  X  in  ^e?  ==  logy  und  y  =  sinx.  Einer  Aende- 
rung  des  x  entsprechen  nun  Aenderungen  von  y  und  5,  mithin  ist 
nach  Nro.  1) 

4^0?  ^X  ' 

daför  kann  man  schreiben 

^^     fb  +  ^y]  — /M    ^y 

dx  ^y  d  x^ 

und  hier  ist  der  Differenzenquotient  von/[^]  ebenso  gebildet,  als 
wenn  y  eine  unabhängige  Yariabele,  mithin  ^d y  eine  willkuhrliche 
Zunahme  des  y  wäre.  Gehen  wir  nun  in  der  vorigen  Gleichung  oder 
in  der  folgenden  mit  ihr  identischen 

.    ^z         ^z      dy 
^OJ         /ly     jdx 
zur  Grenze  über,  so  gelangen  wir  zu  der  Formel 

.  dz  dz     dy 

dx        dy     dx^ 
oder 

«X  -,        ^^    ^y     ■, 

3)  djßf  =  3 rr-  '  dx. 

dy     dx 
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dz 
Demnach  erhält  man  den  Differentialqnotienten  -r— ,  ¥^enn  man 

erst  den  DifPerentialqnotienten  -=—  so  bildet,   als  wäre  y  eine  unnb- 

hängige  Variabele,  und  ihn  nachher  mit  -r^multiplicirt;  die  Werthe 

dx 

d  e  d  y 

von  -=—  und  -—•  leitet  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  1)  ab. 
dy  a  X  ' 

In  der  Anwendung  auf  das  Beispiel 

'  j?  =  (a  -f  hx'^y 
gestaltet  sich  die  Sache  folgendermaassen.     Statt  der  vorstehenden 
Gleichung  schreibt  man  die  beiden  Gleichungen 

und  erhält  daraus 

mithin  durch  Multiplication  dieser  Differentialquotienten 

-—  =  hnpyP'~'^x*^^ 
ax 

oder  endlich,  wenn  man  für  y  und  e  ihre  Werthe  setzt, 

dx 

Bei  mehrfacher  Uebung  in  diesem  Verfahren  wird  man  finden, 
dass  es  nicht  nothwendig  ist,  die  Yariabelen  y  und  0  in  Rechnung 
zu  bringen,  weil  sie  später  doch  wieder  daraus  verschwinden;  viel- 
mehr kann  man  diese  Substitutionen  im  Gedächtnisse  behalten  und 
dadurch  eine  wesentliche  Abkürzung  herbeiführen.  Auch  ist  es  be- 
quemer, nicht  gleich  auf  die  Entwickelung  des  Differentialqnotienten 
auszugehen,  sondern  vorläufig  erst  das  Differential  der  gegebenen 
Function  zu  Buchen.  So  würde  man  bei  dem  vorigen  Beispiele  sa- 
gen: analog  d {yf)  =  pyP^^dy  ist 

d[(a  +  hx'')P]  =p{a  +  hx'')P -^  d(a  +  6a;«) 

=  jp  (a  +  hx'')P-i  hdix"") 
=  j?  (a  +  6aj")^"~  ^  hnx^"  ^dx, 
was  mit  dem  früheren  Besultate  übereinstimmt. 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Differentiation  von  x*^  In  der 
Form  einer  Exponentialgrösse  dargestellt,  ist  dieser  Ausdruck 

SehlOmileb,  Analysls.   I.  3 
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nach  der  Begd  ä(e^  =  e^dy  erhilt  man  damis 

d{x')  =  e'^'d{zlx) 

=  e'^'{xdJx  +  Ixd^i 

=  e'  "  fx-^dx  +  Jxdxj 

=  x'{l  +  lx)dx. 

Auf  demselben  Wege  gdangt  man  an  der  folgenden   Ueisen 
Formelsammlimg,  wdche  spater  Ton  Natzen  sein  wird: 


1 


**  l     h(a  +  hx)\ 


d 


a  +  6x' 

dx 
(a  +  6x)** 

dx 


drA'(«  +  ***)l  =-         ... 

j  r2Va  +  ftxl  _         ^^ 

^  L 6— J  ~  VT+Ti' 

,  n(ßx+Vtt«  +  /t*x»)]  ^  dx 

L  /l  J  Vc» +  /!«««» 

L/J  «J  y «t  _  ^f X* 


~  Vo  +  6x«' 
_  dx 

a  +  6xd  ~"  V(a  +  ftx«)»' 


d 


xdx 


UVa  +  6xJ 

r ^     1  _  _,_ = 

L     6  Va  +  ftxtJ  V(a  +6xy" 

d  [x  7s  —  x]  =  ?x  dx, 

d[^leos«]  =  ton«  du» 

d  Pstn«]  =  CO««  dtf. 


.  -  [^ — (^)] 


d« 


d« 


r  1      /g  +  ^toi»a\1 
L2a^  \«  —  />  toin/J 


c^eos*«  —   /l^sin^ 
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§.7. 
Anwendungen  der  vorigen  Formeln. 

I.     Weiin  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  liefert  die 
wirkliclie  Ausführung  der  durch  (1  +  ^)"'  angezeigten  m  Multiplica- 
tionen  ein  Resultat  von  der  Form 
1)    (i  -\.x)^=l  +  Cix  +  G,x^  +  G^x^  -\ +  a»a;«, 

worin  Oi ,  C) ,  C»  ,  .  .  .  C^  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  Zah- 
lencoefficienten  bedeuten.  Um  sie  zu  bestimmen,  differenziren  wir  bei- 
derseits, und  erhalten 

m(l  -f  ir)«-i=  iCi  +  2Cia?  +  3C»a?»H 1-  m  C„ir«~i- 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  1  4"  ^  die  Gleichung  1} 
dagegen  mit  m,  dann  sind  die  linken  Seiten  der  beiden  neuen  Glei- 
chungen dieselben,  mithin  müssen  auch  die  rechten   Seiten   gleich 
sein,  d.  h. 
1  Ol  +  (2  (^  +  1  Ci)a?  4-  (3  Ci  +  2  C|)a?«  +  (4  d  +  3  C,)x^  H 

=  I»  +  mCiX  -{'  m  GiX^  +  m  C/3  a?'  +  *  •  • 

Die  vorstehende  Gleichung  kann  aber  für  jedes  beliebige  x  nur 
dann  bestehen,  wenn  die  Goefficienten  gleicher  Potenzen  von  x  gleich 
sind;  es  ist  daher  der  Reihe  nach 

-,         m      ^  ^  m  —  1  m     m  —  1 

Qi  =  — ,  C_G,  — g— _  — .— ^— , 

^         ^  m  —  2         m     m  —  Im  —  2 

u.  s.  w. 

Durch  Substitution  dieser  Coefficientenwerthe  erhält  man  aus 
Nro.  1)  die  Gleichung 

2){l+xjr  =  l+  —  x  -{ ^  ^  .  a?' i 1,2.3 ^ +••• 

welche  den  Namen  des  binomischen  Satzes  für  ganze  positive 
Exponenten  filhrt.  Die  darin  vorkommenden  Coefficienten  heissen 
Binomialcoefficienten  und  werden  am  zweckmässigsten  auf  fol- 
gende Weise  bezeichnet: 

(m)o  =  1,  (m)i  =  — ,  (mh  =      ^^  ^    ^ , 

_  w(m  —  l)(w  -  2)  .  .  .  (m  -~  [A;  -  1]) 

[fnjt   = • 

3* 
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Setzt  man  x  =  —  und  mnltiplicirt  beiderseits  mit  a**,  so  ge- 

a 

langt  man  zn  der  Formel 

3)    (a  +  b)«  =  (i»)oa™  +  (m)i  a«  -  *  5  +  (m),  a«  -  »5»  +  •  •  • 

4-  (w)«-ia5«-*  +  (m)«5«, 

mittelst  deren  jede  zweitheilige  Grosse  auf  eine  beliebige  ganze  po- 
sitive Potenz  erhoben  werden  kann. 

Die  Gleichung  2)  dient  auch  zur  Berechnung  der  Zahl  e,   wenn 

X  =  —  genommen  und  m  als  unendlich  wachsende  Zahl  betrachtet 
m 

wird«     Man  erhält  zunächst 

"*"  1     2  .  3  .  .  •  w 

wobei  die  rechte  Seite  m  -\-  l  Summanden  zählt.  Verstehen  wir 
unter  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  <^  m,  so  können  wir  die 
rechte  Seite  in  zwei  Theile  zerlegen,  deren  erster  die  fc  -f"  ^  ersten 
Summanden  enthält,  während  der  zweite,  welcher  i2  heissen  möge, 
den  noch  übrigen  Rest  von  m  —  h  Summanden  umfasst;  dies  giebt 

^1^1.2^  1.2, -5  -r    •    • 

^  ^      L  \ tn/  \ m  /        \ m    / 

1.2...(*  +  1)  (    +    Ä  +  2     + 

,     \  m    /        \  m     />• 

^  (Ä  +  2)  .  .  .  f»  j 

In  der  zuletzt  eingeklammerten  Summe  sind  die  Zähler  aller 
Sammanden  positive  ächte  Brüche;  setzen  wir  statt  derselben  durch- 
weg die  Einheit  und  nehmen  statt  der  Nenner 


1  .  ^-  «, 
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Ä  +■  2.       (Ä  +  2)  (Ä  +  3). .  .  (*  +  2)  (Ä  +  3)  .  .  .  m     ' 

die  kleineren  Nenner 

*-i-i,    (Ä  +  i)», ....  (Ä  +  i)«-»-'. 

80  erhalten  wir  za  viel,  mithin  ist  die  erwähnte  Summe  kleiner  als 


.m  — *  —  1 


Ä  +    1  ^  Ä    +   1 

Andererseits  beträgt  jene  Summe  mehr  als  Null,  sie  liegt  also 
zwischen 

0  und ; —  =   — ^ — 

1  h 


Ä  +  1 


Ä   +    1 

und  kann  folglich  =  a  — = gesetzt  werden,  wo  s  einen  nicht  nä- 

her  bestimmten  positiven  ächten  Bruch  bezeichnet;  es  ist  dann 

^i__L)(i_±)...(i_±) 

öj         ji  =         ■  •  -— —  • 

Gehen  wir  nun  in  den. Gleichungen  4)  und  5)  zur  Grenze  für 
unendlich  wachsende  m  über,  ohne  die  Zahl  "k  zu  ändern,  und  be- 
rücksichtigen die  Gleichungen 

12  h 

ZrtM  —  ^  Litn  —  =  •  •  •  •  =  lÄfn  —  ^  0| 
ffh  m  tu 

so  gelangen  wir  zu  folgender  Formel 

e  =  1  4-  —  -I ^ h  •  •  •     A ^ h  Ä 

^  ^    1     ^1     2^  ^1.2.3...&^^ 

1 £_ 

worin  Ic  eine  beliebige  endliche  positive  ganze  Zahl  ist.  Indem  man 
für  B  einmal  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit  setzt,  erhält  man  zwei 
verschiedene  Summen,  zwischen  denen  e  liegt;  weil  aber  22  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann,  wenn  man  Ic  gross  genug  wählt,  so  las- 
sen sich  jene  Summen  einander  beliebig  nahe  bringen  und  liefern  den 
Werth  von  e  so  genau,  als  man  es  verlangt.    So  ist  z.  B.  für  X;  =  10 


} 
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^  +  T  +  r^  +  •  •  •  +1     2.\.10  =  2.7182818011 

^  =  rrsTTTTÖ  •  iö  =  0.0000000276 .  s, 

mithin  för  «  =  0  und  s  =.1 

2,7182818011  <  c  <  2,7182818287, 
womit  e  auf  sieben  Decimalstellen  genau  bestimmt  ist. 

II.    Setzt  man  zur  Abkürzung 

_         cosnu  ^         sinnU 

"  cos«!«'  ^"  COS^'U^ 

SO  findet  man  sehr  leicht  folgende  zwei  Relationen 

Pn  +  1  =  Pn  —    Qn  tüTlU,  Qn  +  1  =   Qn   +  ^n  tmu\ 

von  den  Werthen  Po  =  1  nnd  Qq  =  0  ausgehend,  kann  man  diese 
Formeln  der  Reihe  nach  farn  =  0,  1,2,3,.  •.  anwenden  und 
erhält 

J?i  =  1,  Qi  =  tmu, 

Pj  =  1  —  tan^u,  .    Q2  =  2  tanu, 

Pa  =  1  —  3  tan^u,  Q^  =z  S  tanu  —  tan^u, 

Pi  =  1  —  6  tcm^u  +  tan^Uj     ^4  =  4  tanu  -^4  tan^u, 


Die  vorstehenden  Gleichungen  berechtigen  zu  dem  allgemeinen 
Schlüsse,  dass  für  jedes  ganze  positive  m  sein  werde 

6)  cosmu 

=  1  —  C»  tan^u  -f-  Gl  tan*u  —  C«  tan^u  -}-...., 
.  smwtf 

=  Ci  tanu  —  Cs  tan*u  +  C5  tew^w  — 

worin  C7i ,  C9 ,  C3  etc.  gewisse  vorläufig  unbekannte  Zahlencoefficien- 
ten  bedeuten.  Um  diese  zu  bestimmen,  differenziren  wir  jede  der 
vorigen  Gleichungen  und  bemerken  dabei,  dass 

äPm 
'-j^  =  —  w^m  4-  mP^tanu, 

-j—  =  4.  iwP^  +  mQ„,  tanu, 

dUan^u)        ,  ^     *     , 

— i— ^  =  Je  tan*  ~  *  u  sec^  u 

au 
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ist,  wie  sich  bei  wirklicher  Ausführung  der  Differentiation  leicht  fin« 
det;  wir  erhalten 

8)  — •  mP,n  tanu  -{-  mQm 

=  (2  C^tcmu  —  4  Gl  tan^u  +  ^  ^e  tan^u  —  •  •  •  )  sec^u, 

9)  »»im  -\-  ff^Qm  tanu 

=  (1  Ci'  —  3  Gstan^u  +  5  C^tan^u  —  7  Gjtan^u  -f  •••)  sec^tu 

Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  tanu  und  ziehen 
das  Product  von  der  zweiten  Gleichung  ab,  so  bleibt  linker  Hand 
iwPm  (1  +  tan^u)  =  mPm  sec^u  übrig,  wobei  sich  der  Factor  sec^u 
hebt;  gleichzeitig  setzen  wir  statt  P,,»  den  in  Nro.  6)  verzeichneten 
Ausdruck  und  gelangen  so  zu  der  Gleichung  ' 

10)  m  —  m  C2  tan^u  -\-  m  C^tan^u  —  w  C«  tan^u  +  •  •  • 
=  1  Gl  —  (2  Ca  +  3  Cz)tan'^u  +  (4  C4  +  5  G^)tan^u 

—  (eCß  +  7  Gi)tan^u  +  •  •  • 

Das  Seitenstück  hierzu  ergiebt  sich,  wenn  wir  aus  den  Gleichun- 
gen 8)  und  9)  die  Grösse  P^  eliminiren  und  statt  des  übrig  bleiben- 
den Qm  den  in  Nro.  7)  verzeichneten  Ausdruck  setzen ;  es  wird 

11)  m  Gl  tanu  —  w  O3  tan^u  +  fnG^tan^u  —  •  •  • 
=  (1  d  +  2  C2)tanu  —  (3  O3  +  4  G4)taM^u 

+  (5  C5  +  6  Gs)tm^u  — 

Vergleichen  wir  nun  wechselweise  in  10)  und  11)  die  Ooefficien- 
ten  gleicher  Potenzen  von  ta/nu,  so  erhalten  wir 

^          m     ^         ^  m  —  1         mm  —  1 
C  =  — ,  C,  =  Ci  — ^—  = ^— . 

i-f         ^*»  —  2         m      m  —  Im  —  2        , 
0.  =  CS.  —3-  = 3— ,u.8.£ 

woraus  augenblicklich  hervorgeht,  dass  Cj ,  Qj,  Gz  etc.  mit  dem  Bi- 
nomialcoefficienten  {m)i ,  {m)^ ,  (m)^  etc.  identisch  sind.  Demnach  ha- 
ben wir  nach  Nro.  6)  und  7)  folgende  Formeln 

,^.  cosmu        .\         /  N  .     «      t    /  \  ^    A 

12)  — - —  =  (w)o  —  (mUtan^u  +  (m)Atan^u 


—  (rn)ßtan^u  + 


13)  — - —  =  (m)i  tanu  —  (m)^  tan^u  +  (m)6  tcm^u  —  •• 

oder  auch  durch  beiderseitige  Mul|iplication  mit  cos^  u 

14)  cosmu  =  (m)o  cos*"  u  —  (m)^  cos^  ""  ^usin^u 

+  (m)4  C05*"  ~"  *M st»*  M  — 


•  •  •  • 


/ 
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15)  sinmu  =  (m)i  cos^  "  ^usinu  —  (m)s  cos^  -^^usin^u 

-|-  (m)i  cos^  ~  ^usin^u  —  •  •  • 
Diese  Formeln  lassen  noch  einige  Umgestaltungen  zu,   die  wir 
kurz  andeuten  wollen.    Die  Gleichung  14)  enthält  nur  gerade  Poten- 
zen von  smu,  d.  h.  ganze  Potenzen  von  sin^u  =1  —  cos^u,  man 
kann  daher  den  hinomischen  Satz  anwenden,  indem  man 

sin^^u  =  (1  —  cos^uy 
=  1  —  (h)iCOS^u  +  Qchcos^u  —  (k)BCOs^u  -|-  .  •  . 
und  Ä;  =  1,  2,  3  etc.  setzt;  nach  Zusammenfassung  aller  Glieder, 
welche  gleiche  Potenzen  von  cosu  zu  Factoren  hahen,  gelangt  man 
zu  einem  Eesultate  von  der  Form 

16)  cosmu  =  AqCos^  u  -|-  A^cos^  ~  ^w  + , 

worin  Aq,  A^,  A^  etc.  gewisse  constante  Coef&cientenhedeuten,  deren 
Werthe  sich  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  von 
selbst  ergeben.    Schreibt  man  ferner  statt  Nro.  15) 

sinmu  =  sinu  [(w)i  cos^  "^u  —  (m)^  cos^  ""  ^usin^u  +  •••], 
so  ist  innerhalb  der  Parenthese  wieder  die  vorige  Transformation  an« 
wendbar  und  führt  zu  einem  Resultate  von  folgender  Form 

17)  sinmu  =  sinu  [Bicos^  —  ^w  +  B^cos^  "~*w  -f-  •  •  •  •]• 

Will  man  die  Cosinuspotenzen  in  Sinuspotenzen  umsetzen,  so 
braucht  man  nur  t«  =  ^  9r  —  t;  zu  substituiren,  doch  hat  man  dann 
linker  Hand  gerade  und  ungerade  m  zu  unterscheiden. 

§.8. 

Zusammenhang  zwischen  einer  Function  und  ihrem  Diffe- 
rentialquotienten. 

L  Wie  in  §.  1,  Formel  3)  bezeichnen  wir  mit  q  den  Unter- 
schied zwischen  dem  Differenzenquotienten  und  dem  Differentialquo- 
tienten einer  Function /(aj),  wir  setzen  also 

WO  Q  zwar  nicht  näher  bekannt  ist,  aber  gleichz^tig  mit  jdx  gegen 
die  Null  convergirt.  Eben  desswegen  lässt  sich  auch,  wenn  ^x  hin- 
reichend klein  genommen  wird,  Q  so  weit  verringern,  dass  sein  abso- 
luter Werth  weniger  als  der  absolute  Werth  von  f{x)  beträgt;  für 
noch  kleinere  jdx  findet  diese  Ungleichung  um  so  mehr  statt  wegen 
der  weiteren  Abnahme  des  Q.    Die  rechte  Seite   der  obigen  Glei- 
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chung  hat  jetzt  dasselbe  Vorzeichen  ^ef(x)^  mithin  kommt  das 
nämliche  Vorzeichen  auch  der  linken  Seite  zu,  Ist  nun  f*  (x)  und 
daher  /'  (x)  -\-  Q  positiv ,  so  folgt ,  ^x  immer  als  positiv  vorausge- 
setzt, dass/(flj  4"  ^^)^f{^)  söin  muss;  in  diesem  Falle  entspricht 
der  grösseren  Variabele  ein  grösserer  Functionswerth.  Wenn  da- 
gegen /'(ip),  mithin  auch  /'(a?)  -|-  Q  negativ  ist,  so  ergiebt  sich 
f{x  +  jd(ß)  <C/(^)»  und  hier  gehört  zur  grösseren  Variabele  ein 
kleinerer  Functionswerth.  Man  hat  daher  folgenden  Satz:  Je  nach- 
dem der  Differentialquotient  einer  Function  das  positive 
oder  negative  Vorzeichen  besitzt,  ist  die  Function  selber 
im  Wachsen  oder  im  Abnehmen  begriffen,  und  umgekehrt. 
Hieraus  erklärt  sich  z.  B.,  warum  der  Dififerentialquotient  des 
Sinus  positiv,  der  des  Cosinus  negativ  ist,  wenn  der  Bogen  im  ersten 
Quadranten  liegt. 

^^^  -H.  Wir  betrachten  ferner  die  Function  9  (x)  als  endlich  und 
continuirlich  von  o;  =  a  bys  o;  =  b,  und  setzen  voraus,  dass  ihre 
Derivirte  ^*{x)  die  nämliche  Eigenschaft  besitze;  durchläuft  nun  x 
das  genannte  Intervall,  so  wird  ^*  (x)  das  eine  Mal  einen  grössten 
Werth  M\  ein  anderes  Mal  einen  kleinsten  Werth  JV^  annehmen,  mit- 
hin ist  innerhalb  jenes  Intervalles 

q>'  (x)  —  JJT  negativ,         9'  {x)  —  N*  positiv. 

Andererseits  lässt  sich  q>'  (x)  —  M'  als  Diflferentialquotient  von 

u  =  <p(x)  —  9  (a)  —  (x  —  a)  M' 

betrachten,  ebenso  qp'  (x)  —  iV'  als  Differentialquotient  von 

t;  =  9  (aj)  —  9  (a)  —  (a?  —  a)  N\ 

und  nun  folgt  aus  dem  in  Abschn.  I.  bewiesenen  Satze,  dass  u 
abnehmende,  dagegen  v  eine  zunehmende  Function  ist.  Für  x  ='a 
verschwinden  diese  Functionen ;  demnach  fängt  u  seine  Abnahme  mit 
dem  Werthe  t«  =  0  an  und  muss  folglich  immer  negativ  sein;  v  be- 
ginnt sein  Wachsthum  mit  v  =  0  und  ist  daher  positiv.  Dies  gilt 
von  a?  =  a  bis  0?  =  ^  mithin  ist  auch 

9  (&)  —  9  (a)  —  (5  —  a)  Jf '  negativ, 
9(5)  —  <p(a)  —  (p  —  a)I^  positiv. 

Lassen  wir  nun  in  dem  Ausdrucke 

«;  =  9  (5)  —  9  (a)  —  (b  —  a)q)'(x) 

die  Variabele  x  das  Intervall  a?  =  a  bis  a?  =  5  durchlaufen,  so  er- 
reicht 9'  (x)  einmal  den  Werth  üf ',  ein  anderes  Mal  den  Werth  N' ; 
im  ersten  Falle  wird  w  negativ,  im  zweiten  positiv.  Dieser  üeber- 
gang  vom  Negativen  zum  Positiven  ist  bei  einer  continuirlichen  Func- 


1). 
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tion  nur  mittelst  Durchganges  durch  den  Werth  w  =  0  'möglich; 
zwischen  a  und  h  muss  es  daher  wenigstens  einen  speciellen  Werth 
x  =  I  gehen,  für  welchen  to  =  0  oder 

wird.  Dass  a  <C]  f  <^  l»  ist,  kann  man  durch  die  Gleichung  |  = 
a  -J-  d'(b  —  a)  ausdrücken,  wenn  man  unter  d'  emen  nicht  näher  be- 
kannten positiven  ächten  Bruch  versteht;  die  vorige  Gleichung  lautet 
dann: 

2)  9(6)  —  9)(a)  =  (5  —  a)  (p'(a  +  ^  [5  —  a]),  0  <  »  <  h 
oder  auch,  wenn  &  =  a  -f-  Ä  gesetzt  wird, 

3)  q)(a  +  Ä)  ==  g>(a)  +  h(p'(a  +  ^Ä),  0  <  ^  <  1, 
wobei  jede  der  Functionen  q)(x)  und  g)' (x)  endlich  und  stetig  blei- 
ben muss  von  x  =  a  bis  x  =  1). 

Die  Wichtigkeit  der  Formel  2)  wird  es  rechtfertigen,  wenn  wir 
einen  zweiten  Beweis  derselben  mittheilen,  welcher  noch  einfacher  ist 
und  die  Kenntniss  des  in  Abschn.  I.  entwiokelten  Theoremes  nicht 
voraussetzt.  Denken  wir  uns  die  Differenz  h  —  a  in  n  gleiche  Theile 
getheilt  und  bezeichnen  wir  einen  solchen  Theil  mit  d,  so  ist 

n 
und  identisch 

(p(b)  —  y(a)     _       q)(h)  —  y(a) 
h  —  a  nd 

1  [(p(a  H-  ^)  —  yW  _j_  y(a  +  2S)  ^  (p(a  +  d)  , 

♦  =  ITL d + d +  •  •  • 

,    q>(a  -{-  nS)  —  q)(a  -\-  n  —  iSu 

In  Worten  heisst  dies:  der  Quotient  -^-^-7 ^  ist  dasarith- 

0  —  a 

metische  Mittel  aus  den  n  Werthen ,  welche  der  Differenzenquotient 

q)(x  +  S)  —  q)(x) 
d 

annimmt,  warn  der  Reihe  nach 

X  =  a,    a  +  d,    a  +  2Ä,  .  .  ,  .    a  -\-  (n  —  l)d 

gesetzt  wird,  oder,  wenn  x  das  Intervall  a  bis  &  —  d  in  Absätzen 
von  d  zu  d  durchläuft.  Das  arithmetische  Mittel  aus  mehreren  Zah- 
len liegt  immer  zwischen  der  kleinsten  und  grössten  derselben;  be- 
zeichnen wir  daher  mit  M  den  grössten   und  mit  N  den  kleinsten 


und  ihrem  Differentialquotienten.  43 

Werth  4  welchen  der  genannte  Differenzenqaotient  erreicht  ^  wenn  x 
sich  auf  die  vorgescliriebene  Weise  ändert,  so  ist 

0  —  a 
Bei  unendlich  wachsenden  n  convergirt  d  gegen  die  Null,  und 
dann  durchläuft  x  stetig  das  Intervall  a  bis  &;  der  Differenzenquo- 
tient wird  zum  Differentialquotienten,  M  gelit  über  in  M\  N  in  N*, 
und  die  vorige  Ungleichung  lautet  jetzt 

h  —  a 

Dies  ist  einerlei  mit  Dem,  was  unter  Nro.  1)  gefunden  wurde; 
die  übrige  Schlussweise  bleibt  dieselbe. 

Der  gewonnene  Satz  kann  auf  verschiedene  Weise  geometrisch 
interpretirt  werden,  je  nachdem  man  (p  (x)  als  die  zur  Abscisse  x  ge- 
hörende Ordinate  einer  ebenen  Curve,  oder  als  die  über  der  Abscisse 
X  stehlende  Fläche  einer  anderen  Curve,  oder  als  Volumen  betrachtet. 
Wir  wollen  die  erste  Voraussetzung  genauer  untersuchen. 

Fig.  7,  In  Fig.  7  sei  die  ebene  Curve 

GPD  durch  die  Gleichung  y =q)  (x) 
/  bestimmt,   OÄ  =  a,    OB  =ib, 

ÄB  =  h'-a=zh,  ÄG=(p(al 
BI)  =  q>(b)z=  q)(a  .+  Ä),  end- 
lich CE  parallel  und  gleich  AB; 
3  man  hat  dann  einerseits  BE = BD 

—  ÄC  =  q)(b)  —  (p  (a),    ande- 
— ^     rerseits  DE  =  GE  •  tan  D  GEj 
mithin 

q)(a  +  Ä)  — •  SP(«)  =  Ä  tanDGE. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Curve  von  G  bis  D  ununter- 
brochen verläuft  und  dass  die  Tangente  an  derselben  ihre  Richtung 
stetig  ändert,  wenn  der  Berührungspunkt  den  Bogen  GD  durchläuft, 
giebt  es  jedenfalls  eine  zur  Sehne  GD  parallele  Tangente,  deren  Be- 
rührungspunkt P  zwischen  G  und  D  liegt;  es  ist  dann  Z.  DGE 
=  Z.FTM=T  und 

9>  (a  4-  Ä)  —  q)(a)  =  h  tcmv. 
Für  0M=  I  ist  weiter  tant  =  qo'd)  =  ^'(a  -f  AM),  und 
äA  AM  einen  Bruchtheil  von  AB  ausmacht,  so  kann  AM  =  ^h 
gesetzt  werden.  Nach  diesen  Substitutionen  geht  die  vorige  Glei- 
chung in  Nro.  3)  über  und  bedeutet  geometrisch,  dass  es  im  Allge- 
meinen zu  jeder  Sehne  einer  Curve  eine  parallele  Tangente  giebt. 
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Nicht  überflüssig  ist  es,  sich  von  den  Ausnahmen  zu  überzeugen, 
Fiff  8.  welche  dieser  Satz  erleidet,  wenn  entweder 

q)(x)  oder  fp'(oo)  oder  beide  Functionen 
discontinuirlich  werden.  So  erkennt  man 
augenblicklich  aus  Fig.  8>  dass  der  Satz 
nicht  mehr  richtig  zu  sein  braucht,  wenn 
die  Curve  von  G  bis  D  durch  imaginäre 
Ordinaten  unterbrochen  ist.  Setzen  wir 
femer  voraus,  dass  9(0?)  zwar  reell,  aber 
discontinuirlich  zwischen  x  =  a  und  rc  =  5,  dagegen  g)'  (x)  conti- 
nuirlich  sei,  so  besteht  die  Curve  aus  zwei  nicht  zusammenhängenden 
Bögen  G  H  und  KD,  wobei  die  Tangenten  in  H  und  K  parallel  lau- 
fen (Fig.  9);  auch  hier  giebt  es  keine  zu  CD  parallele  Tangente,  de- 
ren Berührungspunkt  zwischen  G  und  D  fällt.  Im  dritten  Falle,  wenn 
nämlich  9)  (oj)  continuirlich,  aber  (p'(x)  discontinuirlich  ist,  erleidet  zwar 
die  Curve  keine  Unterbrechung,  dagegen  ändert  die  Tangente  ihre 
Lage  sprungweise  zwischen  CundD  (Fig.  10),  d.h.  sie  geht  in  einem 
Fig.  9.  Fig.  10. 


Punkte  G-  plötzlich  von  GH  nach  GK  über,  wodurch  die  Curve  eine 
Spitze  erhält.  Wiederum  gilt  hier  der  Satz  nicht,  da  eine  Parallele 
zu  GD  zwischen  G^JOTund  GK,  etwa  nach  GJ,  fallen  kann  und  dann 
keine  Lage  der  Tangente  darstellt.  Sind  endlich  g)(x)  und  (p'(x) 
gleichzeitig  discontinuirlich,  so  erhält  man  eine  ähnliche  Figur  wie 
Nro.  9),  nur  sind  in  diesem  Falle  die  Tangenten  in  H  und  K  nicht 
parallel;  die  Folgerung  bleibt  aber  dieselbe. 

Behufs  einer  zweiten  geometrischen  Deutung  denken  wir  uns 
q)  (x)  als  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche  einer  Curve ;  die 
Gleichung  der  letzteren  ist  dann  y  =  qp'(a?),.und  die  Formel  2)  ent- 
hält nun  den  unmittelbar  klaren  Satz,  dass  die  über  der  Strecke  Ä  B 
stehende  Fläche  als  ein  Rechteck  angesehen  werden  kann,  welches 
AB  zur  Basis  und  eine  mittlere  Ordinate  zur  Höhe  hat.  Aehnlich 
gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  q>{p)  als  ein  Volumen  be- 
trachtet wird. 
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Trotz  ihrer  Einfachheit  ist  die  Formel  2)  doch  eine  sehr  wich- 
tige, die  viele  Anwendungen  gestattet.  Hier  nur  eine  derselben.  Für 

9  (x)  =  log  X  wird  tp'  (x)  =  -^ ,  mithin 

X 

log(a  +  K)-loga  =  h  ^^^; 

setzt  man  an  die  Stelle  des  ächten  Bruches  %'  das  eine  Mal  die  Ein- 
heit, das  andere  Mal  die  Null,  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Unglei- 
chungen 

4)  iog(a +  h)>laga  +  ^^^^, 

5)  iog(a  +  Ä)<  loga  +  tl^LL. 

Bei  grossen  a  und  kleinen  h  können  diese  Formeln  zur  Berech- 
nung von  log(a  -)-  h)  dienen,  wenn  loga  bekannt  ist.  Wollte  man 
z.  B.  eine  bis  zur  Zahl  100000  gehende  Tafel  der  Brigg'schen  Loga- 
rithmen erweitem  und  etwa  log  100003  berechnen,  so  hätte  man  nach 
dem  Obigen 


log  100003  >  5  + 
log  100003  <  5  + 


3  .  0,43429448 
100003        ' 

3  .  0,43429448 
100000 


oder 

Zo^  100003  >  5,000013028,         Zo^  100003  <  5,000013029; 
beide  Zahlwerthe  stimmen  in  8  Decimalen  überein,   daher  ist,  mit 
Rücksicht  auf  die  neunte  Stelle 

%  100003  =  5,00001303 
zu  setzen,  wie  man  auch  in  grösseren  Tafeln  angegeben  findet. 

III.  Durch  Verallgemeinerung  der  Schlüsse,  welche  zu  Formel  2) 
führten,  kann  man  noch  weiter  gehende  Bj^sultate  erreichen.  Sind 
z.  B.  (p(x%  (p'(x)y  ^(rr)  und  ilf'(x)  Functionen,  die  von  a?  =  a  bis 
X  =  h  endlich  und  stetig  bleiben,  und  deren  letzte  innerhalb  des 
genannten  Intervalles  nur  positive,  von  Null  verschiedene  Werthe  be- 
sitzt, so  ändert  sich  der  Quotient    .,\  .  continuirlich  von  a;  =  a bis 

if  (X) 

a?  =  b;  sein  grösster  Werth  innerhalb  dieses  Intervalles  sei  Jüf ,  sein 
kleinster  N\  so  ist 

777"^  —  M'  negativ,         777^  —  N'  positiv, 
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femer  wegen  des  positiven  il/  (x) 

q)'(x)  —  M'ip'(x)  negativ,         9'(^)  —  N*  if' (x)  positiv. 

Der  erste  Ausdruck  kann  als  Differentialquotient  von 
u  =  q)(x)  —  (p(a)  —  M!  [^  ix)  —  ^  (aj\ 
angesehen  werden,  der  zweite  als  Differentialquotient  von 
«;  =  9  (a;)  —  9  (a)  —  JV'  [*  (a?)  —  ^  (a)], 
und  wie  in  Absch.  I.  überzeugt  man  sich  leicht,   dass  u  eine  abneh- 
mende und  negativ  bleibende  Function  ist,  dagegen  v  eine  wachsende 
und  positive;  daraus  folgt 

9(6)  —  9  (a)  —  Jlf'[^(6)  —  ^(ä)]  negativ, 

9  (6)  —  9  (a)  —  ^'  [V'  (&)  —  -^  (a)]  positiv. 

Da  ferner  ^'(a;)  als  positiv  vorausgesetzt  wurde,  so  ist  ^(a;) 
eine  wachsende  Function,  ^  (5)  —  ^(«)  positiv  und  nach  dem  Vo- 
rigen 

Lässt  man  in  dem  Ausdrucke 

9(6)  ->  9(a)    _    y'(a?) 
^  (6)  —  ^  (a)  ^'  (a;) 

a;  das  Intervall  a  bis  b  durchlaufen,  so  ändert  sich  der  Quotient  rech- 
ter Hand  stetig,  erreicht  einmal  den  Wertb  M\  ein  ander  Mal  den 
Werth  N'  und  wird  demnach  einmal  grösser  und  einmal  kleiner 
als  der  links  stehende  Quotient;  es  giebt  daher  zwischen  a  und  h  we- 
nigstens einen  Werth  a:  =  |  oder  aJ  =  a  +  '9'(6  —  a),  für  welchen 
die  Gleichheit  beider  Quotienten  eintritt,  nämlich 

9(6)  —  9(a)  _  (p'(a  +  d'[h  -  a])      ^  ^  ^  ^  , 
^^        ^(6)  «.  ^(a)  —  ^'(a  +  ^p>  -  a])'     "  ^  '^  ^  ^' 

oder  für  h  —  a  =  Ä, 

9(a  +  fe)  --  9<g)  _  9'(<^  +  ^K)       rt  ^  o.  ^  , 
^        ^(a  +  h)  —  *(a)  "~  ip'(a  -|-  -Ö-Ä)'     "  ^  '^  ^  •»•• 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  auch  durch  folgende  Betrach- 
tung.    Wenn  wie  früher 

S  ::== mithin  h  =  a  4-  nd 

n 

gesetzt  wird,  und  wenn  femer  9  (x)  und  ^  (x)  von  a?  =  a  bis  a?  =  6 
endlich  und  durchaus  eindeutig,  d.  h.  continuirlich  bleiben,  so  hat 
man  zunächst  die  identische  Grleichung 
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(p(h)  ->  y(a)_ 
V       ^(b)-if;(a)  

y  (g  -f-  <n  —  9>(g)  +  y(a+2 J)  —  (p{a + <f)  -| 1-  q)(a  -f  nJ)  — •  y(a  +  n — IJ) 

,/;  (a -l-cf)  —  \p{a)+  \p{a+2^)  —  V'(a+<^)  -| \-rp{a-\-n^)  —  V'Ca  +?r=lcr)' 

wobei  sowohl  im  Zahler  als  im  Nenner  n  Summanden  stehen,  wenn 
jede  Differenz  als  ein  Summand  gerechnet  wird.  Hier  lässt  sich  der 
bekannte  Satz  anwenden,  dass  der  Werth  des  Quotienten 

Fl  +   F2  +   n  +  '  -  +   F» 

zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  der  einzelnen  Quotienten 

Vi  V2  Vb  F, 

liegt,  falls  Wi,  Wi,  .  .  .  W«  sämmtlich  positiv  sind*).  Die  letzte 
Bedingung  ist  hier  erfüllt,  wenn  tlf{x)  eine  wachsende  Function  von 
X  bedeutet,  und  unter  dieser  Voraussetzung  liegt  nun  Q  zwischen  dem 
grössten  und  kleinsten  der  Quotienten 

(p(a  -\-  S)  —  (p(a)  q)(a  -}-  2S)  —  9^(0  +  ^) 


Xa  +  6)  —  i^(a)'  ^(a  +  2d)  —  ^(a  +  d)'  ^'  ^*  '^' 
d.  h.  Q  bildet  eine  Mittelgrösse  zwischen  den  n  Werthen,  welche 
der  Quotient 

y(^  +  d)  ~  y(a;) 

q)(x  -f-  ö)  —  <3p(a;)    d 

^  (a;  -f-  d)  —  ilf(x)  ilf(x-\-Ö)  —  1^  (x) 

ö 

annimmt,    sobald   o;  die  n  Werthe  a,    a  -\-  d,   a  -f-  2^« 

a  +  (w  —  1)  d  erhält.     Bei  unendlich  wachsenden  n  wird 

y(a;  4-  ^  —  y(^) 
r.  a  _    (p'(x) 

d 


*)    Der  grösste  der  genannten  Quotienten  sei  ifcf,  der  kleinste  N; 
m^n  hat  dann  > 


af  >  A  >  jv-,   M  >  ^  >  A-, . . .   üf  >  ^^  >  iv; 


und  durch  Multiplication  mit  den  positiven  Factoren  TTi ,  TTg , . . .  TT« 

Jlf  TTi  >  Fl  >  JV'  TTi ,       2If  TFa  >  t^2  >  -2^  "^2  «•  8-  w- 
Indem  man  diese  Ungleichungen  addirt  und  nachher  mit  TFi  -|-  TFjj 
+  •  •  •  +  ^«    dividirt,  erhält  man 

•"  ^  TTi  +  TT,  H ^  ,^^  >  Ä,  w.  z.  D.  w. 
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und  es  ist  nun  Q  eine  Mittelgrösse  zwischen  den  unendlich  vielen 

Werthen,  welche   ,,;  (  annimmt,  sobald  x  das  Intervall  a  bis 5  ste- 

W  (x) 

tig  durchläuft.     Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  einer  dieser  Werthe, 

etwa  der  fiirfl?  =  |  =  a-f-'9'(6  —  ä)  eintretende,  dem  Quotien- 

w'(x) 
ten  Q  gleichkommen  muss,  wofern  sich  vttt  continuirlich  ändert  von 

W(x) 

x:=ahiB  x=K  üebrigens  kann  hierbei  ^'(a)oder  ^'(&)  verschwin- 

<p'  (x) 
den,  denn  es  wird  dadurch  die  Continuität  von   .,)  i    innerhalb  des 

W  (x) 

Intervalles  a  bis  h  nicht  gestört. 

Deu  für  ^  (x)  und  ^'  (x)  angegebenen  Bedingungen  genügt  z.  B. 

die  Function 

^(a;)  =  5P  —  (&  —  x)P,         11/ {x)  =p(h  --  x)P'-\ 

bei  welcher  in  der  That 

continuirlich  bleibt,  so  lange  x  die  Stelle  x  =:h  nicht  überschreitet, 
und  9'(^)  continuirlich  ist;  man  erhält  in  diesem  Falle  aus  Nro.  6) 

8)        qp©  -  y(«)  =  ^(i_^)p.,i  <P'(«  +  ^[ft  -  a\). 

Für  den  speciellen  Werth  l)  =  1  geht  diese  Gleichung  in  die 
früher  unter  Nro.  2)  entwickelte  Formel  über. 


§.9. 
Differentiation  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

I.     Wenn  e  als  Function  der  beiden  unabhängigen  Variabelen 
X  und  y  betrachtet  und 

1)  *=/(^.y) 

gesetzt  wird,  so  sind  drei  verschiedene  Aenderungen  zu  unterschei- 
den; es  kann  nämlich  entweder  x  allein  geändert  werden,  während  y 
constant  bleibt,  oder  man  lässt  y  bei  constanten  x  sich  ändern,  oder 
endlich,  man  setzt  voraus,  das  x  und  y  gleichzeitige  Aenderungen  er- 
leiden. Begreiflicherweise  ändert  sich  z  in  jedem  Falle,  da  aber  diese 
Aenderangen  verschiede^  sein  können,  so  bedarf  es  einer  Unterschei- 
dung derselben,  und  zwar  nennt  man  die  erste  die  partielle  Aende- 
rung  von  z  nach  o?,  die  zweite  die  partielle  Aenderung  nach  y,  und 


mehrerer  Variabelen. 
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die  letzte  die  totale  Aenderung  des  z  (nach  x  und  y).     Diese  drei 

Aenderungen  kann  man 
^^'  ^^  sich  leicht  veranschauli- 

chen, wenn  man  die  Glei- 
chung 1)  als  Gleichung 
einer  auf  rechtwinklige 
Goordinaten  bezogenen 
Fläche  betrachtet,  etwa 
wie  in  Fig.  11,  wo  OM 
=  x,  MN=y,NP=e 
ist.  Lässt  man  hier  x 
allein  um  dx  =a=  MM\ 
wachsen,  so  rückt  N  nach 
^1,  P  bewegt  sich  auf 
dem  Durchschnitte  der 
Fläche  mit  der  Ebene 
PNNi  und  erhält  die  neue 
Lage  Fl ;  der  Aenderung 
^x  entspricht  daher  die 
partielle  Aenderung 

-^^(ar)  =  -Pi  Qi  =f{x  +  ^x,  y)  — /(rc,  y). 
Wenn  zweitens  y  allein  um  ^y  =  ^^2  zunimmt,  so  rückt  P 
parallel  zur  £bene  yz  auf  der  Fläche  fort,  etwa  bis  Pj,  und  es  ist 
die  zugehörige  partielle  Aenderung 

^Zijf)  =  P2  Q2  =f{x,  y  +  Ay)  — /(a?,  y). 
Im  Fall  endlich  x  um  ^x^  und  gleichzeitig  y  um  ^y  zunimmt, 
gelangt  N  nach  ^3,  P  nach  P3  und  es  entsteht  die  totale  Aenderung 

^^(*,  y)  =  ^bQs  =f(x  +  ^x,y  +  ^y)  —  f(x,  y). 
Was  nun  die  partiellen  Aenderungen  betrifft,  so  sind  dieselben 
sehr  leicht  zu  behandeln.     Der  Di£ferenzenquotient 

jdx  ^x 

ist  nämlich  ganz  so  gebildet,  als  wäre  y  eine  Constante,  und  es  be- 
darf daher  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  zlx  nur 
eines  Zeichens,  dass  x  hier  als  alleinige  Yariabele  angesehen  wurde. 
Für  den  Grenzwerth  linker  Hand,  d.  h.  für  den  partiell  nach  x  ge- 
nommenen Differentialquotienten,  benutzt  man  eins  der  Zeichen, 

de  ix)  (§I\  — 

ox 


dx 


\dx)' 


von  denen   das  letzte  am  bequemsten  ist;    den  Grenzwerth  rechter 

flchlömllch,  Analytis.    t.  4 
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Hand,  d.  h.  die  partieU  nach  %  derivirte  Fimctioii,  bezeichnet  man  mit 
f»{^'»  lf\  ^u^d  ^t  nun 

oder 

Dem  entsprechend  ist  för  das  zweite  partielle  Differential 

3)  3r^=/r(a?,y)-3y- 

So  erhält  man  z.  B.  aus 

e  =  arctan  -^- 

X 

nach  den  gewohnlichen  Regeln  die  beiden  partiellen  Differentiale 

Was  endlich  die  totale  Aendemng  betrifii,  die  man  schlechthin 
mit  ^g  za  bezeichnen  pflegt,  so  kann  man  dieselbe  in  folgender 
Form  danteQen 

^x 

/(a?,y  +  ^y) —/(^i  y)^ 

and  es  ist  mm  zu  untersuchen,  welchen  Grenzen  sich  die  vorkommen- 
den Quotienten  bei  gleichzeitig  verschwindenden  /Ix  und  ^y  na- 
hem Beachtet  man,  dass  der  Zähler  des  ersten  Quotienten  ebenso 
gebildet  ist,  als  wenn  y  H~  ^y  constant  und  nur  x  um  ^x  geändert 
wäre,  80  erhellt  augenblicklich  die  Anwendbarkeit  der  Formel  2) 
des  vorigen  Paragraphen  und  dann  hat  man  fura  =  x^h  =z  ^x 

f{x  +^x,y  +  ^y)  =fix,y  +  ^y)  +  ^xfiix+^^x,y  +  ^y\ 
mithin  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende 
6)  z/iP  =fi(x  +  ^-^ic,  y  +  Jy)  .  ^x 

fix,  y  +  ^y)  -^  f(x,y)  ^ 

^y 

Bei  verschwindenden  ^x  und  ^y  wird  nun 

Limfiix  +  ^^ar,  y  +  ^y)  =fL(x,  y), 

^^/(^,y  +  ^y)-/(^,y)  _^.(^^  ^^ 

ziy 
mithin  ans  der  vorigen  Gleichung 
6)  dz=fi{x,y)  .dx  -^fi{x,y).dy 


mehrerer  Variabelen. 
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oder 
7) 


ox  dy 


Statt  der  Gleichung  6)  kann,  den  Formeln  2)  und  3)  zufolge, 
auch  geschrieben  werden 

8)  dg  =  dxB  +  9yjer, 

und  es  liegt  hierin  der  Satz,  dass  das  totale  Differential  einer  Func- 
tion gleich  ist  der  Summe  ihrer  partiellen  Differentiale. 

Der  geometrische  Sinn  dieses  Resultates  erhellt  aus  folgender 


Fig.  12. 


d0 


Betrachtung.  Denkt  man  sich 
in  der  Gleichung  b  =f(x,y) 
vorerst  y  als  constant,  so  hat 
man  die  Gleichung  der  Curve 
PPi,  in  welcher  die  Fläche 
von   der  Ebene  PNNi  \\  XB 

geschnitten  wird,  daher  ist  •^— 

öx 

die  Tangente  des  Winkels 
QiPTi  (Fig.  12),  welchen  eine 
durch  P  an  die  Curve  PPi  ge- 
legte berührende  Gerade  mit 
der  o;- Achse  einschliesst.  Aus 
ganz  ähnlichen  Schlüssen  folgt, 


dass  ^  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  Q51PT2  dar- 
stellt, welchen  die  Tangente  am  Schnitte  PP^  mit  der  y -Achse  bil* 
det.     Es  gelten  daher  die  Gleichungen 


«•^^  =  1^^«^' 


Q,T,  =  ^PQ,. 


Durch  die  Tangenten  P  Ti  und  P  Tg  kann  man  eine  Ebene  le- 
gen, welche  von  P3  Qz  in  einem  Punkte  T^  geschnitten  wird;  das 
Viereck  P  Ti  T3  T3  ist  dann  ein  Parallelogramm,  und  wenn  man  noch 
T3  U*  II  P  Qi  zieht,  so  erhält  man  die  congruenten  Dreiecke  T^  U  T« 
und  P  ^1  Tu  mithin  Ts  ü  =  Ti  ft.     Dies  giebt 

Cs  T3  =  T3  r7  +  uQs  =  Q,Ti  +  Qs  r«. 

Je  kleiner  nun  P  Qi  und  P  Q^  genommen  werden,  um  so  näher 
rückt  Pi  an  Ti ,  P2  an  T2 ,  P3  an  T3 ,  um  so  genauer  gelten  daher 
auch  die  Beziehungen 

4* 
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QzPz  =  ftPi  +  ftPa; 
diese  sind  identiscli  mit  den  Gleichungen  2),  3)  und  8),  weil  ein  ge- 
gen die  Null  convergirendes  PQi  mit  dx,  ebenso  P  0%  mit  dy  be- 
zeichnet werden  muss  nnd  Qi  Pi ,  Q^P^^t  Q%  P^  die  entsprechenden 
Zunahmen  dxSi,  d^z^dz  darstellen.  Mit  einem  Worte:  je  naber  die 
Punkte  Pi ,  Pj ,  P3  dem  Punkte  P  liegen ,  am  so  eher  ist  es  erlaubt, 
Pi  und  Pj  als  Punkte  der  Tangenten  P  Ti ,  P  T2 ,  und  Ps  ab  einen 
Punkt  der  anschliessenden  Ebene  T1PT2  zu  betrachten.  In  der  That 
wird  sich  in  Cap.  IIL  zeigen,  dass  diese  Ebene  die  Fläche  berührt 

IL     Bei  Functionen  mehrerer  Variabelen  gestaltet  sich  die  Sache 
sehr  ähnlich.     Aus 

u  =  F(x,y,z) 

erhält  man  für  die  totale  Differenz 

z/w  =  F(x  +  ^x,  y  +  jdy,  g  +  jd z)  —  F(x,  y,  z), 

wofür  geschrieben  werden  kann 

^^  —  ^(^  -\-^x,y  +  ^y,z  +  ^z)^F(x,  y  +  ^y,z  +  ^^)  j  ^ 

^  X 

F(x,y  +  ^y,z  +  /Iz)  —  F{x,y,z  +  ^«)  j 

/ly 

F(x,  y,z  +  Jz)  —  f\x,  y,z)  ^^ 

-\ JJ  z, 

^  z 

Unter  Anwendung  der  Formel  2)  in  §.  8  wird  hieraus,  wenn  <& 
und  1}  positive  ächte  Brüche  bezeichnen, 

^u  =  Fi:{x  4-  ^^Xj  y  +  ^y,  z  +  ^z)  .  jJx 
+  Fl(x,  y'+  n^y^  z  +  ^z)  .  ^y 
,    F  (x,  y,z  +  dz)  —  F{x,  y,  z)^^ 

/Iz 
und  durch  Uebergang  zur  Grenze 

9)  du  —  Fi(x,y,z)  .  dx  +  Fi(x,y,z)  .  dy  +  F[{x,y,z)  .  dz 
oder 

dtt  ^u  ^u 

10)  au  =  ^dx  +  ^dy   +^d, 

=  dgU  -\-  dpU  4-  8*«- 
Diese  Betrachtungen  sind  leicht  auf  beliebig  viele  Yariabele  aus- 
zudehnen und  führen  zu  dem  aUgemeinen  Theoreme:    Das  totale 
Differential  einer  Function  beliebig  vieler  Yariabelen  ist 
die  Summe  der  partiellen  Differentiale  jener  Function. 
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§.  10. 
Differentiation  unentwickelter  Functionen« 

'I.     Besteht  zwischen  zwei  Variahelen  x  und  y  eine  Gleichung, 
die  man  immer  auf  die  Normalform 

hringen  kann,  so  sind  nicht  heide  Variabele  willkührlich ;  denn  durch 
Auflösung  der  Gleichung  nach  y  würde  man  ein  Resultat  von  der 
Form 

y  =  (p(x) 

erhalten,  wo  nun  y  von  x  abhängig  ist.  Lässt  sich  diese  Beduo- 
tion  ausfahren,  so  kann  auch 

dy  ,,  V 

nach  den  früheren  Regeln  abgeleitet  werden ;  dies  geht  jedoch  nicht 
mehr,  wenn  die  Gleichung  1)  unauflösbar,  mithin  y  eine  unent- 
wickelte (implicite)  Function  von  x  ist.  Man  hilft  sich  dann  auf 
folgende  Weise. 

Aus  der  Gleichung  1)  erhält  man  zunächst,  weil  sie  für  alle  x 
und  die  zugehörigen  y  bestehen  soll, 

2)  f(x  -^  ^x,y  +  ^y)  =  0; 

Die  Differenz  der  Gleichungen  2)  und  1),  dividirt  durch  jd  x^ 
liefert  weiter 

f(x  +  zfx,  y  +  ^y)  —fix,  y)  _^ 

/ix 

Auf  der  linken  Seite  kann  man  dieselbe  Transformation  vorneh- 
men, die  im  vorigen  Paragraphen  benutzt  wurde,  nämlich 
/(fl;+z/fl;,y  +  ^y)— /(a?,y4-z/y)     f(x,y-\'^y)—f(x,y)  Jy  __  ^ 

jdx  ^y  dx 

und  hier  gelten  fast  wörtlich  dieselben  Schlüsse  wie  dort;  man  erhält 
beim  Grenzübergange 

3)  n{x,y)Arfl(x,y)^  =  Q. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  unmittelbar,  sobald  man  in 
Formel  6)  des  vorigen  Paragraphen  z-=0  setzt  und  die  entstehende 
Gleichung  durch  dx  dividirt;  in  der  That  ist  es  auch  für  die  Unter- 
suchungen des  §.  9  vollkoiftmen  gleichgültig,  ob  man  x^  y,  e  etc.  als 
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willkülirlich  oder  als  von  einander  abhängig  betrachtet. '  Aus  Nro.  3) 
folgt  nun 

4)  ^  =  _  /i(^>  y) 

^^  fiip^^  y) 

oder,  wie  man  häufig  kürzer  schreibt, 

8/ 

dy 

Die  hiermit  für -r^  =  ^'{oc)  gewonnene  Formel  enthält   zwar 

dx 

noch  y,  welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  dessen  Werth 
aber  gefunden  werden  kann,  sobald  x  einen  speciellen  Zahlwerth  be- 
kommt ;  dann  wird  nämlich  die  Gleichung  f{x ,  j^)  =  0  zu  einer  nu- 
merischen Gleichung  mit  der  einen  Unbekannten  y,  und  jede  solche 
Gleichung  kann  mindestens  durch  Probiren  aufgelöst  werden. 

Wäre  z.  B.  die  gegebene  Bedingungsgleichung: 

f{x,  y)  ==  y^x^  —  2y*a?2  -|-  s^^  —  6a?  =  0, 

die  in  Beziehung  auf  y  nicht  algebraisch  lösbar  ist,  so  folgt: 

8/(^,  y) 


dx 


=  3y5aj«  —  4^*35  —  6 


dy 


und  mithin  ist 


dy^_     ;.  ._         SySgg  —  4y*a;— 6 
dx  —  9>  W—         5 2^ ^8  _  83^8a?2_|.3  ' 

Für  0?  =  1  z.  B.  geht  die  obige  Bedingungsgleichung  in  die 
numerische  Gleichung  über: 

y»—  2j/*  +  32^  —  6  =  0, 

deren  einzige  reelle  Wurzel  y  =  2  ist;   dem  Werthe  o?  =  1   ent- 
spricht also  9  (1)  =  2  und 

U\\  —  —  3  .  2^  —  4  .  2^  —  6  _  _     26 
^^  ^  —        5  .  2*  —  8  .  23  +  3  ~  19    * 

Ebenso  würde  man  für  jeden  anderen  numerischen  Werth  von 
X  die  zugehörigen  Zahlwerthe  von  (p(x)  und  (p'(x)  aufsuchen  können. 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

42^8  —  3y  +  sinx^crz  0. 
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Hier  ist 

öx  oy 

mithin 

dy    C08X 

dx    ~  3(1  —  4y2)* 

Der  vorliegende  Fall  gestattet  eine  Probe.  Eine  Wurzel  der 
obigen  Gleichnng  ist  nämlich  y  =  sin  |  X^  wie  man  mittelst  der 
goniometrischen  Formel: 

4sin^A  —  SsinÄ  +  $inSÄ  =  0 
leicht  finden  wird.    Es  müsste  also 

cosx d  (sin  Ix) 

3(1  —  4sin^x)  ~       dx 
sein,  und  dies  bestätigt  sich,  wenn  man  die  bekannte  Formel 

cosSÄ  =  cosÄ  (1  —  ^sin^Ä) 

für  Ä  =  l  X  anwendet  und  andererseits  sin  Ix  auf  gewöhnliche 
Weise  differenzirt. 

IL  Bei  Functionen  von  drei  und  mehr  Yariabelen  gestaltet  sich  die 
Sache  ganz  ähnlich.  Besteht  z.  B.  zwischen  den  drei  Yariabelen  x, 
y,  £r  die  Bedingungsgleichung 

6)  F(x  ,y,js)  =  0     oder  kürzer  F  =  0, 

so  würde  durch  Reduction  auf  j?  ein  Resultat  von  der  Form 

7)  sf  =  tlf(x,  y) 

zum  Vorschein  kommen,  und  dann  hätte  es  keine  Schwierigkeit,  die 

partiellen  Differentialquotienten  -^  und  -^   direct    zu    entwickeln. 

Ohne  jene  Reduction  vorzunehmen,  kann  man  aber  auch  folgender- 
maassen  verfahren.  Nach  Nro.  9)  des  vorigen  Paragraphen  ist  für 
w  =  6 

0  =  Fi  .  dx  -\'  Fl  .  dy  ^  Fi  .  da 

oder 

dF^      ,    dF^      ,    dF^ 

weil  femer  e  von  x  und  y  abhängt,  so  hat  man  auch  nach  Kro.  7) 
in  §.  9 

mithin,  wenn  dieser  Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  und 
mit  dx  dividirt  wird, 
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■"  \dx  "^  d0  '  dx)  "^  \dy  "^  dz  '  dy)  dx' 
Da  X  und  y  von  einander  unabhängig  sind,  so  hängt  auch  dy 

nicht  von  dx  ah,  folglich  ist  -3^  ein  Quotient,    dessen   Zähler  und 

Nenner  ganz  beliebige  (nur  gegen  die  Null  convergirende)  Grössen 
sind,  und  der  ebendesshalb  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann;  in 
der  That  würde  es  frei  stehen,  dy  =  q^dx  zu  setzen,  wo  q  irgend 
eine  willkürliche  Grösse  bezeichnet.  Unter  diesen  Umständen  ist 
die  vorige  Gleichung  so  lange  unmöglich,  als  nicht  der  Inhalt  jeder 
Parenthese  für  sich  =  0  ist;  dies  giebt 

dF  dF 

dz  8a?  dz  dy 

^^  'dx  ~         dF  '  dy  ~  "  Tf" 

dz  dz 

Zu  dem  nämlichen  Eesultate  gelangt  man  viel  kürzer  durch  fol- 

dz 
gende   Ueberlegung.     Wenn  -^  gesucht  wird,  so  gilt  y  als  Constante 

0  X 

und  daher  kann  für  diesen  Zweck  die  Gleichung  ^  =r  0  so  ange- 
sehen werden,  als  enthielte  sie  nur  die  unabhängige  Variabele  x  und 
die  abhängige  Variabele  Z\  e&  ist  folglich 

dF  dF 

und  hieraus  erhält  man  die  erste  der  Formeln  in  Nro.  8).  Die  zweite 

Formel  findet  sich  durch  die  analoge  Bemerkung,  dass  bei  der  Ent- 

dz 
Wickelung  von  -^  keine  Bücksicht  auf  x  zu  nehmen  ist 


Oap.  IL 

Mehrfache  DifferentiationeiL 

§.11. 

Grundbegriffe  und  Beseiehnimgen. 

Da  im  Allgemeinen  der  Di£ferentialquotient  einer  Function 

y  =/(<«) 

wiederum  eine  Function  von  x  ist,  so  kann  die  Operation  des  Diffe- 
renzirens  auch  auf  diese  neue  Function  angewendet  werden  und  dann 
entstellt  der  Differentialquotient  des  Differentialquotienten,  der  sogen, 
zweite  Differentialquotient.  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens 
gelangt  man  zum  dritten,  vierten  u.  s.  w.  Differentialquotienten.     So 

erhält  man  z.  B.  von  \xyx  als  ersten  Differentialquotienten: 

dx 
als  zweiten: 

ä  {x\)         1    _i  1 


=  Jaj"~i  = 


dx  '  2V^' 

als  dritten: 

^  (l«'~^)  _  _  i--i L_ 

d^        -       '*    '-       4a,y7'^'^''- 
Wie  man  sieht,   hat   eine  solche  successive  Entwickelung  der 
Differentialquotienten  höherer  Ordnungen  nicht  die  mindeste  Schwie- 
rigkeit, und  es  bedarf  daher  nur  noch  einiger  Worte  über  die  rich- 
tige Bezeichnung  derselben. 

Da  schon  früher  der  Differentialquotient  oder  die  derivirte  Func- 
tion Yonf(x)  7mtf'(x)  bezeichnet  wurde,  so  liegt  es  nahe,  für  die 
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weiteren  Differentialquotienten  oder  derivirten  Functionen  von/(aj) 
die  Symbole  /"  (x),  /"'  (x)  etc.  zu  benutzen ;  hiemach  ißt 

dx         •'^^        cix  ^  ^        dx 

überhaupt  allgemein,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

wobei /^^^  (a?)  {ür  f(x)  zu  rechnen  ist. 

Eine  ganz  ähnliche  Bezeichnung  wird  auch  in  Beziehung  auf  y 
gebraucht;  man  setzt  dann 

mithin  ist 

das  symbolisch  ausgedrückte  Resultat  einer  n  maligen  Differentiation 
der  Gleichuiig  1). 

Nicht  selten  bezeichnet  man  einen  Differentialquotienten  durch 
ein  vorgesetztes  D  z.  B. 

D(x^)  =  3a?2,  Dsinx  =  cosa?; 

die  successiven  Differentialquotienten  von  y  müssen  dann  folgender- 
maassen  geschrieben  werden: 

Dy  ,  DDy  ,  JDDDy  u.  s.  w. 
Da  jedoch  ein  vielmaliges  Hinsetzen  von  D  weder  bequem  noch 
übersichtlich  ist,  so  hat  man  sogen.  Wiederholungsindices  eingeführt 
und  schreibt 

-Dy,    D^y,    D^y  u.  s.  w., 
also  allgemein 

J)ny  —  Dnf(x), 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung ,  dass  hier  n  keinen  Po- 
tenzexponenten von  JD,  sondern  nur  die  n  malige  Anwendung  der 
Operation  D  (der  Differentiation)  bedeuten  soll. 

Die  zwar  umständlichste  aber  consequenteste  Bezeichnung  er- 
giebt  sich,  wenn  man  in  Nr.  3)  jede  Gleichung  in  die  nächstfolgende 
substituirt.     So  ist  zuvörderst 

•  ä(^) 

,f  \dx/ 

y"  =  — , 

^  dx 

doch  lässt  sich  dies  noch  abkürzen.     Unter  der  Voraussetzung  näm- 
lich, dass  x  die  unabhängige  Variabele  ist,  bedeutet  dx  einen  gegen 
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die  Null  convergirenden ,  im  Uebrigen  aber  willkührlichen  Zuwachs 

des  Xj  den  man  z.  B.  dadurch   bilden  kann,   dass  man  jdx  =  — 

d 

setzt  und  cd  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchlaufen  lässt. 

Ebendesswegen  ist  dx  nicht  von  x  abhängig,  sondern  constant  in 

Beziehung  auf  x,  wie  es  sich  sonst  auch  ändern  möge.     Dagegen  ist 

dy  kein  willkührlicher  Zuwachs    des  ^,    sondern    von  x  abhängig 

[dp  =f'(x)  .  dx],   mithin  besitzt  der  Bruch  -j^  einen  variabelen 

ax 

Zähler,  aber  einen  im  obigen  Sinne  constanten  Nenner  und  folglich 

ist  nun 

ff         ^^y 

dx  .  dx 

Im  Zähler  benutzt  man  zur  Abkürzung  den  Wiederholungsindez, 
im  Nenner  ist  dx  .  dx  das  Quadrat  von  dx,  wofür  man  {dxY  oder 
kürzer  dx'^  zu  schreiben  pflegt;  demnach  hat  man 

^  dx^* 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 

dx  dx  .  dx^        dx^ 

Für  den  wten  Differentialquotienten  von  y  =f(x)  gelten  also 
folgende  Bezeichnungen 

wovon  man  in  jedem  einzelnen  Falle  die  gerade  bequemste  wählt. 

In  dem  Vorigen  gilt  der  nte  Differentialquotient  immer  als  das 
Resultat  von  n  nach  einander  ausgeführten  Differentiationen,  und  dem 
entsprechend  haben  wir  bis  jetzt  keine  andere  Definition  desselben 
als 

D^y=D(D^-^y)  oder ß^^(x)= Lim  '^^^  "  ^^  ^^  "^  "^J^  ""-^^*  ""  '^  ^^^ ; 

man  kann  aber  fragen,  nach  welchem  Gesetze  f^^^(x)  mit  der 
ursprünglichen  Function  f(x)  zusammenhängt,  oder  welche  Opera- 
tionen mit  f(x)  vorgenommen  werden  müssen,  wenn  man  daraus 
sofort  f^^^(x)  herleiten  will,  ohne  die  zwischenliegenden  Functionen 
fi^)  »/"(^)  >  •  •  ./^*  ""^U^)  zu   berechnen.      Da/'(a?)  der  Grenz- 
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werth  des  ersten  Differenzenquotienten  ist,  so  lässt  sich  vermuthen, 
dass  f^^^(x)  der  Grenz  werth  des  wten  Differenzenquotienten  sein 
werde;  dies  wollen  wir  genauer  untersuchen. 

Bezeichnen  wir  ^x  kurz  mit  h,  so  ist  der  erste  Differenzen- 
quotient von  f(x) 

*^  "'dir—         h 

daraus  erhalten  wir  den  zweiten  Differenzenquotienten,  wenn  wir 
rechter  Hand  x  um  h  wachsen  lassen,  von  dem  so  gebildeten  Aus- 
drucke den  ungeänderten  Bruch  abziehen  und  den  Rest  durch  ^x 
=  h  dividiren;  es  ist  also 

j  ^f(x)        f(x  +  2  ft)  -  /(a!  +  V)         fjcc  +  h)-  fix) 
^x  h  h 


^x  h 

oder  kürzer 

^•V(^)         /(^  +  2Ä)  -  2f(x  +  h)+  fix) 


5) 


JX^  ^Ä2 

Durch  die  nämlichen  Operationen  gelangt  man  zu  dem  dritten 
Differenzenquotienten 

J^fjx)  _f(x  +  3h)-^Sf(x  +  2h)  +  3f(x  +  h)-^f(x) 
^^  ^xK    ~  h^ 

und  indem  man  auf  diese  Weise  fortgeht,  bemerkt  man  leicht,  dass 
der  wte  Differenzenquotient  unter  folgender  Form  enthalten  ist 


7) 


^x' 


_f(x  +  nh)--'Gif(x  +  n'-lh)-\-C^f(x  +  n—2h) ±f(x) 

~  Ä« 

worin  Ci ,  C^ ,  G^  etc.  gewisse  Zahlencoefffcienten  bedeuten.  Diese 
hängen  zwar  von  n,  nicht  aber  von  der  speciellen  Natur  der  Func- 
tion/(^)  ab,  sie  lassen  sich  daher  bestimmen,  wenn  man  f{x)  so 
wählt,  dass  der  nte  Differenaenquotient  Yonf(x)  unmittelbar,  d.  h. 
ohne  Anwendung  der  Formel  7)  entwickelt  werden  kann.  Die  pas- 
i^endste  Wahl  dieser  Art  ist/(a;)  =  a*;  man  hat  dann 
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Ja^  ^a*—  1 

— ;j—  =  a* — 7 — , 

a^—l  ,a»—  1 

^gg^  _  ^* fe  7i  /a*  —  1\2 


^=»-(^) 


z/*'a^ ^  /g*  —  IV 

^jr«        **    \      Ä      ^/ 


mithin  aus  Formel  7)  nachdem  man  z^o;*  gegen  h*^  und  beiderseits 
g^  gestrichen  hat, 

(a*  —  1)«  ==  a**  —  Ci  g^«  -  DA  -I-  q,  g(«  -  2>* ±  1. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Coefficienten  Oi,  Cj,  C^  etc. 
mit  den  Binomialcoef&cienten  (n)i ,  (n)2 ,  (fi)z  ^tc.  identisch  sind;  die 
allgemeine  Formel  7)  lautet  daher 


8) 


^a?* 


_  f{x  +  nfe)  —  (n)i  f{x-\'n—  lfe)  +  (n)a  /(a;  +  n  —  2  fe) 

Um  nun  zu  entscheiden,  welchen  Grenzen  sich  die  in  5),  6)  und 
8)  verzeichneten  Ausdrücke  nahem,  falls  ^x  =  h  gegen  die  Null 
convergirt,  setzen  wir  für  den  Augenblick 


f(x  +  h)--f{x)  ,, 


und  erhalten 


Jx'^  h  v^  w  -r  ^. 

wo  Q  gleichzeitig  mit  h  die  Ntill  zur  Grenze  hat.     Aus  der  vorher- 
gehenden Gleichung  ergieht  sich 

mithin  ist  nun 

^x^     ~  h  "^  ^  z/a?      "^  ^ 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze 

Setzen  wir  ferner 

f(x  +  2h)-2f(x  +  h)+f(x)   ^  ^ 
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80  haben  wir 


=  J!±±4^il^  =  r(x)  +  Q 


= ^^5 — +  9 

—     ^x^      ^  ^' 

durch  Uebergang  zur  Grenze  wird  hieraus,  wenn  man  von  der  Glei- 
chung 9)  in  der  Weise  Gebrauch  macht,  dass  man  /'  für  /  schreibt, 

'«)  ^^^  =  ^  =/■"(')• 

Der  weitere  Fortgang  dieser  Schlüsse  ist  leicht  zn  übersehen 
und  fuhrt  zu  der  allgemeinen  Formel 

11)  ü«^i^  =/(.)(«,), 

womit  die  aufgestellte  Yermuthung  ihre  Bestätigung  findet. 

Auch  in  diesen  successiven  DifiPerentiationen  kann,  wenigstens 
bis  2U  gewisser  Ordnung,  ein  geometrischer  Sinn  liegen.  Denken 
wir  uns  z.  B.  f(x)  als  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Flache  einer 
ebenen  Curve,  so  ist  f'(x)  die  zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate, 
und  f'\x)  die  trigonometrische  Tangente  des  entsprechenden  Be- 
rührungswinkels. Hiernach  lässt  sich  das  anfangs  erwähnte  Beispiel 
leicht  interpretiren,  und  zwar  gelten  die  erwähnten  Beziehungen  für 
eine  Parabel,  deren  Parameter  =  1  ist. 


§.  12. 
Höhere  DifTerentialquotieiiten  der  einfachsten  Fimotiönen. 

L    Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  für  die  Potenz  gelten- 
den Differentiationsregel  findet  man  sehr  leicht 

1)8  (aj^  =  ^  0*  —  1)  (ft  —  2)  aJ^-^ 
und  überhaupt,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 
1)        JD«  (a^O  =  f*  Ö*  —  1)  Ö*  —  2)  .  .  .  (^  ~  [n  —  1])  «/"-*• 
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Auf  gleiche  Weise  kann  die  Differentiation    der  allgemeineren 
Potenz  (a  +  hx)f*  ausgeführt  werden;  das  Resultat  lautet 
2)        D«(a  +  6Ä;)i^=fi(ft—l)(fi— 2)...(|[i— [n— l])6«(a+5a;)''-". 

Ist  fi  eine  ganze  positive  Zahl,  so  wird  der  ftte  DiflFerentialquo- 
tient  constant,  mithin  haben  alle  folgenden  Dififerentialquotienten  den 
gemeinschaftlichen  Werth  Null. 

Für  fi  =  —  1  und  f ür  ^  =  —  |  ergeben  sich  aus  Nr.  2)  die 
häuüg  vorkommenden  specielleren  Formeln 

4)  j)n  1  ^  (~l)"1.3.5.,.(2n-l)5» 

V a  -\-  Ix  2«  {a-\-'bxY  V a-\-hx 

IL  Bezeichnet  M  den  Modulus  des  Systems,  worin  logx  ge- 
nommen wird,  so  hat  man 

jj  logx  =1  — , 

X 

mithin  durch  beiderseitige  {n —  1)  malige  I)ifferentiation 

D»  logx  =  MD*"-^  — . 

X 

Der  Werth  des  rechts  stehenden  Differentialquotienten  lässt  sich 
aus  Nr.  3)  ableiten,  wenn  man  a  =  0  ,  l>  =  1  und  n  —  1  für  w 
setzt;  man  erhält 

5)  D"  logx  =  M ^ • 

Auf  gleiche  Weise  gelangt  man  zu  der  allgemeineren  Formel 

6)  D*  log  (a  +  hx)  =  M ^ — ,    ^  >  ^ ^ —  • 

III.  Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  successive  Differentiation 
der  Exponentialgrösse;  es  ist  nämlich 

Da*  =  a'la  ,  D^a'^  =  a'  (la)^  ,  B^  a""  =  a*  (U)«,... 

daher  allgemein 

7)  D"  a*  =  a'  (la)\ 

Für  a  =  e^,  woraus  la  =  ß  folgt,  hat  man 

8)  jD«  e^""  =  i3«  e^^. 

lY.  In  Beziehung  auf  den  Sinus  gelten  folgende  unmittelbar 
verständliche  Gleichungen 
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D  sinx  =:  -]-  cosx  =  sin  (5  ä  +  aj), 
D^sinx  =  —  sinx  =  sin  (5  sr  +  ^)> 
D^sinx  =  —  cosx  =  sin  (|  ä  -|-  a?), 
D*8inx  =  +  sinx  =  sin  (1  «  +  «)» 

u.  s.  w. 
die  allgemeine  Formel  lautet  demgemäss 

9)  D"  sinx  =  sin  ( —  ä  -f-  05  j  • 

Y.  Für  den  Cosinus  gilt  eine  sehr  ähnliche  Rechnung,  aus  der 
man  findet 

10)  D»  cosx  =  cos  fy  «  +  ic  )• 

Weit  verwickelter  gestalten  sich  die  höheren  DifPerentialquotien- 
ten  von  secx,  tanx,  cscx,  cotx,  aresin  x  und  arctanx;  bevor  wir 
etwas  Genaueres  darüber  angeben  können,  müssen  wir  erst  die  Diffe- 
rentialquotienten zusammengesetzter  Functionen  untersuchen. 


§.  13. 

Die  höheren  Differentialquotienten  zusammengesetzter 

Functionen. 

L     Sind  u  und  v  Functionen  der  unabhängigen  Yariabelen  x, 
femer  a  und  h  constante  Grössen,  so  hat  man  nach  §.  6,  Nr.  3) 

D(au  +  hv)  =  a  Du  -\-  h  Dv, 

hieraus  folgt,  wenn  beiderseits  weiter  differenzirt  wird, 

D^(au  +  hv)  =  a  D^u  +  h  B^v, 

D^(au  +  hv)  =  a  D^u  +  hJ)^v, 
und  allgemein 
1)  D»(ai«  +  5t;)  =  a  D»w  +  h  D^t;. 

Nach  dieser  Regel  ist  z.  B.  der  Ausdruck  :; sehr    leicht 

1  —  x^ 

zu  differenziren,  wenn  man  die  identische  Gleichung 

1  —  a;2       ^li  ^  x^  1  +  x\ 
beachtet;  mit  Hülfe  von  Formel  3)  des  vorigen  Paragraphen  erhält 
man  nämlich 


1  —  a?«  •  ((1  — a;)"  +  1  ^  (1  +  a;)"  +  1 
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II.     Die  Regel  für  die  Differentiation  eines  Productes  aus  zwei 
veränderlichen  Factoren  liefert,  mehrmals  nach  einander  angewendet, 
folgende  Gleichungen 
J)  (nv)  =  u  .  Dv  +  ^^  •  ^ 
D^(uv)  =  u  .  D^v  +  2Bu  .  Dv  +  D^u  .  v 
B^iuv)  =  u  .  D^v  +  3 Dw  .  J)^v  +  32)2«  .  JDv  +  D^m  .  v. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  der  nte  Differentialquotient  folgende 
Gestalt  besitzen  muss 

2)  D"»  (uv)  =  ÄqU. D'^v  -]-  Ai  Du .  D""  -  ^ V  -\-  Ä2l>'^ u.  D""  -  H+  " 

+Än-lD*-^U  .  JDv  -\-  AnI>*U  .  V, 

worin  ilo  >  -^i «  ^2  *  •  •  -  -^n  gewisse  noch  unbekannte  Zahlenooeffi- 
cienten  bedeuten,  die  nicht  von  der  Natur  der  Functionen  n  und  f, 
sondern  nur  von  der  Anzahl  der  ausgeführten  Differentiationen,  d.  h. 
von  n  abhängen.  Wählt  man  demnach  u  und  v  im  speciellen  Falle 
so,  dass  die  beiderseits  in  Nro.  2)  angedeuteten  Differentiationen  auf 
gewöhnlichem  Wege  ausfuhrbar  sind,  so  erhält  man  eine  Bedingungs- 
gleichung für  jene  Coefficienten.  Diese  Bemerkung  dient  zur  Be- 
stimmung von  Aq,  Aiy  ,  .  .  An*     Wir  setzen  nämlich 

«  =  ß^*,    vz=:  e%  mithin  uv  =  e^^  +^>*, 

woraus  für  ganze  positive  p,  q  und  n  folgt 

I)Pu  =  ßPeß',    D^v  =  e'^,     D«(wt;)  =  (l  +  /J)«6f(^ +  »*; 
indem  wir  diese  Werthe  für  die  Gleichung  2)  benutzen  und  am  Ende 

den  beiderseits  gemeinschaftlichen  Factor  c'^^c*  =  e^^i'''*  weg- 
lassen, gelangen  wir  zu  der  Gleichung 

(1  +  ßy 

=:^  +  A,ß  4-  A,ß^  + -|.  7l„_i/5"-i  +  Anß\ 

Hieraus  erkennt  man  sofort,  dass  die  Coefficienten  Aq^  Ai^  Aq 
etc.  die  sogenannten  Binomialcoefficienten  des  Exponenten  n  sind; 
demzufolge  gilt  für  die  n- malige  Differentiation  eines  aus  zwei  va- 
riabelen  Factoren  bestehenden  Productes  die  Formel 

3)  2)"(wf;)  =  (w)oW  .  D*v  +  {n\  Du  .  D^'-^v 

+  (n)i  D^u  .  D"-2v  + 

Man  kann  dafür  auch  schreiben 

4)  D"  (w  i;)  —  (n%  w^«>  t;(«)  -f  (n)i  «i'  «;(»-'>  -f  (n),  w"  t;^»  - ^>  f , 

wobei  u^^^  für  u  zu  rechnen  ist.  Die  rechte  Seite  hat  die  Form  des 
binomischen  Satzes  und  man  könnte  daher  symbolisch  schreiben, 

D'^iuv)  =  (w  +  vY''^ 
nur  muss  man  sich  in  diesem  Falle  erinnern,   dass  nach  geschehener 

Schlömilch,  Analysis.    I.  5 
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binomisclier  Entwickelimg  auf  der  rechten  Seite  jeder  Potenzexponent 
durch  einen  gleichhohen  Wiederholungsexponenten  zu  ersetzen  ist. 

Beispielweis  sei  w  =  2ic,  t;  =  — ;  die  Formel  3)  giebt  dann 

•2/ 

nach  gehöriger  Reduction 

t 

§.  14. 
Anwendungen  der  vorigen  allgemeinen  Formeln« 

I.     Bezeichnet  man  secx  kurz  mit  v,  so  ist  identisch 

1)  cosx  .  «?  =  1, 

mithin  durch  n- malige  Differentiation,  wobei    die  Formel  4)  fOr 
u  =  cos  X  in  Anspruch  genommen  wird , 

(n)o  cos  a?  .  t;(«>  —  (n)2  cos  x  .  v^*~'^^  +  (n)^  cos a?  .  t;(*  ~  *^ • 

—  (w)i  sin  a? . t;^»  "  ^^  +  (n)^  sinx.v^^  ~  '^  —  (n\  sinx  .«;(«-*>  -f-  .. . 

=  0; 

hieraus  fblgt,  indem  man  t;^"^  als  unbekannte  ansieht, 

2)  !;(«>  =  [(n)i  t?<»  -  i>  —  (n)3t;(«-8)  -f  (n)6  v<«  - '^^  —  •••]  tanx 

Da  man  v^^^  =  s^jca?  und  v^=:  secx  .  fana?  kennt,  so  dient  diese 
Gleichung,  wenn  der  Reihe  nach  n=  2,  3,  4  etc.  genommen  wird, 
zur  successiven  Berechnung  von  t;",  t;'"  etc.  Doch  würde  es  nicht 
leicht  sein,  auf  diesem  Wege  das  allgemeine  Bildungsgesetz  von  v^**^ 
zu  entdecken. 

»  IL  Dasselbe  Verfahren  passt  auf  die  Tangente.     Aus  v  =  tanx 
folgt  nämlich 

3)  cosx  ,  V  ^=  sinx 
und  nach  der  obigen  Methode 

4)      ^(n)  =  ^^^(i^^  +  ^)   ^[■(^)^^(„-l)__(^)^^(«-8)4. ]^a^aJ 

cos  a/ 

+  (w)2  «;<»"- 2>  —  («)4  «;(»-*>  +  ••••• 
Die  Cosecante  und  die  Cotangente  liefern  ähnliche  Formeln,  de- 
ren Entwickelang  dem  Leser  überlassen  bleiben  möge. 

IIL     Setzt  man 
5)        ■  U  =  aresin  Xf 
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so  wird 


U'=^,  ü''  = 


X 


Vi  -  a?2'  V(l  -a?2)'' 

statt  der  letzten  Gleichung  kann  man  schreiben 

(1  ^x^)  TJ^'-x.     ^  =0, 

Vi    —  «2 

oder 

(1  —  a;2)  CT"  —  a;  CT'  =  0. 
Durch  n- malige  Differentiation  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 
(w)o  (1  —  a;2)  ijin  +  2)  _  (^)^  2  a;  CC«  +  1)  —  (n)^  2  .  1  17(«) ;  _ 

—  {n\x  m»  +  1)  —  (n)i  .  1*  r7(«)       1  ~"  ^' 
oder,  wenn  U^^  +  2)  als  Unbekannte  angesehen  wird, 

6)  pr«4..._(2n  +  l)xü(-^^^  +  n^ü(n) 

1  —  a;2  ' 

Von  CT'  und  ü"  ausgehend,  erhält  man  jetzt  ü'"',  ^7^^  etc., 
indem  man  'der  Reihe  nach  w  =  1,  2,  3  etc.  setzt. 

Uebrigens  kann  man  irgend  einen  höheren  Differentialquotienten 
von  U  ==  aresin  x  auch  direct  vollständig  entwickeln ,  nur  ist  dann 
die  Formel  weniger  einfach.     Man  hat  nämlich 

J)  arcstnx  =  , .  =  —^  .    ,  ; 

Vi  —  a;2        y  1  -f-  a:    y  1  —  a; 

Hier  lässt  sich,  wenn  beiderseits  w-mal  differenzirt  wird,  rechter 
Hand  zuerst  die  Formel  4)  in  §.  13  anwenden  und  nachher  jeder 
Differentialquotient  von  weder  v  nach  Formel 4)  in  §.12  entwickeln. 
Nach  einigen,  von  selbst  sich  darbietenden  Reductionen  gelangt  man 
zu  folgender  Formel 

7)  i)»»  +  1  aresin  x 

_  1.3.5. ..(2n~l)(  l(n)i  l—x  l.S(n)f        A"" ^V 

"~2«(l--a;)'*V^r^  j        2n— ll+a;"^(2w— l)(2w— 3)\l+a;/ 

1.3.5(^)3  /l->-a;Y 

(2n— l)(2n  — 3)(2w— 5)\l+a;/   "*"'" 

IV.    Setzen  wir 

8)  F=  ardanx^ 
Bö  ist 

r  =  ^-^  oder  (1  +  x^yr=i; 

durch  w- malige  Differentiation  der  letzten  Gleichung  erhalten  wir 


■^ 


68  Cap.  IL    §.  14.    Anwendungen  der  yorigen 

(w)o(l  +  a?2)  F(«  +  i>  +  (n)i  2x  7^«)  +  (n)^  2  .  1  7^«  "  '>  =  0, 
oder 

^  1  +  X'' 

Für  w  rrrt  1 ,  2 ,  3  etc.  ergeben  sich  hieraus  die  successiven  I)if- 
ferentialquotienten   7",  7'"  u.  s.  w. 

Auch   hier   kann   7^"^  =  D^ardanx  noch  auf  andere  Weise 
direct  entwickelt  werden.     Da  nämlich  aus  Nro.  8) 

1 

X  ==  tan  7, ; rrrr   CÖS^  7 

1    -[-   ^ 

folgt,  so  lässt  sich  der  erste  Differentialquotient  in  der  Form 

10)  i)7=cos2  7 

darstellen;  der  Differentialquotient  hiervon  ist 

JD'^V  =  2cosV  ,  JDcosV  =  ^2cosVsinV  ,  BV 
oder,  wenn  statt  JDV  wieder  sein  voriger  Werth  gesetzt  wird, 
1)2  7  =  —  2  cös'  Ysin  7  =  —  cos'^  Vsin  2  V. 
Eine  fernere  Differentiation  gieht 

D^V  =  —  2(cos^Vcos2V  —  cosV  sinV  sin2V)  DV 
=  —  2  cos^  7  (cosVcos 2  7  —  sin  V sin 2  V) 
=  — -  2  cos^  V  cos  3  7; 
differenzirt  man  von  Neuem,  so  folgt 

D^V  =  +  2  .  3(cös37sm37  -f-  cos^  7sm  7  cös  3  7)  D  7 

3  cos*  V  (cos  V  sin  3  7+  sin  Vcos  3  7) 
3cos4  7sm4  7, 

3  .  4(cos^7cos4  7.—  cos^V sin  Vsin ^V)I)V 

3  .  4  cos^  y(cos  7 cos 4  7  —  sin  Vsin  4  7) 

3  .  4cos'^  7cos5  7. 

Den  weiteren  Gang  dieser  sehr  einförmigen  Rechnung  übersieht 
man  leicht;  es  ist  daher 

11)  D^* 7  =  (—  1)*  1 . 2 . 3  ... (2  Ä;  —  1)  cos'^^  Vsin 2k  V, 

12)  D''**  +  »7=  (— 1)*  1.2.3......(2Ä)cos2*+i7cos(2Ä;+  1)7. 

Beide  Formeln  lassen  sich  in  eine  einzige  zasammenzielieu,  und 

man  vermeidet  damit  die  Unbequemlichkeit,-  bei  der  Angabe  von 
D^  V  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  ungeraden  n  unterscheiden 
zu  müssen.     Setzt  man  nämlich 

W  =  arctan  — , 

X 


+ 
-  + 

2 
2 

D' 

V-  + 

-  + 

+ 

2 
2 
2 

% 
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so  ist  F  =  1ä  —  TT,  mithin 

sin2JcVz=sin(k7t  —  2kW)  =  (—  iy  +  Uin2kWy 

(^s(2k  +  l)V==cos(^^^^n-^(2k+^^ 

und  die  Formeln  11)  und  12)  werden  jetzt 

.D2iY—  —1.2...  (2k—l)sin^'^Wsin2kW, 

2)2A  +  ipr_  _|_  1     2 (2k)  sm2*  +  iTFsm(2Ä  +  l)T7, 

d.  L  überhaupt 

D«  F  =  (—  1)»  - 1 1  .  2  .  3  .  .  .  (w  —  1)  sin^'WsinnW. 

Setzt  man  endlich  die  Werthe  von  F  und  W  wieder  ein,  indem 
man  berücksichtigt,  dass 

sin W  =  cosV  =  , /• 

Vi  +  x^  ^■ 

ist,  so  gelangt  man  zu  folgender  Formel 

13)  I>^arctanx=' ,     *      •  •  •  v /  sinlnardan  —  )• 

V(l  +  a?2)»  \  «/ 

Allgemeinere  Untersuchungen  über  die  höheren  Bifferentialquo- 
tienten  zusammengesetzter  Functionen  und  einige  damit  verwandte 
Probleme  werden  wir  im  zweiten  Bande  mittheilen. 


§.  15. 

Successive  Differentiation  der  Functionen  mehrerer 

Variabelen. 

Die  wiederholte  Differentiation  einer  Function  mehrerer  unabhän- 
giger Variabelen  kann  entweder  partiell  in  Beziehung  auf  die  eine 
oder  andere  Yariabele  geschehen,  oder  total  in  Beziehung  auf  alle 
Variabelen  zugleich;  die  Untersuchung  trennt  sich  daher  wie  früher 
(§.  9)  in  zwei  Theile. 

L    Wird  eine  Function' 
1)  «=fip,y) 

zuerst  partiell  in  Beziehung  auf  x ,  und  der  entstandene  Differential- 
quotient  partiell  nach  y  differenzirt,  so  entsteht  der  zweite  Differen- 
tialquotient 

^  (7 5 

dx    OX 
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welchen  man  kürzer  mit 

dydx  dydx 

oder  auch  mit 

PyD^g  =  DyD:rf(x,y)      . 

bezeichnet;  durch  die  Stellung  von  dy  und  dx  oder  von  Dy  und  D« 
giebt  man  gleichzeitig  die  Reihenfolge  der  Differentationen  zu  er- 
kennen, wobei  immer  von  rechts  nach  links  zu  lesen  ist.  Dem  ent- 
sprechend bedeutet 

dass  die  Gleichung  1)  zuerst  partiell  in  Beziehung  auf  y^  und  das 
erhaltene  Resultat  partiell  nach  x  dififerenzirt  worden  ist. 

,Bei  der  Ausrechnung  beliebig  gewählter  SpecialMle  bemerkt 
man,  dass  DyDx^  =  Dxl^y  ^  ist;  es  entsteht  daher  die  Frage,  ob 
diese  Gleichung  allgemein  und  unter  welchen  Bedingungen  sie  gilt. 
Hierüber  lässt  sich  auf  folgende  Weise  entscheiden,  wobei  zur  Ab- 
kürzung sein  möge 


2) 


dydx         ^  ^    ^  dxdy 

Wir  betrachten  zuerst  den  Ausdruck 

f(x  +  Jx,y)  —  f{x,y) 

als  Function  von  y  allein  und  bilden  die  Differenz  desselben,  indem 
wir  y  +  ^y  3J1  die  Stelle  von  y  treten  lassen  und  den  geänderten 
Ausdruck  um  den  ungeänderten  Ausdruck  vermindern.  Auf  die  so 
entstehende  Differenz 

fix  +  Jx,y  +  Jy)  —f(x,y-\-^y)  -  \f(x\-/^x,y)  -  f(x,y)] 

ist  nun  die  Formel  2)  in  §.  8  anwendbar,  welcher  wir  für  diesen 
Zweck  die  folgende  Gestalt  geben 

F(y  -f  Jy)  —  F{y)  =  ^y  .  F\y  +  7i^y\  0<x<l; 

wir  erhalten  hier,  wo  F(y)  =  f{x  +  ^ x,y)  — f(x,y)  mithin 

zu  setzen  ist, 

f(x  +  Jx,y  +  Jy)  —f(x,y  +  ^y)  —f(x  +  Jx,y)  +  /(x,y) 
=  ^y[t{x  +  ^x,y  +  7t  Jy)  —  ^(a?,y  +  TcJy)]. 


mehrerer  Variabelen.  71 

Der  auf  der  recHten  Seite  in  Elammern  stehende  Ausdruck  ist  ganz 
ebenso  gebildet  wie  die  Differenz  i//(aJ  +  ^x,h)  —  tlf(xfi)  wenn 
man  sich  h  als  constant  und  zwar  =  y  +  ^^y  denkt.  Durch  An- 
wendung des  schon  vorhin  benutzten  Satzes  oder 

^(a?  +  Jx^h)  —  if(x,h)  =  zfx.il^'ix  +  lJx,l\  0<Ä<1, 
folgt  nun  aus  dem  unmittelbar  Vorhergehenden 
gv     fix  +  Jx,y  +  ^y)  —  f(x,y  +  Jy)  —  fjx  +  Jx,y)  +f(x,i/) 

=  i\)\x-  4-  ^^x^y  +  xz/j/).  / 

Betrachtet  man  zweitens  den  Ausdruck 

fipo^y  -V  ^y)—fip^y) 

als  Function  von  x  und  bildet  die  Differenz  desselben  in  Beziehung 
auf  x^  so  entsteht 

f{x  +  ^x,y  +  Jy)  --  f{x  +  Jx,y)  —  [/(a;,y  +  dy)  —  /(a?,y)]; 

hier  lässt  sich  der  Satz 

F{x  4-  Jx)  —  F{x)  =  Jx.F'ix  +  iiJx\  0<ft<l, 
anwenden  wenn  man  F(x)  =  f(x,y  -{•  dy)  — /(x^y)  mithin 

setzt;  dies  giebt 

fix  +  Jx,y  +  dy)  —fix  +  ^x,y)  -  /(aj,y '+  Jy)  +  fix,y) 
=  Jx[(pix  +  [idx.y  +  Jy)  —  (Pix  +  iiJx,y)l 

Der  eingeklammerte  Ausdruck  ist  ebenso  gebildet  wie  die  Differenz 
^i^^y  +  ^y)  -^  9(<*»y)  wenn  man  sich  a  constant  =  a?  +  {i^^x 
gesetzt  denkt;  wegen 

q>{a,y  +  Jy)  —  q>ia;y)  =  Jy.(p'ia,y  +  vJy),  0<v<l, 
folgt  nun 

^v    fjx  +  Jx,yJy)  —  /(g;  +  ^a;,t/)  —  /(a;, j/  +  Jy)  +  /(a;,y) 
^  JxJy 

=  (f'ix  +  liJx.y  +  vJy). 

Die  linken  Seiten  der  Gleichungen  3)  und  4)  sind  identisch,  mithin 
ist  auch 

t\>'  {X  +  Ux^y  +■  'üJy)  =  (p'ix  +  ^Jx^y  +  v-Jy). 

Lässt  man  die  bisher  willkührlichen  Zunahmen  Jx  und  Jy  gegen 


P 
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die  Null  convergiren,  so  erhält  man 

d.  h.  vermöge  der  Bedeutungen  von  ^'(o?,^)  und  ^'  (x,y) 


5) 


dxdy  dydx 


Damit  ist  der  fragliche  Satz  bewiesen  jedoch  nur  unter  bestimmten 
Voraussetzungen.     Die  mehrfach  benutzte  Formel 

F(u  +  Ä)  —  F(u)  =  hF\u  +  d-h),  0<'9'<1 

gilt  nämlich  nur  dann,  wenn  F(u)  überhaupt  einen  Differential- 
quotienten F'iu)  besitzt  und  wenn  F(u)  und  F'(u)  endlich  und 
stetig  bleiben,  während  u  bis  auf  u  '\-  h  anwächst.  Im  vorliegenden 
Falle  folgt  hieraus,  daiss  x  und  y  keine  solchen  Werthe  erhalten 
dürfen,  für  welche  die  eine  oder  andere  der  Functionen 


A^^lfl 


df(x,y)    df(x,y)    d^f{x,y) 


dx 


dy    '     dxdy  ' 


die  Existenz  der  drei  letzten  voraui^esetzt,  unendlich  oder  disconti- 
nuirlich  wird. 


Fig.  13. 


Man  kann  diesem  Theoreme 
eine  sehr  anschauliche  Seite  ab- 
gewinnen, wenn  man  sich  js  als 
das  Volumen  denkt,  welches 
unterhalb  von  einem  beliebi- 
gen Rechtecke  aus  den  Seiten 
OL=x  und  0M=  y  (Fig.  1 3), 
seitwärts  von  den  vier  auf  OX, 
LN,  NMj  MO  errichteten 
Verticalebenen,  und  oberhalb 
durch  irgend  eine  Fläche  be- 
grenzt wird;  es  ist  dann  in 
der  That  a  eine  Function  von 
X  und  y,  und  man  hat  nach 

§.  1: 


P'  =  Fläche  LNWÜ 
dx 

Jlf_  ^d(LNWü)  ^  ^ ^ 
dydx  dy  ' 
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andererseits 

1^    =  Flache  MN  W  V 

d^0  _d(MNwr)__ 

o — o~  — ö —  lY  rr , 

8a;  8^  dx 

was  mit  dem  Vorigen  übereinstimmt. 

Sind  irgend  wieviel  Differentiationen  in  Beziehung  auf  irgend 
wieviele  Variabele  auszuführen,  so  lassen  sich  nach  dem  Vorigen 
immer  je  zwei  Differentiationen  vertauschen;  auf  diese  Weise  kann 
man  jede  beliebige  Anordnung  der  Differentiationen  herbeifuhren, 
ohne  dass  das  Resultat  eine  Aenderung  erleidet. 

II.  Mittelst  des  Vorigen  lassen  sich  die  höheren  totalen  Dif- 
ferentiale einer  Function  leicht  entwickeln;  man  hat  nämlich  zunächst 
bei  zwei  Variabelen 

6)  dg  =  ^--  dx  +  :^-  dy 

ox  oy 

und  unter  Anwendung  desselben  Satzes 

d^e= r dx  -jr  ^ dy 

ox  oy 


+  — 81—''*  +  — sT"'"' 


dies  ist  soviel  als 

d^z  8*Ä 

d^g  =  £-!  d»2  +  ^-^  dy  dx 
ox^  oy  ox 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  5) 

d^g  d^a  d^0 

^  ox^  dx  oy  ^       dy^ 

Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  findet  sich 

8)  d^z  =  ^  elrc«  +  3  ^^^  dx^  dy 

^  dx^  ox^  oy  ^ 

d^Z  /)3ff 

and  wenn  man  beachtet,  dass  die  hier  vorkommenden  Zahlencoeffi- 
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denten  durch  dieselhe  successive  Addition  wie  in  §.  13,  IL  entstehen. 
80  erkennt  man  als  allgemeines  Gesetz: 

9)  d'.  =  („)o  |1^  dx"  +  («),  3^fl%y  dx'  -  >  dy' 

Kürzer  schreiht  man  dafür  in  symholischer  Form 

10)  d'.=  (±dx+j-^dy)'d''.. 

Bei  drei  Yariahelen,  wenn  z.  B.  u  eine  Function  von  x,  y  und  e 
bedeutet,  erhält  man  anf  gleiche  Weise: 

11)      'i-«  =  (^  '^^  +  ^  '^y  +  Ä"  ''')"^""' 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  die  Sache  bei  mehreren 
Yariahelen  gestaltet. 

§.  16. 
Höhere  Differeiitialquotienten  unentwickelter  Functionen. 

'Aus  den  Betrachtungen  des  §.10    wissen  wir,  dass  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

1)  /(a;,  2^)  =  0  oder/=0 

durch  Differentiation  die  folgende  giebt: 

2)  8/  +  8/.il!.  =  o. 

dx        dy      dx 

wobei  X  die  unabhängige  Yariabele  bedeutet  und  y  als  unentwickelte 
Function  von  x  angesehen  wird.  Um  nun  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der 
Gleichung  2)  für  den  Augenblick  mit/i(a;,  y)  oder  noch  kürzer  mit 
fi\  es  ist  dann  unter  Anwendung  derselben  Eegel 

q^  M  ^  M     ^  —  0 

^  dx  '^  Zy*  dx  ' 

andererseits  hat  man  aber  vermöge  der  Bedeutung  von  /x 

dx        dx^  "*"  dy  '  dx^  '^  dxdy'  dx 

dy        dy  dx^  dy  '      dy      "^  dy^  '  dx  ' 
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Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  y  nur  von  x  abhängt,  dass  also  auch 

-=—  nur  05  enthält,  mithin  eine  Function  von  x  allein  [nach  der  frü- 
heren Bezeichnung  (p' {x)"]  und  constant  in  Beziehung  auf  y  ist;  man 
hat  daher 


\dxJ 


=  0 


:;?=0. 


dy 

und  wenn  man  die  drei  letzten  Gleichungen  in  Nro.  3)  einfährt,  so 
ergiebt  sich  die  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

^      dx^  "*"      dxdy'  dx'^  dy'^  '  \dx)  "^  dy     dx'^ 

.  Nach  demselben  Verfahren  kann  die  Differentialgleichung  drit- 
ter Ordnung  aufgestellt  werden;  sie  ist,  wenn/2  die  linke  Seite  der 
vorigen  Gleichung  bezeichnet: 

^V  dx  ^  dy^  dx—  "• 

Bei  wirklicher  Entwickelung  der  angedeuteten  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten findet  sich : 

Ö/2  _  »V   ,    .     8V        dy    ,    .     8V      d^y 


8a/        3ic8  dx^dy     dx  dxdy    dx^ 

8V     (dy\ 


I        —       1  -  ]'    1    2  ^'-^    -^     ^ 

,    8/  .^    ,      8^/    .^ 
82/     ^a;3        8a;  8^    dx"^ 


8/2  ^     8V      .    o     83/        ^y 
8y        8a;2  8^  8a;  8t/2     da; 

"*"  8y3  Veia;/  "^  83/2  '  dx'^' 

Durch  Substitution  in  Nro.  5)  giebt  dies  bei  Vereinigung  aller 
gleichartigen  Grössen: 

■'      0«»  ■•"      8a!«  dy'  dx  "^     dx  dy^  \dx)  "^  8'y»  Vtia;/ 

"''     dxdy'  dx'^  "^     8y2  '  ^^  '  ^j-t 

df_    ä^y  _ 

■^  dy  '  dx»   ~~ 

Man  übersieht  leicht,  wie  sich  mittelst  dieses  Yerfahrens,  was 
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freitich  immer  längere  Rechnimgeii  erfordert-,  die  höheren  Differen- 
taalgleichiuigen  der  gegehenen  Gleichnng  entwickehi  lassen ;  ans  ih- 
nen lassen  sich  dann  auch  die  Differentialquotienien  der  Function 
y  von  X  herleiten;  denn  es  folgt  jetzt  aus  Nro.  2): 

0/ 


dx  8/  ' 

wie  schon  bekannt  ist;  ferner  aus  Nro.  4): 


dx^  dx  dy     dx        dv*  \dxj 


.  d^y  dx^  dx  dy     dx        dy^ 

^^         5ii 17 

dy 

dy 
und  hier  kann  man  den  yorhergefnndenen  Werth  von  -7^  einsetzen; 

dx 

d^y 
die  Gleichung  6)  fahrt  dann  weiter  zur  Kenntniss  von  -^-^  u.  8.  f 

dx^ 

Auch  bei  Functionen  mehrerer  Yariabelen  bleibt  das  Verfahren 
ganz  dasselbe,  man  unterlässt  es  jedoch,  allgemeine  Formeln  aufzu- 
stellen, weil  diese  sehr  verwickelt  werden  wurden,  und  zieht  es  da- 
gegen vor,  in  jedem  gegebenen  besonderen  Falle  die  nöthige  specielle 
Rechnung  auszufuhren. 


§.  17. 
Vertauschung  der  unabhängigen  Variabelen. 

Bezeichnet  x  die  unabhängige  Yariabele,  in  Beziehung  aufweiche 
ein-  oder  mehrmal  difTerenzirt  wird,  so  ist  nach  den  Prinzipien  der 
Differentialrechnung  dx  ein  dem  x  willkürlich  eitheilter  und  auf 
irgend  eine  Weise  gegen  die  Null  convergirender  Zuwachs,  und  es  ist 
mithin  dx  unabhängig  von  x-,  anders  verhält  es  sich  mit  dem  Diffe- 
rentiale dy  der  abhängigen  Yariabele  y^  denn  für  ^  =  f(x)  ist 
dy  =/'(x)  ,  dx,  und  hier  bildet  dy  eine  Function  von  rr,  weil  es 
aus  zwei  Factoren  besteht,  deren  erster  x  enthält.  Nach  dieser  Be- 
merkung folgt  bei  zweiter  Differentiation,  indem  dx  als  constanter 
Factor  gut,  d^y  =  df'{x)  ,  dx  =f\x)dx.dx  =f'{x)dx^  über- 
einstimmend mit  den  Früheren,  und  ebenso  würden  für  die  ferneren 
Differentiationen  (2  x',  dx^  etc.  als  Gonstanten  anzusehen  sein.  Es  kann 
nun  im  Yerlaufe  einer  analytischen  Untersuchung  nöthig  werden,  dem 
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X  den  Charakter  der  unabhängigen  Veränderlichkeit  abzunehmen  und 
ihn  auf  eine  andere,  entweder  bereits  vorhandene  oder  erst  neu  ein- 
zuführende Variabele  zu  übertragen;  so  z.  B.  könnte  es  bei  der  Un- 
tersuchuDg  einer  Curve,  deren  Abscissen  x  und  deren  Ordinaten  y 
heissen,  erforderlich  sein,  nicht  die  Abscisse,  sondern  die  Ordinate 
als  unabhängige  Variabele  anzusehen,  oder  man  könnte  in  den  Fall 
kommen,  die  Coordinaten  einer  durch  stetige  Bewegung  entstandenen 
Curve  als  Functionen  der  Zeit  betrachten  zu  müssen,  welche  während 
der  Bewegung  verfliesst,  wie  dies  namentlich  in  der  Mechanik  häufig 
geschieht.  Schärfer  aiifgefusst  ist  jetzt  die  Frage,  was  man  an 
die  Stelle  der  Differentialquotienten 

dy         d'^y        d^y 


•  •  • 


dx'      dx'^'      dx'^' 

zu  setzen  habe,  wenn  x  nicht  mehr  als  unabhängige  Variabele,  son- 
dern als  Function  einer  anderweiten  unabhängigen  Veränderlichen  t 
angesehen  wird,  wodurch  nun  auch  y  in  letzter  Instanz  eine  Function 
von  t  geworden  ist. 

Beachtet  man,  dass  y  von  x  und  x  von  t  abhängt,  also  y  eine 
zusammengesetzte  Function  bildet,  so  hat  man  nach  den  Lehren  des 
§.  6.: 

dy  dy      dx 

dt  dx      dt 


and  man  erhält  hieraus 


1) 


dy 
dy  dt 


dx  dx 


dt 

Indem  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  die  unabhängige  Varia- 
bele t  diiferenzirt,  wo  nun  dt  constant  ist,  dx  und  dy  dagegen  von 
t  abhängen,  findet  man  links 


\dx/  \dx/ 


dx         d^y     dx 


dt  dx  dt         dx'^      dt 

und  rechter  Hand   nach  der  Regel  für  die  Di£ferontiation  der  Quo< 
tienten 

dx     d^y         dy     d^x 
'dt  '  Jtf  '^  'dt      JF 

/dx  V^ 

\df) 
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Stellt  man  beide  Ausdrücke  in  eine  Gleichung,  so  ergiebt  sich 

durch  Beduction  auf  -^^ 

dx     d^y         dy     d^x 
.  d^_  IT  "dP  '^  W  "dF 

^  dx^  ~  /dxV 


a 


Durch  Wiederholung  der  Differentiation  in  Beziehung  auf  t  fin- 
det man  auf  gleiche  Weise 

d^y 


3) 


dx^ 
dx     d^x    d^y  ,    ^  dy  fd^xY       dx^     dy    d^x 

"dt  "dt'Tß 


\dt)    dt^  dt  '  dt^  '  dt^  "*"       dt  \dt^J 


m 


r 

Wie  man  auf  diese  Weise  weitergehen  kann,  ist  unmittelbar  klar; 
allgemeine  Formeln  würden  wegen  der  grossen  Gomplication  der  Aus- 
drücke von  keinem  Nutzen  sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  t  =  y,  womit  gesagt  ist,  dass  nun- 
mehr y  als  unabhängige  Variabele  gelten  oder  die  Gleichung  ^  =/(a;) 
umgekehrt  werden  soll  [x  =  JP(2/)]»  so  ist 

dy  1 


4) 


5) 


dx  dx 

dy 

d^x 
d^y  dy^ 


6) 


dx^  fdxy 

\dy) 

^d^xY       dx     d^x 

d^y   \dyy         dy     dy^ 

dx^  /dxV 


.dy) 
u.  s.  w. 

Dasselbe  Verfahren  passt  auch  auf  den  Fall,  wenn  mehrere  un- 
abhängige Variabelen  vorhanden  sind,  nur  werden  die  Formeln  noch 
etwas  verwickelter.  Man  zieht  es  daher  vor,  die  Rechnung  erst  in 
den  gerade  vorkommenden  speciellen  Fällen  auszuführen,  wie  man 
dies  später  sehen  wird. 
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§.  18. 

Zusammenhang  zwischen  einer  Function  und  ihren  succes- 

siven  Differentialquoti^nten. 

Sowie  in  §.  8  Gleichungen  zwischen  einer  Function  und  ihrem 
ersten  Differentialquotienten  abgeleitet  wurden,  so  lassen  sich  auch  all- 
gemeinere Formeln  entwickeln,  in  denen  ausser  einer  gegebenen  Func- 
tion noch  beliebig  vide  ihrer  DifPerentialquotienten  vorkommen«  Man 
gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Analog  der  Gleichung 

1)  m  =f(a)  +  (5  -  ä)f(a  +  #[6  -  a]),     0  <  -^  <  1. 
ist  auch  unter  den  gehörigen  Bedingungen 

/'(c)— /(a)  +  (c-a)r(a  +  sic-^a]),    0<  6  <1; 

nimmt  man  c  =  a  -\-  -8'  (&  —  a),  substituirt  nachher  den  Werth  von 
/'(c)  in  die  vorhergehende  Gleichung  und  bezeichnet  d's  kurz  mit '9'x 
so  erhält  man  die  neue  Formel 

2)  f(p)  =/(«)  +  (b-a)f'(a)  +  d(6-a)V"(a  +  ^i[&-a]). 

Im  letzten  Summanden  kommen  zwei  positive  ächte  Brüche  d" 
und  d'i  vor,  deren  Werthe  man  nicht  näher  kennt;  um  diesen  Uebel- 
stand  zu  vermeiden,  suchen  wir  den  Betrag  der  Summe 

/(«)  +  (b-  a)fia) 
auf  anderem  Wege  zu  bestimmen.     Zu  diesem  Zwecke  sei 

3)  ip(x)=f(x)  +  (b-x)f'(x)i 
es  ist  dann  einerseits 

4)  <pia)  =/(«)  +  (b-  a)f'(a),      ip(b)  =/(&). 
andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  3) 

5)  q>\x)  ==  (5  —  x)f\x). 
Hier  lasst  sich  die  bekannte  Formel  (§.  8,  Nro.  8) 

<p(b)  =  9(a)  +  ^ ^^ ^Se)P  -  1  ^'("^  +  ÖP»  -  «]) 

anwenden,  indem  man  aus  Nro.  4)  die  Werthe  von  (p(b)  und  9(a) 
und  nach  Nro.  5) 

q>\a  +  ÖP)  —  a])  =  (1  —  0)(6  -«)/"(«  +  d\p  —  aj) 

substituirt;  man  gelangt  sofort  zu  der  Gleichung 

6)  /(&)  =/(a)  +  (ö  -  «)/'(«)  +^(frff -»/''(«  +  ö  P»  -  «]). 
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welche  genauer  als  die  frühere  (2)  ist,  insofern  sie  nur  den  einen  po- 
sitiven ächten  Bruch  0  enthält.  Etwas  einfacher  wird  die  Formel  6) 
für  ^  =  2,  nämlich 

7)    f{h)  =f(d)  +  (h-a)f'(a)  +  l(b^a)^r(a  +  Ö[5~a]). 

üebrigens  gelten  diese  Resultate  nur  unter  der  Voraussetzung, 
dass  (p(x)  und  (p^x),  mithin  auch/(a;),/'(a;)  und  f"(x)  stetig  und 
endlich  bleiben  von  x  =  a  bis  x  =  h. 

Das  soeben  benutzte  Verfahren  lässt  sich  wieder  auf  die  Formel 

7)  anwenden ;  man  hat  nämlich 

f"(c)  =f"(a)  +  (c-  a)f"'(a  -\-  s[c  -  aj), 
mithin  wenn 

c  zr-.  a  +  OQ)  —  a).        Ob  =  0, 
genommen  und  substituirt  wird, 

8)  Ah)  =  f(a)  +  (&  -  a)f{a)  +  \(b-  ay-f"{a) 

+  lÖ(&-a)''/"'(a  +  Ö,p.-a]). 

Auch  hier  kommen  zwei  unbekannte  Brüche  Ö  und  öi  vor,  und 
daher  verbessern  wir  die  Formel  auf  folgende  Weise.     Es  sei 

9)  t {x)  =  fix)  +  (& - x)f'{x)  -\-\(b- xyf'ix) , 
SO  haben  wir  einerseits 

10)  ^(«)=/(a)--f  (6-a)/'(a)  +  l(6-a)V"(a).  1>(b)=f(b), 
andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  9) 

i>'(x)^l(b-xyf"'(x), 

il>'(a  -}-  Op>  -  a])  =  J(l  —  ^)»(6  -  a)^f"'(a  +  »[b-  a]}. 
SubsUtuiren  wir  diese  Wertke  in  die  Formel 

11)     t(P)  =■*(«)  +  p^i^S^)p~i  *'(«  +  »U>-«D' 

Bo  gelangen  wir  augenblicklich  zu  der  Gleichung 

12)  f(b)  =f(a)  4-  (6  -  a)f'(a)  +  J  (6  -  a)V"(a) 

die  sich  für  p  -=  S  noch  etwas  vereinfacht,  nämlich 

13)  f(b)  =/(a)  +  (b-  a)f'(a)  +  J  (6  -  a)^f"ia) 

+  J  (6 -«)•'/'"  («  +  »[&-«]). 
Dabei  müssen  ^(a:)  und  t^'(ic),  mithin  auch  /(x),  f\x)y  f'\x) 
und  /'"(a?)  endlich  und  stetig  bleiben  von  a;  =  a  bis  a;  =  5. 

Um   die    bisherige    Schlussweise   ganz    allgemein    auszufuhren, 
setzen  wir 
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14)    ^(x)  =f(x)  +  ^-^f'(x)  +  ^fi^fix)  + 

worin  f(x)  eine  gegebene  Function,  ^(a?)  dagegen  die  anbekannte 
Summe  der  rechts  stehenden  Summanden  bezeichnet.  .  Einerseits 
ist 

i>(a)  =f(a)  +  ^-=^f(a)  +  2j=^/"(a)  +  .  .  . . 

^  1  .2  ..  .(»—  !)•'  ^  '' 

andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  14),  wobei  sich  alle  ne- 
gativen Ausdrücke  heben, 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  11)  einsetzt,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

16)  m  =f{a)  +  ^/'(a).  +  ^^l^f\a)  +  •  •  • 

^  1  .  2  .  .  .  (i^  —  1)  -^  ^  ^ 

^    1  .  2  .  .  .  (w  —  1)  .  jp  "^     ^     ^      ■■  ^\ 

Zur  Gültigkeit  der  vorstehenden  Gleichung  gehört  übrigens  die 
Endlichkeit  und  Continuität  der  Functionen  i\>(x)  und  ^'(ic);  dazu 
ist  hier,  wo  ^(i»)  und  ^'(a?)  durch  die  Gleichungen  14)  und  15) 
bestimmt  werden,  erforderHch,  dass  f(x),f(x),  f'\x),  .  .  ./<«)(^) 
endlich  und  stetig  bleiben  von  aj  =  a  bis  o?  =  5. 

Für  5  —  a  ==  Ä  nimmt  die  Formel  16)  folgende  Gestalt  an. 

TL  1,2 

17)  f(fl  +  A)  =/(a)  +  -j-/'(«)  +  3-72 -^"^"^  +  •  *  *  * 

+  1  .  2  .  .  .  (w  -  1)^         ^  ^ 
^  1  .  2  .  .  .  (»  —  1)  .  jp-'      ^     ^        ^' 

Schlömilch,  Analysig.    I.  (J 
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und  dabei  müssen  f  (x)  ,  f\x) ,  f"  (x) ,  .  .  .  f^"^  (x)  endlich  und  conti- 
nuirlich  bleiben  von  x  =  a  hia  x  =  a  -\-  h. 

Als  Specialißirungen  der  Zahl  jp  empfehlen  sich  die  Werthe  p  =  n 
und  p  =  1 ;  im  ersten  Falle  erhält  man 

18)  f(a  +  h)  =f(a)  +  ^/'(a)  +  j^/"(«)  +  •  •  •  • 

dagegen  im  zweiten  Falle 

19)  /(«  +  Ä)  ^/(a)  +  -^/'(a)  +  -f-^fffl)  +  .  . . . 

•  •  •  +  1.2...(n-l)^''-"(--)  +  1.2...;n-l)^°^(--  +  ^^)' 

Hier  bedeutet  %'  immer  einen  positiven  ächten  Bruch,  dessen 
Werth  nicht  näher  bekannt  ist.  Dieser  kann  übrigens  in  den  drei  letz- 
ten Formeln  verschieden  sein,  denn  man  sieht  an  einzelnen  Beispie- 
len zu  Formel  17)  sehr  leicht,  dass  %'  gleichzeitig  von  a,  h^  n  und 
p  abhängt  und  daher  bei  verschiedenen  p  im  Allgemeinen  verschie- 
dene Werthe  erhält. 

Eine  sehr  einfache  Anwendung  von  Formel  18)  gewährt  die 
Specialisirung 

fix)  =  logx, 

wobei  M  den  Modulus  des  logarithmischen  Systems  bezeichnen  möge; 
es  ist  dann 

und  zwar  gilt  diese  Formel  für  alle  positiven  a  und  h.  Setzt  man 
für  %'  das  eine  Mal  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit,  so  wird 
der  absolute  Werth  des  letzten  Summanden  im  ersten  Falle  zu  gross, 
im  zweiten  zu  klein,  und  man  erhält  daher  zwei  Zahlen,  zwischen 
denen  log  (a  -{-  h)  enthalten  ist. 

Auch  für  Functionen  mehrerer  Variabelen  können  ähnliche  Glei- 
chungen wie  Nro.  17),  18)  oder  19)  entwickelt  werden,  doch  unter- 
lassen wir  dies,  da  wir  ohnehin  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommen. 


•  •  • 


Cap.  m. 
Untersuchungen  über  krumme  Linien  und  Flächen. 

§.  19. 

Der  Lauf  ebener  Curven. 

!•  Die  erste  Frage  bei  der  Betrachtung  einer  ebenen  krummen 
Linie  wird  sich  immer  auf  deren  Steigung  oder  Fall  beziehen,  weil 
schon  hieraus  die  Gestalt  der  Curve  mit  einiger  Sicherheit  zu  ersehen 
ist.  Soll  nun  die  Gurve  steigen,  so  muss  die  nächstfolgende  Ordinate 
grösser  als  die  vorhergehende  sein,  beim  Herabsteigen  dagegen  ent- 
spricht der  grösseren  Abscisse  eine  kleinere  Ordinate.  Betrachtai 
wir  daher 

X  und  y  =/(i»), 
X  +  ^x    ^     y  +  dy=if{x-\-^x) 

als  Coordinaten  zweier  benachbarten  Punkte,  so  steigt  die  Curve, 
wenn  bei  hinreichend  kleinen  ^x  die  Differenz 

^y  =/(«  +  ^^)  —f(^) 

pojsitiv  ist  und  es  bleibt,  falls  ^x  noch  weiter  abnimmt  und  gegen 
die  Null  convergirt;  dagegen  fallt  die  Curve  bei  negativ  bleibenden 
jdy.  Zufolge  der  Voraussetzung  eines  positiven  ^x  kann  man  auch 
sagen,  das's  die  Curve  steigt  oder  fallt,  je  nachdem  der  Dififerenzen- 
quotient 

^y        f(x  +  ^Jx)  —fix) 

^X  ^x 

das  positive  oder  negative  Vorzeichen  behält.  Wie  in  §.  8  nachge- 
wiesen wurde ,  hat  aber  der  Differenzenquotient  bei  hinreichend  klei- 

6* 
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nen  ^x  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  Differentialquotient;    es   gilt 
daher  der  Satz: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y  =f{x)  ist,  steigt 
so  lange  als/'(a;)  positiv  bleibt,  sie  fällt  dagegen  so 
lange/' (o;)  das  negative  Zeichen  behält. 
Man  wird  dies  geometrisch  sogleich  bestätigt  finden,  wenn  man 
sich  an  die  Gleichung 

y'  =f{x)  =  tmt 

erinnert.    Bei  positiven  /'  (x)  ist  nämlich  t  positiv  und  die  Tangente 
TP  (Fig.  14)  bildet  mit  der  positiven  Seite  der  a?-Achse  den  spitzen 


Fig.  14. 


oi^d    zwar    positiven 
Winkel  X  TP,  wobei 
die  Drehung  von  der 
Bechten   zur  Linken 
als    die  Drehung  im 
positiven    Sinne    be- 
trachtet   wird ;     un- 
ter diesen  Umständen 
steigt  die  Curve.  Dem 
negativen  /'  {x)  entspricht  ein  negativer  Winkel  r  =  Z.  X  Ti  CT,  wel- 
cher durch  die  entgegengesetzte  Drehung  entstanden  ist;  die  Curve 
fallt  dann. 

Wenn  die  derivirte  Function  /'  (a?)  ihr  Vorzeichen  auf  die  Weise 
ändert,  dass  sie  entweder  vom  Positiven  durch  Null  hindurch  in's 
Negative,  oder  umgekehrt  aus  dem  Negativen  durch  Null  hindurch 
in's  Positive  übergeht,  so  tritt  an  der  Stelle,  wo  f'{x)  =  0  wird, 
entweder  der  üebergang  von  Steigen  zu  Fallen  oder  von  Fallen  zu 
Steigen  ein.  Derartige  Punkte  kann  man  passend  Culminations- 
p unkte  nennen;  im  ersten  Falle  ist  die  Culmination  eine  obere, 
im  zweiten  eine  untere.  An  jedem  Culminationspunkte  wird  r  =  Ö, 
mithin  die  Tangente  parallel  zur  Abscissenachse ,  wie  in  Fig.  14  an 
dem  oberen  Culminationspunkte  0. 

Als  Beispiel  kann  man  die  Ellipsengleichung 


y 


=t  —  V  2ax^x^ 


a 


benutzen;  der  Differentialquotient 


y  —  — 


a  —  X 


V2  ax—x^ 

hat  für  X  <^  a  das  positive,  für  x  "^  a  das  negative  Vorzeichen  und 
geht  an  der  Stelle  x  =  a  aus  dem  Positiven  in's  Negative  über. 
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Die  Curve  besitzt  daher  an  der  Stelle  ic  =  a,^/  =  6  einen  oberen 
Cnlminationspunkt,  wie  auch  geometrisch  bekannt  ist. 

IL  Hat  man  mittelst  der  angegebenen  Regel  gefunden,  dass 
eine  Curve  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  steigt  oder  fällt,  so 
bleibt  noch  die  zweite  Frage,  wie  jenes  Steigen  oder  Fallen  ge- 
schieht. Eine  Curve  kann  nämlich  beim  Steigen  entweder  die  erha- 
bene oder  die  hohle  Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehren  (s.  Fig. 
15  und  16).  Dasselbe  gilt  auch,  wenn  die  Curve  fallt,  und  es  bedarf 
daher  eines  Unterscheidungszeichens  für  diese  verschiedenen  Lagen. 
Ist  nun  der  Bogen  PP^  convex  gegen  die  Abscissenachse  (Fig.  15), 

so  heisst  dies  nichts  An- 
^^*  deres,  als  dass  er  zwi- 

schen seiner  Sehne  und 
der  aj- Achse  liegt ;  dage- 
gen ist  der  Bogen  PPa 
concav  (Fig.  16),  wenn 
umgekehrt  die  Sehne  zwi- 
schen dem  Bogen  und 
der  Abscissenachse  durch- 
geht. Schalten  wir  auf 
der  Mitte  der  Sehne  noch 
den  Punkt  Q  ein  und  be- 
zeichnen mitPi  denjeni- 
gen Curvenpunkt,  wel- 
cher die  nämliche  Ab- 
scisse  wie  Q  besitzt,  so 
haben  wir  bei  convexer 
Krümmung 

^        bei  concaver  Krümmung 

und  es  ist  also  die  Curve 
convex  oder  concav  gegen  die  Abscissenachse,  je  nachdem  Mi  Q — MiPi 
das  positive  oder  negative  Vorzeichen  hat.  Für  OM  =  x,  MMi 
=  M1M2  =  ^x  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  MiQ  das  arithme- 
tische Mittel  zwischen  MP  und  M^  P2  darstellt,  findet  sich 

_^f(x+2Jx)+f(x)    ^^^  ^  ^^^^f(^+2^x)'-2f(x+^x)+f(x)^^ 
dieser  Ausdruck  hat  immer  dasselbe  Yorzeichen  wie  ^ 


Fig.  16. 
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f(x  +  2^x)  —  2 fix  +  /Ix)  -f  fix)  ^  ^^fjx) 

und  letzterer  iat  wieder  einerlei  mit  7'/^/  f^  ■  ^"'  *  c«-v    /, 

WO  q  eine  gleichzeitig  mit  Ax  gegen  die  Null  convergirende  Grösse 
bezeichnet.  Hieraus  folgt,  dass  bei  hinreichend  kleinen  Ax  der 
zweite  Differenzenqnotient  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  zweite  Diffe- 
rentialqnotient  besitzt,  dass  mithin  die  Gnrye  convex  oder  concaY 
ist,  je  nachdem  f"  ix)  das  positire  oder  negative  Zeichen  hat.  Diese 
Bemerkungen  sind  leicht  anf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die  Gnrve 
unterhalb  der  Absdssenachse  liegt,  mithin/(x),  fix  -\-  ^x)ffix + 2  ^x) 
negativ  sind;  man  findet,  dass  umgekehrt  ein  negatives /'' (^)  die 
convexe,  ein  positives  /"  (ar)  die  concave  Krümmung  anzeigt.  Mit 
dem  Vorigen  zusammen  giebt  dies  den  Satz,  dass  die  Curve  convex 
oder  concav  gegen  die  Abscissenachse  gekrömmt  ist,  je  nachdem  fix) 
und  f"  ix)  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen. 

Zu  demselben  Resultate    führt   auch   eine  andere  Bemerkung. 
Bei  einer  convex  steigenden  Curve  wachsen  nämlich  die  Tangenten* 
winkel,  bei  einer  Concav  steigenden  nehmen  sie  ab,  wie  man  unmit- 
telbar aus  Fig.  17  und  18  ersieht,  worin  PT  und  Pi  Ti   die  Tan- 
Fig.  17.  Fig.  18. 


genten  an  zwei  aufeinander  folgenden  Punkten  sind.  Die  gleiche 
Bemerkung  gilt  auch  für  fallende  Curven,  und  daher  deutet  jederzeit 
ein  wachsendes  r  auf  convexe,  ein  abnehmendes  r  auf  concave  Krüm* 
mung.  Die  Zunahme  oder  Abnahme  von  r  erkennt  man  an  dem 
Vorzeichen  des  Dififerentialquotienten 

dt  dardany' 1 

dx 


7-2  y"» 


dx  l  +  y^ 

dieses  Vorzeichen  hangt  lediglich  von  y"  ab,  und  damit  gelangt  man 
wieder  zu  dem  vorigen  Satze.  Um  letzteren  etwas  einfacher  und 
für  Anwendungen  bequemer  aussprechen  zu  können,  denken  wir  uns 
die  Abscissenachse  so  weit  abwärts  parallel  zu  sich  selbst  versehe« 
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hen,  dass  alle  in  Frage  kommenden  Ordinaten  positiv  ausfallen;  mit 
anderen  Worten,  wir  vergrössem  alle  innerhalb  des  betrachteten 
Intervallen  Hegenden,  Ordinaten  um  eine  constante  Strecke,  welche 
imehr  als  die  grösste  Ordinate  beträgt.  Auf  y'  und  y'*  hat  diese 
Operation  keinen  Einfluss;  der  vorige  Satz  aber  lautet  dann: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y  =f(x)  ist,  kehrt 
.     die  convexe  oder  die  concave  Seite   nach  unten,  je 
nachdem /"(o?)  positiv  oder  negativ  ist. 

Aendert  /"  (x)  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  den 
Werth  /"  (x)  =  0,  so  findet  an  dieser  Stelle  ein  Krümmungswechsel 
statt;  ein  derartiger  Punkt  heisst  ein  Inflexionspunkt  oder  Wen- 
depunkt. 

III.  Nach  diesen  Sätzen  ist  der  Lauf  einer  durch  ihre  Glei- 
chung gegebenen  Curve  auf  folgende  Weise  zu  untersuchen.  Man 
ermittelt  zunächst  di^  Intervalle ,  innerhalb  deren  y  sein  Vorzeichen 
behält,  sowie  die  Stellen  wo  y  =  0  wird;  man  erhält  dadurch  die 
Punkte,  welche  die  Curve  mit  der  Abscissenachse  gemein  hat,  d.  h. 
Durchschnitte  oder  Berührungspunkte  mit  derrr-Achse.  Nach- 
her entscheidet  man,  wie  weit  y'  positiv,  wie  weit  es  negativ  ist  und 
wo  y'  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  Null  wechselt; 
dies  giebt  die  Culminationspunkte.  Endlich  untersucht  man, 
innerhalb  welcher  Intervalle  y''  positiv  bleibt,  innerhalb  welcher  an- 
deren negativ,  und  an  welchen  Stellen  y"  sein  Vorzeichen  mittelst 
Durchganges  durch  Null  wechselt,  d.  h.  wo  Inflexionspunkte  vor- 
kommen. Diese  sogenannten  aus-gezeichneten  Punkte  reichen  hin, 
um  die  Gestalt  der  Curve  kennen  zu  lernen. 

Als  Beispiel  diene  eine  Curve  von  folgender  Entstehungsweise.  In 
einem  über  dem  Durchmesser  ÄJB^2a,  Fig.  1 9  (a.  f.  S.),  construirten 
Kreise  sind  parallel  zu  AB  Sehnen  gezogen,  von  denen  Qi  Q2 
irgend  eine  darstellen  möge;  sie  schneidet  den  zu  AB  senkrechten 
Durchmesser  in  einem  Punkte  N.  Man  legt  ferner  JMi  §i  ||  CD  \\  M-i  Q^ 
und  zieht  die  Gerade  AN\  letztere  trifft  Mi  Qi  in  Pi,  M^  Q2  in  Pg* 
und  nun  sollen  Pi,P2  Punkte  der  neuen  Curve  sein.  Bezeichnet  man 
AMi  oder  AM2  mit  or,  und  die  zugehörige  Ordinate  mit  y,  so  erhält 
man  als  Gleichung  der  krummen  Linie 

xV  2ax  —  x^  . 

y  = -;: > 

a 

und  hieraus  ergiebt  sich,  das  Wurzelzeichen  erst  als  positiv  voraus- 
gesetzt, dass  zu  jedem  negativen  x  ein  imaginäres  y  gehört,  dass 
femer  für  o?  =  0  auch  y  =  0  wird,  dass  jedem  zwischen  0  und  2  a 


}} 
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liegenden  o;  ein  positives  y  entspricht,  dass  für  a?  =  2a  wieder  ^=0, 
und  für  x  ^  2a  jedes  y  imaginär  ist.  Die Gurve  geht  demnach  von 
Ä  aus  über  die  a^'Achse  hinauf  und  steigt  am  Ende  in  B  wieder  zu 


er: 


( 


..} 


Fig.  19. 


ihr  herab.  Nimmt  man  das  Wurzelzeichen  negativ,  so  erhält  man 
gleich  grosse  und  entgegengesetzte  Ordinaten;  demnach  besteht  die 
Curve  aus  zwei  congruenten,  über  und  unter  der  Abscissenachse  lie- 
genden Zweigen,  die  zusammen  eine  geschlossene  Figur,  ein  soge- 
nanntes Blatt  bilden. 

Man  erhält  weiter  als  ersten  Dififerentialquotienten 

, x(3a  —  2x) 

aV2ax—x^' 

wobei  das  Wurzelzeichen  positiv  genommen  werden  kann,  weil  man 
nur  einen  der  beiden  congruenten  Zweige  zu  untersuchen  braucht. 
Für  X  =  0  wird  y'  =  0;  so  lange  x<^^a  bleibt,  ist  y'  positiv,'  für 
X  =  \a  wird  y*  =  0,  bei  grösseren  x  wird  y'  negativ  und  zuletzt, 
d.  h.  für  d;  =  2  a,  negativ  unendlich  gross.  Demnach  hat  die  Curve 
in  A  die  Abscissenachse  zur  Tangente;  von  A  aus  steigt  sie  bis  zu 
dem  oberen  Culminationspunkte  &,  dessen  Coordinaten  AF=\a^ 

FGr  =  — - — a  sind,  und  fällt  dann  bis  JB,  wo  sie  die  Abscissen- 
4 

achse  rechtwinklig  schneidet. 

Was  ferner  den  zweiten  Differentialquotienten 

,;  __  x(3a^^eax  +  2x^)  _  2 a; [(a;  —  | a)«  —  | a^] 
"~"      a  V  (2  aa?  —  «2)8       ~      aY(2aX'-x^y 

anbetriflft,  so  übersieht  man  leicht,  dass  derselbe  positiv  bleibt  von 
0^=0  bis  zudem  kleineren  der  beiden  Werthe,  welche  (o?  —  |a)*=|a* 
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3  —  VT 

machen,  d.  h.  bis  zu  x  = a=|a  —  a  cos  SO^.  Beimüeber- 

schreiten  dieses  Werthes  geht  y"  aus  dem  Positiven  in's  Negative 
über  und  bleibt  negativ  bis  a?  =  2  a.     Es  würde  zwar  später  für 

X  = a  wieder  ein  Zeichen  Wechsel  eintreten;  dieser  kommt 

3  +  V¥ 

aber  nicht  in  Frage,  weil  r a  ^  2  a  ist  und  die  zugehörigen 

y,  y\  y*'  imaginär  sind.  Die  Curve  ist  demnach  convex  gegen  die 
Abscissenachse  von  A  bis  zu  dem  Inflexionspunkte  J,  dessen  (Joordi- 
naten  ÄH=  |a  —  a cos 30®  und  HI  leicht  construirt  werden  kön- 
nen; darüber  hinaus  bleibt  die  Linie  concav. 


§.  20, 

Bogendifferential,  Tangenten,  Asymptoten,  und  Normalen 

ebener  Curven« 

I.     Die  schon  öfter  benutzte  Gleichung 

1)  tanz  =  y'  =  ^ 

da? 

bildet  die  Grundlage  für  alle  Formeln  und  Constructionen ,  welche 
mit  dem  Probleme  des  Tangentenziehens  in  irgend  einem  Zusammen- 
hange stehen.  Zunächst  bemerken  wir,  dass  aus  Nr.l)  die  folgenden 
Gleichungen  entspringen: 

dy 

«\  l  .  dx 

2)  eosr  =      ,  ,  stnr  = 


v^ + («)■'    v- + (sr 


denen  man  auch  die  Gestalt  geben  kann: 

«N  dx  .  dy 

3)  cosr  =     .  ,   stnt  = 


Vdx^  +  dy^''  y  dx'^  +  dy^ 

Hier  besitzt  der  Nenner  eine  geometrische  Bedeutung.  Je  kleiner 
nämlich  dx  und  dy  gedacht  werden,  desto  eher  ist  es  erlaubt,  das 
zwischen  den  Punkten  o?,  y  und  x  +  dx^  y  -\-  dy  liegende  Curven- 
stück  mit  seiner  Sehne  zu  verwechseln  oder  das  aus  den  Katheten 
dx^  dy  und  dem  zugehörigen  Bogen,  welcher  ds  heissen  möge,  ge- 
bildete Dreieck  als  geradliniges  Dreieck  anzusehen.     Dass  diese 
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Tontefiaa^  richtig  ist,  beweist  dk  danan  fcugeE 

=  -^  ^  welcLe  mit  Ki:.  1)  aberemstimmt.    Dann  darf  man  aber 
dz 

Uar  »diliesaen,  daae  für  das  BogendifiEFential  ^£  £e  (rWnnhnng 

4;  if^5  =  dj?8  -U  cTyJ 

geheo  moss.     I>ie£  kann   andi  direet  auf  folgeode  ITeiBe   gissgt 
werd^jji- 

li»rig-20  sei  0J£=x.MP=9,MM.  =PQ  =  ^x.PjQ 
pj«  20.  =  ^y-  ^  -PTX  :=  T,  der  tob. 

einem  festen  Punkte  C  an  gcredi- 

Bete  Bogen   CP  =  £,  TrirTiin 

Are  PPi  =  ^«, 
endlich  £  der  Punkt,  in  ^reichem 
die  Tangente  TP  die  Ordinale 
MiPi  schneidet;  wi&LIt  man  ^x 
BO  klein,  da£B  der  Bogen  PPj 
keinen  In^zionspniikt  enthält, 
ab»o  entweder  nur  conTes.  oder 
mar  eooeaT  ist,  ao  hat  man  folgende  üngl^chnngen 

ArcPPi  <;  PB  -J-  J2Pi,  ^h.^9-^ ^x  »ecr  -4-  ^^  —  ^^x  ianx. 
Jj\u*M  beiderfi>eitige  Division  mit  ^x  ergiebt  fiich 


M   MiL 


V 


■  -  'if/ 


-; hecx  -i — 7^ ianx\ 


b«m  LV^ergange  zur  Grenze  für  imendüch  abnehmende  ^z^  ^y, 
^|[  erhielt  man  auf  der  YiLkfoi  Seite  als  GreDzwerih 


V'  -  c^J = y^TT-'. 


ur.d  auf  der  t^.k)Aa^  ^*.>t* 

^^r  4    T,^'  -^  ^^» ^  —  1^'^  ^^  Vi  -^  ta«*r  =  Vi  4-  »'*. 
dx  '  .J 

B^^^  ^JeÜt»  ^/un^^t/r^fH  n^p  gegen  eine  imd  dieselbe  Giense, 
daraua  ilr^lgt 


du 
'd4. 


v,ifM  mh  d^ff  (iWi'*irjni^  4)  fibemnatimmt     Auch  ist  nun 
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1  dx 

cos  r  =  —====  =  -—- , 

Vi   +y'2  ds 

^  '    .  y'  dy 

sin  X  =     .    ^  =  -^  •     . 

Vi  _f-  yf^        ds 

Wenn  die  Gleichung  der  Curve  nicht  in  der  expliciten  Gestalt 
y  =  f(x),  sondern  implicite  unter  der  Form 

F(x,  y)  =  0 
gegeben  ist,  so  hat  man 

dF 

f dy  8a? 

^  ~'dx~'  '^  TW 

dy 
2u  setzen,  wie  in  §.  10  gezeigt  worden  ist. 

IL  um  durch  den  Punkt  P  eine  Tangente  an  die  Curve  zu 
legen,  kann  man  entweder  den  Berührungswinkel  r  aus  der  Formel  1) 
bestimmen  und  sein  Complement  MPT  (Fig.  20)  an  die  Ordinate 
MJP  antragen,  oder  eine  der  Geraden  MT,FT  berechnen  und,  wenn 
möglich,  construiren.  Die  erste  dieser  Strecken  heisst  die  Subtan- 
gente,  die  zweite  die  Tangente,  und  zwar  ist 

6)  Sbtg.  =  ycotr  =  -^  =  ^ 

tarn         y' 


n,                y          y  V 1  +  y^^ 
Tang.  =  —?—  = -, • 


7)  .  . 

smr  y 

Bezeichnen  $  und  rj  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Tangente,  so  gilt  die  Gleichung 

fl  —  y  =  (^  —-  x)  tan  r, 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  durch  wirkliche  Constrüction  der 
Differenzen  J  —  x  und  ly  —  y  leicht  überzeugt ;  demnach  lautet 
die  Gleichung  der  Tangente: 

8)  ri  —  y  —  y'(^  —  x). 

Für  den  Fall,    dass  die  Gleichung  der  Curve   in  der  unent- 
wickelten Form 

F(x,y)  =  0 

gegeben  ist,  erhält  die  Gleichung  der  Tangente  die  symmetrische 
Gestalt 

9)  8^«-^)+--8^(^~2^)  =  0. 
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HL    An  die  Gladnmg  8)  oder 

fl  =  f'l  +  jr  —  «/ 
kn^ill  rieh  noch  folgende  Bemerkung.    Wenn  die  Conre  in'8  Unend- 
liche geht,  so  kann  es  geschehen,  djas  bei  mwadKch  wachsenden  9p 
die  Ansdrfieke 

f*  nnd  jr  —  ary' 

ridi  bestinunten  Greaxen  nahem;  es  gieht  dann  eine  feste  Grenzlage 
der  TtmgeateUf  der  rie  sich  mehr  nnd  mehr  nähern,  je  weiter  der 
Punkt  xp  fartrfickt,  d.  h.  eine  sogenannte  Asymptote  der  Carra. 


(x  =  a>) 


1^(9  —  *fO  =  iÄaI/(x)  -  xf{xy\  =  B, 
so  haboi  wir  als  Gleichung  der  Asymptote 

10;  ii  =  Ai  +  B. 

Kur  für  denFall,  dass  die  Asymptote  paraDel  zur  yAchse  ^egi, 
wird  diese  Gleichung  unbrauchbar  wegen  A  =  (x>  und  ^  =  od;  man 
hat  aber  dann  die  Torige  Betrachtung  nicht  nöthig,  weO  sich  eine 
dengtige  Asymptote  Ton  selbst  dadurch  bemerklich  macht,  dasa 
mem  endlichen  x  ein  unendliches  y  entspricht. 


Flg.  2L 


M  MiU 


IV.  Errichtet  man  im  Punkte 
P  auf  der  Tangente  eine  Senk- 
rechte, welche  die  Abscissenachse 
in  U  schneidet,  so  erhalt  man  die 
sogenannte  Normale  der  Gurre; 
MU  heisst  die  Subnormale 
(Fig.  21).  Aus  der  Bemerkung, 
dass 

ist,  findet  man  leicht 


11) 

12) 


BubnamL  =  ytant  =  yy'. 


Norm,  =  —21—  =  yVl  +  y 
eost       ^ 


'2. 


ferner  ist,  wenn  {  und  17  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Normale 
bezeichnen, 

q  —  y  =  («  —  Ö  cattj 
mithin  die  Gleichung  der  Normale: 


13) 


ij  —  y  =  —  -^(5  —  fl?> 
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Der  tmentwickelten  Form  der  Curvengleicliung   entspricht  als 
Gleichung  der  Normale 


14) 


Anwendungen  dieser  allgemeinen  Vorschriften  giebt  der  nächste 
Paragraph. 


§.21. 
Beispiele  von  Tangenten-  und  Normalenconstructionen« 

L  Die  Kegelschnitte.  Nimmt  man  die  Hauptachse  eines 
Kegelschnittes  zur  o;- Achse  und  einen  ihrer  Endpunkte  zum  Coordi- 
natenanfang,  so  ist  bekanntlich 

1)  y^  =  2px  4-  qx^ 

die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,  worin  p  den  Halbpara- 
meter (die  Ordinate  im  Brennpunkte)  bedeutet.     Man  findet  hieraus 

2)  yy'=P  +  ax,   y' ==^±^\ 


Afijy^  £' 


mithin  als  Gleichung  der  Tangente 

1)  4-  ga? 


3) 


V  —  y  = 


y 


a  -  ^). 


Für  £  ==  0  ergiebt  sich  hieraus  ein  specielles  i^«  ^&s  rjo  heissen 
möge,  und  zwar  bedeutet  es  geometrisch  die  Strecke  0  T,  welche  die 
Tangente  von  der  Ordinatenachse  abschneidet;  man  hat  dafür  ' 

•,  —  *,     p  +  a^  ^  _  y''  —  jpg?  —  gx^ 

y  y 

oder,  vermöge  des  Werthes'  von  y*, 

px 

y 

Dies   giebt  folgende  Tangentenconstruction   (Fig.   22).     Man 


4) 


Vo 


Fig.  22. 


/  KO 


nehme  0  G=p,  falle  von  dem  festen 
Punkte  C  auf  den  Radiusvector  OP 
eine  Senkrechte,  welche  die  Ordina- 
tenachse in  T  schneidet,  und  ziehe 
die  Gerade  TP.   ^ 

Man  hat  femer  durch  Substitu- 
tion des  Werthes  von  y 


94 


Cap.  HL    §.21.   Beispiele  von  Tangenten- 

p  -}-  qx       _ 


y  = 


V2px  +  ga?2 


y  —  xy'  =  i2o 


px 


V2px  +  gaj2 


7  +  « 

J» 

V^f  +  Z 

-   >r4i'^               ^ 

bei  unendlich  wachsenden  x  wird  hieraus 

Biese  Ausdrücke  sind  reell  und  von  endlichem  Werthe,  wenn 
g  >  0,  d.  h.  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist;  letztere  besitzt 
daher  zwei  Asymptoten,  deren  Gleichungen  aus 


Vi 


5) 


1}  =  Vq  •  i  + 


V7 


hervorgehen,  wenn  man  vq   das  eine  Mal  mit    dem  positiven,  das 
andere  Mal  mit  dem  negativen  Vorzeichen  nimmt. 

Was  endlich  die  Normale  betrifft,  so  bemerke  man,  dass  die 
Gleichung  2)  linker  Hand  den  Ausdruck  yy\  d.  h.  die  Subnormale, 
enthält  und  dass  die  Gleichung  2)  mit  folgender  übereinkommt: 

X 

Man  kann  daher  die  Normale  unabhängig  von  der  Tangente 
durch  folgende  Construction  erhalten:  Auf  dem  Radiusvector  OP 
errichtet  man  in  P  eine  Senkrechte,  welche  der  Abscissenachse  in  Q 
begegnet,  und  nimmt  QU  =  p\  dann  ist  P ü"  die  Normale. 

n.     DieCycloideist  bekanntlich  der  Weg,  den  irgend  ein 


Fig.  23. 


W 


0 


/ 


/ 


I 

p^rrrr:. iy_„____  \  /_ 


Funkt  eines  Kreises  be- 
schreibt, wenn  letzterer, 
ohne  zu  gleiten,  auf  einer 
/  Geraden  fortrollt,  wobei 

sich  die  Peripherie  des 
Kreises  auf  jener  Gera- 
den abwickelt.  Nehmen 
wir  die  gegebene  Gerade 

'd B^       -^^»  ^®  sogenannte  Ba- 
sis, zuro^Achse,  den  An- 
fangspunkt der  Bewegung  zum  Coordinatenanfang  und  setzen  (Fig. 
23)  AM  =  X,  MF  =  y,  ZP  =  LU=a,  Z.  FLU  =  CO,  Bo  gel- 
teu  folgende  Gleichungen 


TA  M 


,*'-'"' 

V         \/ 

vX 

N. 

N 


U 
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x  =  ÄU—  MU=  ÄrcUP  —  PV, 
d.  L 

7)  X  =  am  —  asino; 

y=  uV=z  LU  -^  LV, 
d.  i. 

8)  y  =  a  —  acosG}, 

Durch  Elimination  von  cj  aus  7)  und  8)  würde  man  zu  einer 
Gleichung  zwischen  x  und  y  gelangen,  da  aber  dieselbe  etwas  com- 
plicirt  ausfallt,  so  thut  man  besser,  die  obigen  zwei  Gleichungen  bei- 
zubehalten und  darin  den  Wälzungswinkel  co  als  unabhängige  Yaria- 
bele  zu  betrachten.     Dann  ist 

dx  =  a(l  —  coscd)  dcjy  dy  =  asincD  e?o, 

mithin  v 

dy  sinco  ,,  /oi.        ^*i 

dx        1  —  cos  CO  ^  u  <■'  r>  -  -. 

oder,  zufolge  der  geometrischen  Bedeutung  des  Differentialquotienten, 

tan  r  =  cöi  I  cj  =  tan  (90^  —  \  o). 

Da  während  der  ersten  halben  Umwälzung  o  <^  180®,  mithin 
90®  —  J  o  ein  spitzer  Winkel  und  ebenso  r  jedenfalls  <;  90®  ist,  so 
Bchliesst  man  aus  der  vorigen  Gleichung 

r  =  90®  -^  I  CO  oder  90®  —  r  =  §  o, 

d.  h.  Z.  MFT=  dem  Peripheriewinkel  ÜWP\  es  ist  folglich  WPT 
die  Tangente  und  die  darauf  senkrechte  P  CT  die  Normale. 

Nicht  selten  nimmt  man  den  höchsten  Punkt  G  der  Cycloide 
zum  Ooordinatenanfang  und  den  Pfeil  CD  zur  Abscissenachse.  Für 
CN  =  a?i,  NP  =  yi  ist  dann 

^      ,  rci  =  CD  —  BN  =  2a  --  y  =  a(l  +  cosca)    oU\-   -  ^^"' 
10)      {  /  ^ 

yi  =  ÄD  —  AM  =  na  —  a;  =  a(jr  —  co-j"  sinco)  ^  ';  -  -    /-^^V« 

dyi         dx        ^     ,    "^      1/1  —  cos  CO         /^^  c  c^^  '^ 

-r^  =  ;t- =  *aw5  0=  1/    = — i ,^    '        V         - 

dx\         du  ^  f     1  4-  Cösco  ^m/ti/ 


dxi        dy  ^  y    \  -\-  cos(Q  ^mi  i^^ 

oder  wegen  cosco  = 1»    '-       '  - 

V  dyi^  _  "1/2  g  •—  a?i  _  y2aa;i  —  rri^  ^ 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  vorigen  überein.  Die  linke 
Seite  bedeutet  nämlich  geometrisch  den  Winkel  t^,  den  die  Tangente 
PT  mit  der  neuen  Abscissenachse  einschliesst,  es  ist  daher 


-   s" 
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tan  Ti 


oder  tan  MPT 


NC  "-^'  '^"- NC 

woraus  wieder  folgt,  dass  PW\\CQ  die  Tangente  sein  muss. 

111.  Die  Kettenlinie.  Aus  statisclien  Granden  bildet  ein  voll- 
kommen biegsamer  homogener  Faden,  frei  aufgehangen  und  nur  der 
Einwirkung  seines  Gewichtes  unterworfen,  eine  krumme  Linie  von 
folgender  Gleichung 

X 


12) 


y 


=l( 


+  e 


X 

k 


). 


wobei  die  Abscissenachse  horizontal  in  der  Entfernung  k  unter  dem 


Fig.  24. 


Scheitel  der  Curve  liegt,  und  die 
Ordinatenachse  vertical  durch  den 
Scheitel  geht  (Fig.  24).  Aus  Nr.  12) 
folgt 

X 

i 


y 


1 

s 


(e^^e     '\ 


und  es  ist  vermöge  der  Werthe  von 
y  und  y' 

(f )■  -  /• = '. 


^-vw 


tanz  = 


oder  zufolge  der  geometrischen  Be- 
deutung von  y' 

Vy^  —  feg 
Tc 

Um  hiemach  die  Tangente  am  Punkte  P  zu  construiren,  be- 
schreibt man  aus  dem  Scheitel  C  mit  MP  als  Halbmesser  einen 
Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  in  iV' schneidet ,  zieht  die  Gerade 
CN,  die  mit  0  C  einen  Winkel  =  t  bildet,  und  legt  PT  senkrecht 
zu  CN\  die  Normale  P  U  ist  parallel  zu  CN* 


§.  22. 
Krümmnngskreis,  KriiTnimingsmittelpunkt  und  Evolute, 

I.  An  zwei  Punkte  P  und  Pi  einer  Curve  CPPi  (Fig.  25) 
denken  wir  uns  die  Tangenten  TP  und  Ti  Pi  gelegt ,  die  sich  in  U 
schneiden,  und  die  zugehörigen  Normalen  construirt,  deren  Durch- 
schnitt Q  heissen  möge ;  in  dem  Sehnenvierecke  P  QPi  U  ist  dann 
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Fig.  25. 


der  Winkel  PQPi  giebt 
also  den  Zuwachs  des  Tan- 
gentenwinkels  t  an  und  kann 
daher  mit  ^z  bezeichnet 
werden.  Ziehen  wir  ferner 
dieSecantePiPiSiund  setzen 

Z.PSM=  ö, 
so  haben  wir  im  Dreiecke 


^PiPÖ  =  900  —  zlPiPD'=  900  — zlSPT  =900_-(ö  — r), 
^PPiQ  =  90^  —  ^PPiU=  90Ö  —  Z.  SPiTi  =  900  _  (^j  —  (j), 

PPi  =  V(pW'^  -f.  pjp)  =  Vi^xy  +  (^2/)2; 

vermöge  der  Proportionalität  der  Seiten  und  der  Sinus  der  Gegen- 
winkel können  wir  hieraus  die  Strecken  PQ  =  r  und  PiQ  =  ri 
berechnen  und  finden 


sin  PPi  Q 


oder 


cos(t  +  -^^  —  ^) 


und  dem  entsprechend 


V 


s^n^:Jt    z/r  ^         ^ 

Lassen  wir  jetzt  den  Punkt  Pi  immer  näher  an  P  rücken,  mit- 
hin ^x,  ^t  und  ö  —  r  gleichzeitig  gegen  die  Null  convergiren,  so 
verändert  der  Durchschnitt  Q  seine  Lage,  geht  aber  nicht  in's  Un« 
endliche  hinaus;  vielmehr  nähern  sich  r  und  ri  der  gemeinschaft- 
lichen Grenze 

Schlömilch,  Analysis.    I.  7 
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Limr  =  Limri  = 


v^ + ©' 


dt 
dx 


welche  wir  p  nennen  wollen.     Aus  tanz  =  y'  folgt  femer,  weil  r 
einen  positiven  oder  negativen  spitzen  Winkel  bedeutet, 

,   dt  1  dy'  1  ,, 

r  =  arctany\  -=-  =  -— — j-  -  -^  =  - — ; — ^5  ^  » 
"^    dx        1  '\-  y^^    dx         1  +  y^ 

daher  ist  zusammengenommen 

n  ^_  V(l  +  y'y 

Das  für  den  ersten  Augenblick  überraschende  Besultat,  dass  der 
Durchschnitt  zweier  Normalen  beim  Zusammenfallen  der  letzteren 
nicht  in's  Unendliche,  sondern  nur  bis  zu  einem  bestimmten  Grenz- 
punkte fortrückt,  ist  übrigens  geometrisch  leicht  zu  erklären.  Je 
weniger  nämlich  die  Entfernung  der  Punkte  P  und  Pj  beträgt,  um 
so  kleiner  ist  auch  die  Diißferenz  der  Längen  von  P  §  und  Pi  §,  mit- 
hin lässt  sich  näherungsweis  P  §  =  Pi  ^  als  Halbmesser  eines  Krei- 
ses ansehen,  welcher  sowohl  die  Punkte  P  und  F\  als  die  zugehöri- 
gen Tangenten  P  T  und  Pi  Ti  mit  der  Curve  gemein  hat.  Eben 
desswegen  schliesst  sich  dieser  Kreis  genauer  an  die  Curve  an  als 
jeder  andere,  dessen  Mittelpunkt  willkührlich  auf  der  Normale  P§ 
gewählt  wäre  und  der  nur  die  eine  Tangente  P  T  mit  der  Curve  ge- 
mein hätte,  oder  kurz  ausgedrückt,  jener  Kreis  hat  nahezu  dieselbe 
Ejrümmung  wie  die  Curve  von  P  bis  Pj.  Diese  Schlüsse  erhalten 
ihre  volle  Gültigkeit  beim  Zusammenfallen  der  Punkte  P  und  Pi; 
der  Grenzpunkt  des  Normalendurchschnittes  heisst  dann  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt, die  Strecke  ^,  als  Radius  eines  Kreises  ge- 
dacht, der  Krümmungshalbmesser,  und  der  mit  ^  aus  jenem 
Punkte  beschriebene  Kreis  der  Krümmungskreis;  er  schliesst  sich 
der  Curve  genauer  an  als  jeder  andere  in  P  sie  berührende  Kreis 
und  hat  durchweg  dieselbe  Krümmung,  wie  die  Curve  in  P. 

Diese  Vorstellungsweise  führt  auch  sehr  rasch  zur  Formel  1). 
Setzt  man  nämlich  Are  CP  =  s,  so  ist  -^rcPPi  =-^s,  femer  nähe- 
rungsweis, indem  man^s  wie  einen  mit  dem  Halbmesser  P§  =  Pi  § 
=  r  beschriebenen  und  zum  Centriwinkel  JPQFi  =  z/r  gehöiigen 
Kreisbogen  berechnet, 

^8  =  r  .  ^t  oder  r  =  ■—— 

^t 
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folglich  genau  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  ^^B 
und  ^x  II 

2)  p  =  —  .  '    l<  ^  ^ 

^         dz  ,    :Af^-- 

Durch  Einführung  der  Werthe   ^f  ^  V        "^ 

d8=V\  ^y^^.dx,     dx  =  —^—r.y"dx 

geht  die  Formel  2)  in  die  Formel  1)  über.  ,        ^^ 

Nimmt  man  das  vorkommende  Wurzelzeichen  im  absoluten 
Sinne,  so  hat  Q  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  y**\  d.  h.  geome- 
trisch, der  Krümmungshalbmesser  kann  zwei  verschiedene  einander 
entgegengesetzte  Lagen  haben,  je  nachdem  die  Curve  die  convexe 
oder  die  concave  Seite  nach  unten  kehrt;  im  ersten  Falle  ist  er  posi- 
tiv, im  zweiten  negativ. 

Für  die  Construction  des  Krümmungshalbmessers  ist  in  man- 
chen Fällen  die  Bemerkung  von  Nutzen,  dass      i    ,     ^    f^   y?  {     7r '  •  ^  '  '.^ 

gesetzt  werden  kann,  wo  u  die  Normale  im  Punkte  P  bezeichnet. 
Aus  der  Gleichung  der  Kegelschnitte 

y  =  V2px-\-q3C^ 
erhält  man  z.  B.  durch  zweimalige  Differentiation 

and  daher  ist  der  Erümmtuigshalbiuesser 

u 
was  sich  ohne  Schwierigkeit  construiren  lässt ,  wenn  man  z>B.  -- 

als  Tangente  eines  Winkels  betrachtet.    Die  eleganteste  Construction 
der  Formel  werden  wir  im  §.  24  zeigen. 
Für  die  Cycloide  ist  nach  §.  21 

dx  =  2asin^loda^  y'  =  cöijw, 

mithin 

da'  =z  — ; —  da)t 

^  2  sin^  I  CD       • 

woraus  durch  Division  mit  dx  und  dessen  Werthe  folgt 


1 


4l  a  sin^  l  (o 


1* 


tl 


—   ,    ** 
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IHei  giebt  den  KrihmnimgHhalbmegBq'    f.  ^  -$•  ^   ^    // 

^  =  —  4a»nla  =  —  2Pir 

od^  gleieli  «fem  Boppdten  der  Normale;  der  KrauuBimgBiiiittdpiiiikt 

wird  demnaclL  erhalten,  wenn  man  die  Normale  PIT um  ihre  eigene 

Grdese  Terläi^fcrl 

Ffir  die  Kettenlinie  ist  nach  §.  21 


,'  =  |(e*-^       *),    «  =  ,«»T  =  ^ 


lernen 


mithin  nadi  5r,  3) 

Die  Kett^iHnie  hat  alao  mit  dem  Kraue  die  Eigenschaft  gemein, 
dasa  Ser  KrfimmnngBhalbmesBer  gleich  der  Normale  ist;  die  Lagen 
sind  aber  einander  eidgegeageaeizL 

IL  Um  die  Goordinaten  |  nnd  i}  des  Erämmnngsmittelpfanktes 
zu  bestimmen y  braacht  man  nor  zu  berücksichtigen,  da»  der  ge- 
snciite  Pimkt  anf  der  Normale  nm  q  vom  Punkte  P  entfernt  Hegt; 
daher  ist  ans  einüachen  geometrischen  Granden 

oder  rermdge  der  Werthe  Ton  Qj  mnr  nnd  cosx 

*)  6  =  « -7; —  y  ,         r^  —  y  -\ -^ —  . 

For  die  Parabel,  deren  Gleichnng 

isty  findet  man  hiernach 

Wenn  die  Gleichung  der  Cnrre  nicht  in  entwickelter  Form  ge- 
geben ist,  so  müssen  y'  nnd  y"  nach  den  Lehren  des  §.  16  berechnet 
werden« 

IIL  Die  Formeln  4)  enthalten  in  letzter  Instanz  nnr  die  drei 
Yariabelen  &  17  nnd  x^  da  man,  wenigstens  bei  entwickelten  Gleichnn- 
gCQ  ypp  ^  Form  y  =/(aO»  sowohl  ^  als  ^'  nnd  y"  durch  o;  aus- 
drjck^^nn«  Denkt  man  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  x  elimi- 
nirt,  io  bleibt  nur  eine  Gleichung  zwischen  £  und  17  übrig,  d.  h.  die 
Gleichung  deijenigen  Curve,  welche  yon  den  stetig  aufeinanderfol* 


// 


-<', 
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genden  Krümmtmgsinittelpunkten  gebildet  wird;  Dieser  geomeiqri- 
sehe  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  heisst  die  Evolute  der  gege- 
benen Curve,  und  zwar  kommt  diese  Benennung  daher,  dass  man  sich 
die  ursprügliche  Curve  durch  Abwickelung  eines  um  die  Evolute  ge- 
legten Fadens  entstanden  denken  kann. 

Als  Gleichung  der  Parabelevolute  findet  man  mittelst  der 
angegebenen  Elimination 

also  eine  Cnrye  dritten  Grades  (die  sogenannte  semicabische  Parabel). 
Für  die  Ellipse,  deren  Gleichung  unter  der  Form 

•  .         ©*  +  (l)'  =  ' 

dargestellt  wird,  erhält  man  als  Gleichung  der  Evolute 

(1)'+©'='. 

woKei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde   . 

a2  — b2  ^         a^^h^ 

Ol  =  — - — »  Ol  =  — =; —  • 

a  0 

Für  die  Hyperbel  ist  die  Mittelpunktsgleichung 
daraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Evolute 

a«  +  53  ß2  4. 5« 

Ol  = ,  Ol   = r; 

a  0 

Für  die  Cycloide  gilt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die 
Evolute  eine  mit  ihr  congruente  Gycloide  ist,  die  jedoch  eine  andere 
Lage  besitzt. 

§.  23. 
Formeln  für  Polarcoordinaten. 

Bei  dem  Gebrauche  von  Polarcoordinaten  wird  meistentheils  der 
Winkel  zwischen  dem  Radiusvector  und  der  Abscissenachse  als  un- 
abhängige Yariabele  betrachtet  und  jener  Yector  als  abhängige 
Yariabele;  für  Z.  XOP  =  Ö  und  OP  =  r  (Fig.  26  a.  f.  S.)  )^  xlem- 
nach  die  entwickelte  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

1)  r  =/(ö), 


102       Cap.  ni.    §.  23.   Formeln  für  Polarcoordinaten, 
woraus  sich  die  Differentialqaotienten 

'^'"  =  r'  =/(ö),  %  =  r"  =/"(ö)  n.  b.  w. 


dd 


dO^ 


Fig.  26. 


leicht  ableiten  lassen.  Es 
fragt  sieb  nun,  welche  neue 
Formeln  an  die  Stelle  der  frü- 
heren treten,  wenn  man  statt 
der  rechtwinkligen  Goordina- 
ten  Polarcoordinaten  einfuhrt. 
Der  üebergang  von  dem 
einen  zum  anderen  Coordina- 
tensysteme  geschieht  bekannt- 
lich mittelst  der  Formeln 


2)  X  =  rcosdt  y  =  rsind; 

eine  Aenderung  des  6  hat  nun  gleichzeitige  Aenderungen  von  r,  x 
und  y  zur  Folge,  mithin  ist 

dx        dr        ^  .    ZI 

dd        dO 


dy        ^»^     .   /i    ,  a 

—  =.  —  stnd  +  rcose. 


dy  _ 


und  durch  Division  unter  Berücksichtigung  der  Formel  -^  =  tonr, 

ax 


tan  t  = 

Hieraus  ergiebt  sich 

dr 

dd~ 


dr 


8ind-\'rco8d 


dr_ 
dd 


tan  6  -{-  r 


dr^ 
dd 


cos  6  —  r  sin  ö 


dr 
dd 


—  rtanO 


1  +  tan  X  tan  0 
r  —. : — 77-=  r 


tarn,  t  —  tan  d 
oder,  wenn  z  —  0  =  (p  gesetzt  wird. 


tan  (t  —  ö) 


3) 


1    dr        r' 

COtW  =  —    -7-  =  — 

^         r   dd        r 


Difs^  Formel ,  die  man  auch  durch  eine  sehr  einfache  geometri^ 
sche'^d^ifkchtung  finden  kann,  löst  das  Problem  des  Tangentenzie- 

Ä   ©  ^1     ^  _  _ 

henii,  flenn  es  ist  q)  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  PT  und  dem 
Badinsvector  OF, 
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Nennen  wir  t  den  Winkel  OPU,  welchen  die  Normale  mit  dem 
Radiusvector  einschliesst,  so  ist  ^  =  90^  +  q>,  folglich. 

r' 

4)  tanif  = • 

r 

Eine  im  Coordinatenanfange  auf  dem  Yector  errichtete  Senk- 
rechte wird  von  der  Tangente  in  einem  Punkte  F,  von  der  Normale 
in  einem  Punkte  W  geschnitten;  die  Strecke  OV  heisst  dann  die 
Polarsubtangente,  OTF  die  Polarsubnormale.  .Man  findet  OF 
=  r  tan  q>  oder 

5)  Polarsubtg,  =  -7-, 

6)  Polar subn.  =  r'; 

die  letzt«  Gleichung  lässt  die  geometrische  Bedeutung    v^on  r*  er- 
kennen. 

Die  Formel  für  das  Bogendifferential 

ds^  =  dx^  +  dy^ 

verwandelt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  dx  und  dy  in  die 
folgende 

7)  ds^  =  dr^  +  (r  ddy 
oder  ,^__««_^__ 

8)  ds  =  dd  yr^  +  (|«y  =  dd  Vr^  +  r'^. 

Zu  demselben  Resultate  führt  auch  eine  einfache  geometrische 
Betrachtung. 

Um  endlich  den  Krümmungshalbmesser  in  Polarcoordinaten  aus- 
zudrücken, halten  wir  uns  an  die  Formel 

ds 

worin  d$  schon  durch  Nr.  8)  bekannt  und  daher  noch  dt  zvl  berech- 
nen ist.     Die  Formel  3)  liefert 

r' 

X  —  Ö  =  arccot  — , 

r 

daher  ist 

rdr*  —  r'  dr 

^                        r2                         rdr'  —  r'dr 
dv  —  dd= 7-T—    = ^2  4.  r'a 


Hf) 


dr'          ,  dr 
r«  +  r'« ^0  =  —    ^,  _j_  ^,a    «9 
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oder 


dx  = 


dd. 


und  nun  ergiebt  sich  vermöge  der  Werthe  von  äs  und  dt 


9) 


Für  den  Fall ,  dass  die  Gleichung  der  Curve  unentwickelt  in 
Polarcoordinaten  gegeben  ist,  hat  man  r'  und  r'^  nach  §.  16  zu  be- 
rechnen. 


§24. 


Beispiele  zu  den  vorigen  Formeln. 


L  Die  Kegelschnitte.  Nimmt  man  den  einen  Brennpunkt 
des  Kegelschnitts  zimi  Pol,  die  Hauptachse  zur  Abscissenachse  und 
rechnet  den  Winkel  Q  vom  nächsten  Scheitel  aus,  so  ist  bekanntlich 
die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte 


1) 


P 


1  -{-  e  cosO 


Fig.  27. 


E 


N 


D 


Vector  und  Normale  die  Formel 


und  in  Beziehung  auf 
Fig.  27, 

FF=r,  ^ÄFFz=e; 
dabei  bedeutet  p  den 
Halbparameter  gleich  der 
Brennpunktsordinate^ä^ 
und  s  die  numerische 
Exentricität,  d.  h.  das 
Verhältniss  von  r  zum 
Abstände  P^  des  Punk- 
tes JP  von  der  Directrix 
DE.  Aus  Nro.  1)  erhält 
man  für  den  Winkel 
FP  F  =  ^  «wischen 


B  stn  0 
1  -\'  scosO 

und  für  dessen  Supplement  F*F  Z/,  welches  %  heissen  möge, 
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tanx  =  -z—, Ä> 

1  +  «cos  6  .  8  sind 

cosx  =  T^  ,     stnx  = 


Vi    +  2sC0sd  +   «2'  Vi   4-  2  6C08d  +  £^ 

Hieraus  kann  der  Winkel  zwischen  der  Normale  und  der  Hauptachse 
abgeleitet  werden ;  es  ist  nämlich  ^  F  UP  =  0  —  Xf 

sin F  VF  =  sin  0  cosx  —  cos 0  sinx 
und  nach  Substitution  der  Werthe  Yon  cos  x  nnd  sin  X 

stnFüP  =  ,  .  . 

Vi   +   2  6C08d  +  6« 

In  dem  Dreiecke  FPU  kennt  man  jetzt  eine  Seite  FP^=  r 
und  alle  Winkel,  woraus  die  übrigen  Seiten  F  U  und  Pü  =  u  leicht 
zu  berechnen  sind.     Man  hat  zunächst 


mithin 


^  _  ,       rstnx 

Fü  = ^^  =  fir 

sinFüP 


FU  r         ^„        r^ 

FU  = 


r  PN'     "  "  ~  PN' 

dies  giebt  eine  neue  Normalenconstruction  entweder  mit  Hülfe  der  Di- 
rectrix  oder  bequemer  in  der  Weise,  dass  man  auf  dem  Vector  die 
Strecke  FT  gleich  der  grossen  Halbachse  des  Kegelschnitts  nimmt, 
T  mit  dem  Mittelpunkte  G  verbindet  und  nachher  die  Normale 
P  eil  TC  legt.     Für  die  Normale  u  erhält  man 


u  = 


r  sin  ö 


=  rV"l  +  26  cosd  +  6« 


sin  F  UP 
mithin 

ucosx  =^  r(l  -{-  Bcos6f)  =■  p; 

hierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die  Projection  der  Nor- 
male auf  den  Yector  eine  constante  Grösse  und  zwar  gleich  dem 
Halbpatameter  ist.  Nimmt  man  demgemäss  auf  dem  Yector  die 
Strecke PS=jPG^  und  errichtet  in  S  auf  PS  eine  Senkrechte,  so  be- 
stimmt letztere  auf  der  Achse  den  Punkt  U,  durch  welchen  die  Nor- 
male geht.     Aus  der  obigen  Gleichung  ersieht  man  femer  die  geo- 

u  ... 

metrische  Bedeutung  von  — ,  und  hierdurch  wird   die  in  §.  22  für 

den  Krümmungshalbmesser  entwickelte  Formel  zur  folgenden 

Q  =  —  usec^Xi 
deren  Construction  einfach  darin  besteht,  dass  man  in  U  auf  der  Nor- 
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male  eine  Senkrechte  errichtet,  welche  den  Vector  in  B  schneidet,  und 
nachher  durch  B  eine  zu  PÄ  senkrechte  Gerade  legt,  welche  der 
Normalen  im  Krümmungsmittelpunkte  Q  begegnet. 

IL  Die  Lemniscate.  Auf  einer  Geraden  sind  zwei  feste 
Punkte  F  und  G  im  Abstände  FG-  =  2c  gegeben,  und  es  wird  der 
geometrische  Ort  des  beweglichen  Punktes  P  für  den  Fall  gesucht, 
dass  das  Rechteck  J^P  .  6r  P  von  constantem  Inhalte  und  zwar  gleich 
dem  Quadrate  üherlFG  =  c  ist.  Auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  bezogen,  dessen  «-Achse  die  Gerade  FG  (Fig.  28)  und 
dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  von  F  G  ist,  lautet  die  Gleichung 
der  Curve 

V(c  — a;)2  +  y2 .  V(c-f  aj)24-y3  =  c« 
und  nach  gehöriger  Reduction 

(a;2  _|_  y2)2  =  2  c»  (a?2  —  y«). 

Durch  Einführung  von  Polarcoordinaten  (x  =  rco$0,  y  =  r  sin  8) 
wird  die  Gleichung  einfacher 

r^  =  2c^r^  cos2d 
oder,  wenn  cV2  =  a  gesetzt  wird, 

r  =  aV  co8  2d. 
Hieraus  ergiebt  sich  augenblicklich 

tanip  =  tan2d\ 
der  spitze  Winkel  zwischen  Vector  und   Normale  beträgt  also  das 
Doppelte  von  ö,  wonach  die  Normale  sehr  leicht  zu  construiren  ist. 

Fig.  2a  Fig.  29. 


IIL  Die  Kreisevolvente.  Wenn  eine  Gerade  ohne  zu  glei- 
ten so  um  einen  Kreis  herumgedreht  wird,  dass  sie  denselben  immer 
berührt,  so  beschreibt  ein  bestimmter  Punkt  der  Geraden  die  ge- 
nannte Curve.  Bei  der  Anfangslage  der  Geraden  sei  A  jener  Punkt 
und  zugleich  Berührungspunkt,  eine  spätere  Lage  der  Geraden  sei 
QP,  der  Wälzungswinkel  AOQ  =  Qu,  ^  ÄOF  =  d,  ÄO  =  a 
(Fig.  29),  es  ist  dann 
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QP  =  arcQA  =  a(ü, 
mithin  in  dem  Dreiecke  OF  Q 

r  =  aV  1  +  o^,    tan  (cd  —  Ö)  =  g>. 

Durch  Elimination  von  d  würde  man  aus  diesen  Gleichungen 
eine  Gleichung  zwischen  r  und  fl  ableiten  können,  doch  ist  es  beque- 
mer, die  obigen  Gleichungen  ungeändert  beizubehalten  und  o  als  un- 
abhängige Variabele  zu  betrachten.     Man  hat  jetzt 

_            aa  den         da  —  dd  , 

ar  ^=  ,  /■  ,    — TT 7;r-=aa> 

V  1^-012       C0S2(C}  — ö) 

and  aus  der  zweiten  Gleichung 

dO  =  sin^Coo  —  d)da}  =t"-; — -  d(0^ 
mithin  durch  Division 

,        dr        aVl  +  o* 


r" 


dO  ~         (o 


Setzt  man  wie  früher  Z.  OPV  =  ^,  zl  OPQ  =  %,   so  er- 
giebt  sich 

r'  1  1 

tanip  = = ,    t(mx=  —  =  cot(a)  —  0), 

es  ist  folglich  %  =  90^  —  Z.  P  0  Q  oder  P  Q  die  Normale ,  wie  zu 
erwarten  war. 

Man  hat  femer 


är  =  dl ! J  = .  ^(o 

und  durch  Division  mit  dd 

„  aVTT^ 

nach  Formel  9)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich 

mithin  ist  Q  der  Krümmungsmittelpunkt,  wie  sich  nach  der  Ent- 
stehungsweise der  Gurve  erwarten  liesa» 


\ 
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§.  25. 

Tangenten  und  Normalebenen  an  doppelt  gekrümmten 

Linien, 

I.  Eine  Curve  doppelter  Krümmung  hat  bekanntlich  zwei  Glei- 
chungen, weil  sie  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  angesehen  werden 
kann;  sind  die  Gleichungen  der  letzteren  gegeben,  etwa  in  der  Ge- 
stalt 

80  kann  man  aus  ihnen  einmal  /s,  einmal  y  eliminiren  und  erhält  dann 
zwei  neue  Gleichungen  von  der  Form 

2)  y=(p(x),         0  =  if(x), 

womit  die  Projectionen  der  Curve  auf  die  a?y-  und  auf  die  a?^- Ebene 
bestimmt  sind.  Es  mögen  nun  zwei  Curvenpunkte  PundPi  betrach- 
tet werden,  deren  Coordinaten  x,  y,  0 und x  -\-  ^x^ y  -\-  ^y , e  -f"  ^^ 
heissen  sollen.     Die  Länge  der  Sehne  PP\  ist 

PPi  =  V  dx^  +  ^y^  +  ^e^ 

und  wenn  wir  die  Winkel,  welche  PP^  mit  den  Coordinatenachsen 
einschliesst,  durch  Ö-p,  <Jy,  (J,  bezeichnen,  so  haben  wir 

^x  1 


cos  <J*  = 


y  ^X'^   +   z/l/2   -1-   ^^2 


K>+(Ä)'+(^)" 


cos  (Sy    = 


^y  z/a? 


V^x^  +  ^y^  +  dß^ 


K'+(^;+(Ä)'' 


/iz  jdx 

cos  (5,  = 


^x) 


i^'H-m'+t 


Bei  unendlich  abnehmenden  /d  x  rücken  die  Punkte  P  und  Pj 
einander  immer  näher,  die  Secante  dreht  sich  um  den  fest  bleibenden 
Punkt  P  und  geht  schliesslich  in  die  Tangente  über,  deren  Richtung 
durch  drei  neue  Winkel  r^,  r^,  tz  bestimmt  wird;  aus  den  vorigen 
Gleichungen  erhalten  wir  jetzt  die  folgenden 


Costa!   = 
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1  1 


K'+(Ä)'+(S) 


2  V  1    +   2/'2   ^   ^'/ 


CÖSty      = 


äy 

dx y^ 


"\    v^^m^m'  '^^TT^TT'-.' 


cösr,  = 


dz 

dx  e' 


Vi  ^.(^y  +  (4£\*     VThFTm^^ 


Der  gemeinschaftliche  Nenner  der  drei  Brüche  hat  einen  geo- 
metrischen Sinn.  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Bogen  PPi  mit  ^s 
imd  die  gleichnamige  Sehne  mit  ^<^,  so  findet  die  Gleichung  statt 

ds         ^8      ^6 


= ^;  V  • + (^/ + m-' 


/Ix        /l(S     ^x        /i6   r  \/lx/        \ 

bei  verschwindenden  /dx  convergirt  --3-  gegen  die  Grenze  1  und  aus 
der  vorigen  Gleichung  wird 

*)      j7=i/'+(^)'+(iy 

oder 

5)  ds^  =  dx^  4-  dy^  +  de^. 

Durch  Substitution  von  Nro.  4)  in  Nro.  3)  erhalten  wir  für  die 
Bichtungswinkel  der  Tangente  folgende  Formeln: 

dx  dy  dz 

ei\  C03Xx^=^-z—^         C08ty=^'-^t        COSXg  =  -r—* 

"-'  ds  ^         ds  ds 

Um  die  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  xyz  aufzustellen, 
nennen  wir  f,  i^,  S  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Tangente,  r  seinen  Abstand  vom  Punkte  xyz  und  haben 

I  —  X  =  rcosta:,    ri  —  y  =  rcost^,     %  —  jer  =  roosr^ 

....  g  — a?_  1?  — y_e  — ^ 

mitnin  •  = = 

cos  Xgf         cos  Xy         cos  x^ 

oder  vermöge  der  drei  angegebenen  Cosinuswerthe 

^  dx  dy  dz 

ds  ds  ds 
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Denkt  man  sich  die  Tangente  auf  die  Ebenen  xy  und  xz  pro- 
jicirt,  so  gelten  für  die  Projectionen  die  Gleichungen 

d.  h.  die  Projectionen  der  Tangente  sind  die  Tangenten  an  den 
gleichnamigen  Projectionen  der  Gurve,  was  geometrisch  immittelbar 
einleuchtet. 

IL  Eine  Ebene,  die  senkrecht  zur  Tangente  durch  den  Berüh- 
rungspunkt der  letzteren  gelegt  ist,  heisst  eine  Normalebene  der 
doppelt  gekrümmten  Curve;  ihre  Gleichung  findet  sich  auf  folgen- 
dem Wege.  Sind  ^)  17,  S  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Normalebene,  so  muss  die  gesuchte  Gleichung  von  der  Form 

sein,  weil  die  fragliehe  Ebene  den  Punkt  xye  enthalten  muss.  Da 
femer  die  Normalebene  senkrecht  zur  Tangente  liegen  soU,  so  müs- 
sen ihre  Stellungswinkel  identisch  mit  den  Winkeln  r^^,  r,,  Xg  -sein, 
woraus  nach  bekannten  Sätzen  der  analytischen  Geometrie  folgt 

A  i  B  :  C  =^  cosTg.  :  cos Xy  :  cosxg. 

Die  Gleichung  der  Normalebene  ist  daher 

cosXx^^  —  x)  +  co8Xy{ri'—y)  +  cos  r,  (g  —  j?)  =  0 
d.h. 

oder  auch 

10)  |_.  +  |j(,_,)  +  |l(t-.)  =  o. 

Die  in  den  vorigen  Formeln  auftretenden  Differentialquotienten 

-~  und  -T—  kann  man  aus  den  Gleichungen  2)  unmittelbar  erhalten, 
dx  dx 

wenn  die  Gleichungen  der  Curve  in  dieser  Form  gegeben  sind;  kennt . 

man  aber  nur  die  beiden  Flächen,  als  deren  Durchschnitt  die  Linie 

angesehen  wird,  und  lässt  sich  die  im  Anfange  dieses  Paragraphen 

angedeutete  Elimination  nicht  ausführen,  so  muss  man  die  Gleichun* 

dy  dz 

gen  1)  zur  Entwickelung  von  -r^  und  -r—  benutzen.     Die  Differen- 

CvX  CvX 

tiation  derselben  giebt  unter  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  eine 
unabhängige  Yariabele  x  und  zwei  abhängige  Yariabelen  ^,  z  vorhan- 
den sind. 
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8/ 

dx 

dF 

dx 


+ 


+ 


dl 

dy 

dF 
dy 


dy 
dx 

dy 
dx 


+ 


+ 


df 

de 
dF 
de 


de 
dx 
de 
dx 


=  0, 


=  0, 


und  hieraus  findet  sich  durch  Elimination 

df     dF        dF 

=  + 


dif 
dx 


dx      de 


8/ 

■  ■     ■■■        •       ■  ■  » 

dx      de 


11) 


dz 
dx 


dF 

dy 

dl 

dx 


dl 

dz 

d£ 

dy 


dl 

dy 

d£ 

dx 


d£ 

dz 

dl 

dy 


dF    df 


dl 

dy 


dF 

dz 


dy      dz 
Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  einer  Eugelfläche  mit  einem 


Fig.  30. 


Cylinder,  dessen  kreisförmiger 
Querschnitt  den  Eugelhalbmes« 
ser  zum  Durchmesser  haben, 
und  dessen  Mantel  durch  den 
Kugelmittelpunkt  gehen  möge. 
Nennen  wir  2  a  den  Eugel- 
halbmesser  und  legen  die  x* 
Achse  in  die  erzeugende  Ge- 
rade, welche  durch  das  Kugel« 
centrum  geht  (Fig.  30),  so  gel- 
ten für  unsere  Gurre  folgende 
Gleichungen 


f(x,  y,  £r)  =  aj2  4-  3/«  +  ^2  —  4a2  =  0, 
Fix,  y,  z)  =  y^  ^  2az  +  z^  =  0. 
Daraus  erhalten  wir 

dl 

dy 

dF 


df_ 

dx 

dF 


—    2Xy 


=  2t/, 


dx 


=  0, 


dy 


dl 

dz 

dF 

dz 


=  2z, 


=  2(z  —  a) 


und  mittelst  der  Formeln  in  Nro.  11) 

dy  x(z  —  g)         dz  

dx  a«/      '       dx 

demnach  sind  die  Gleichungen  der  Tangente 


X 

a 


n 


xiz  —  d)^ 


a 


(I  -  *). 
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Die  Gleichung  der  Normalebene  ist 

I  -  ^  +  -5^^  (ri-y)  -  —  (f-^)  =  0 
und  bei  gehöriger  Boduction 

—  I  H ^  —  t  =  0; 

X  y       ' 

man  ersieht  hieraus,  dass  die  Normalebene  immer  durch  den  Coor- 
dinatenanfang  (den  Kugelmittelpunkt)  geht,  was  bei  einer  sphärischen 
Curve  zu  erwarten  war. 

§.  26. 

Die  Krümmung  räumlioher  Curven. 

I.  So  wie  wir  in  §.  22  den  Grenz p unkt  aufsuchten,  in  wel> 
chen  der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalen  einer  Plan- 
curve  überging,  wenn  die  Normalen  in  einander  fielen,  so  können  wir 
auch  bei  doppelt  gekrümmten  Curven  die  Grenzlinie  bestimmen,  in 
welche  der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalebenen  beim 
Zusammenfallen  dieser  Ebenen  fortrückt.  Zu  diesem  Zwecke  be- 
trachten wir  zwei  Punkte  P  und  Pi ,  deren  Coordinaten  a? ,  y ,  jer  und 
X  -|-  ^x,  y  -f"  ^Vt^  •\-  ^^  heissen  mögen,  und  legen  durch  jeden 
eine  Normalebene;  die  Gleichungen  dieser  Ebenen  sind 

1)  (I  — iP)dfaJ  +  (ri  —  p)dp  +  (t'-js)d0  =  0, 

(^  —  Xi)dxi  +  (V  —  y^dyi  +  (t  —  ^i)dzi  =0. 
In  Beziehung  auf  x,  y,  JSf  betrachtet,  ist  die  erste  Gleichung  un- 
ter der  allgemeinen  Form  i(x,  y,  js)  ^=  0  enthalten ,  die  zweite  un- 
ter der  entsprechenden  Form  f(a5i,  yi,  JSi)  =  0   oder  i(x  -\-  ^x% 
y  -\-  dy ,  z  +  ^z)  =  0 ;  es  gilt  aber  immer  die  Gleichung 

i{x  +  dx,  y  -{-  Jy,  z  +  ^z)  =  f(a;,  y,  z)  +  Ji(x,  y,  z), 

worin  ^i(x,  y,  z)  die  totade  Differenz  der  Function  {  bedeutet,  fer- 
ner ist  f(a;,  y,  ier)  =  0,  mithin  lässt  sich  die  Gleichung  der  zweiten 
Normalebene  durch 

2)  ^[{^^x)dx  +  (v-y)dy  +  (t-^)dz]  =  0 
darstellen.     Um  noch  auszudrücken,  dass  später  die  zweite  Normal- 
ebene mit  der  ersten  zusammenfallen  soll,  schreiben  wir  d  statt  i^, 
und  erhalten  durch  Ausführung  der  angedeuteten  totalen  Differentiation 

(I  — i»)d«a?  +  (vi'-'y)d^y  +  (i  —  z)d^z     _ 

—  dx^  —  dy^  —  dz^ 
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öder  kürzer 

3)  a-x)d^x  +  (rj-y)d^p  +  (t'^is)d^j,  =  d8\ 

Die  Gleichungen  des  DurchBchnittes  beider  Normalebenen  wür^ 
den  sich  jetzt  dadurch  finden,  dass  man  einmal  ?  — •  ^,  das  andere 
Malrj  —•  y  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  eliminirte;  da  es  uns 
aber  nur  auf  die  Grenzlinie  des  Durchschnittes  ankommt,  so  nehmen 
wir  die  Gleichung  3)  statt  Nro.  2),  wobei  der  beabsichtigte  Ueber- 
gang  zur  Grenze  schon  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  -^^  ausge- 
sprochen ist.     Indem  wir  die  Abkürzungen 

4)  X  =  dyd^e  —  dzd'^y,  T=  dzd'^x  —  dxd'^e, 

Z=  dx  d^y  —  dy  d^x 
einführen,  erhalten  wir  mittelst  der  angedeuteten  Elimination 

5)  '  ^  ^ 


j:~^  =  4-(S-^)  + 


ds'^dy 


und  dies  sind  nun  die  Gleichungen  der  Grenzlinie  des  Durchschnittes 
von  zwei  benachbarten  Normalebenen.  Die  Winkel ,  welche  die  ge- 
nannte Grenzlinie  mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst,  mögen  d'^, 
•O'y,  d'g  heissen;  nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geo- 
metrie ist  dann 

ß^  COSd'a.  COSd'^   ^  COSd'g 1 

X   ~    Y   ~    z    '^  yx2  +  r^  -f-  Z2* 

Auf  die  hiermit  bestimmte  Grenzlinie  fällen  wir  vom  Punkte  P 
eine  SenkrechCe  P  Q ;  den  Fusspunkt  Q  nennen  wir  den  zu  P  gehö- 
rigen Krümmungsmittelpunkt,  die  Länge  PQ  =  q  den  Krüm- 
mungshalbmesser. Sind  nun  ^-r,  py,  Qg  die  Winkel,  welche  p  mit 
den  Coordinatenachsen  bildet,  so  gelten  erstens  die  drei  Gleichungen 

7)  I  —  a?  =  9  cos ^;p ,    V  —  y  =  QcosQj,,    t  —  0  =  QcosQg, 
femer  ist,  weil  die  Grenzlinie  und  der  Krümmungshalbmesser  einen 
rechten  Winkel  einschliessen, 

COSd'a.  COSQx  +  COSd'j,  COS  Qp  +  COS&'g  COS  Qg  =  0, 

oder  auch  durch  Substitution  der  sechs  Cosinuswerthe  aus  6)  und  7) 

8)  xa-'X)+T(ri^y)  +  Z(t^i,)  =  0. 

Zur  Bestimmung  von  |,  ^,  £  führt  nun  die  Bemerkung,  dass 
der  Krümmungsmittelpunkt  sowohl  in  der  Grenzlinie  5)  als  auch  in 
der  Senkrechten  PQ  liegt,  dass  also  |,  ^,  S  den  Gleichungen  5),  7) 
und  8)  genügen  müssen ;  hieraus  findet  man 

SehlOmiloh,  Analysls.   I.  8 
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,  Zäx  —  "Käz      _  « 

9)  i       'y  -  3/  =  3;2  4_  ^2  +  Z^  ^^^ 

5      ^  —  X2  +  r2  4-  Z3  ^  • 

Für  dio  Grösse  des  Erümmungshalbmessers  erhält  man 

und  nach  Substitution  der  vorigen  Werthe 

V  (re?;?— Zdft^)2  4.  {Zäx  —  Xdzy  +  (Zc?2^—  Te^a;)«  ^  , 

10)  9= X2  +  r«  +  ^ ^*- 

Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen,  entwickeln  wir  die  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Quadratsumme,  geben  ihr  die  neue  Form 
'X.\{dy'^  +  äz'')  +  ^2  {dz''  +  e?a?2)  +  Z«  (da?«  +  dfy») 
—  2{^Ydxdy  +  ZXdzdx  +  YZdydz) 

und  ersetzen  die  Coefficienten  von  X^y  Z*,  Z2  durch  die  gleichgel- 
tenden Werthe 

(fs2  _  eia;»,      dfs2  —  dy»,      ds«  —  dz^\ 

die  vorige  Quadratsumme  geht  dann  über  in 

(Z2  +  r2  +  Z2)  dfs2  _  (Xöfa;  +  Fc^^^  +  ZdzY , 

und  hier  verschwindet  der  Subtrahend  vermöge  der  in  Nro.  4)  ange- 
gebenen Werthe  von  X,  IT,  Z.  Damit  verwandelt  sich  die  Formel 
10)  in  die  folgende 

11)  g    =    ,y 

VZ3  ^  Y^  +  Z^ 

Femer  überzeugt  man  sich  durch  gewöhnliche  Ausrechnung  von  der 
Richtigkeit  der  Gleichung 

Z2  +  r«  +  Z2  =  [(d^xy  +  {d^yy  +  (d'^zy  —  {dny^ds^, 

und  kann  daher  statt  der  Formel  11)  auch  die  folgende  schreiben 

d^ 

^  ~V{d^xy  +  (d^yy  +  (^2^)2  —  (d^s/' 
diese  ist  wieder  einerlei  mit 

12)       Q  = 


1 


wie  man  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen  finden 
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wird.  Endlich  kann  man  die  Formeln  9)  durch  die  folgenden  er- 
setzen 

4^1)  aM  d(^) 

13)  ^-x=:Q^-j^,r,-y  =  Q^—j-,t-^^Q^-j^- 

Nicht  überflüssig  ist  die  Bemerkung,  dass  man  zu  diesen  For- 
meln auch  auf  einem  anderen  Wege  gelangen  kann,  wobei  der  Krum- 
bs 
mungshalbmesser  als  der  Grenzwerth  des  Verhältnisses  --r-  angese- 
hen wird,  wenn  ^t  den  Winkel  zwischen  den  Tangenten  in  den 
Punkten  P  und  Pi  bedeutet.  Wir  wollen  diese  Betrachtung  kurz 
durchführen,  weil  sie  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  auf 
S.  98.  gegebenen  Entwickelung  ist.  Die  Tangente  im  Punkte  P 
bildet  mit  den  drei  Goordinatenachsen  die  Winkel  r«,  ty,  tg,  deren 
Cosinus  an  die  Gleichung 

14)  *       (cosr^y  +  {cosxyy  -f-  {cosz^^  —  1 

gebunden  sind;  die  Tangente  im  nächsten  Punkte  Py  schliesst  mit 
den  Achsen  drei  neue  Winkel  ein,  deren  Cosinus  von  den  vorigen 
Cosinus  verschieden  sind  und  durch 

cos  Xx   +  ^COS  %x ,  cos  Xy  •\-  /i  cos  Xy  ,  cos  Xg  -{-  ^  cos  Tg 

bezeichnet  werden  können;  für  dieselben  gilt  die  entsprechende 
Gleichung 

15)  (cOSXx  +  ^COSXx)^  +  (COSXy-\-JcOSXyy  +  (C0SXg-[-^C0SXgy=  1. 

Beide  Tangenten  bilden  mit  einander  den  Winkel  jdx,  welcher  be- 
stimmt wird  durch  die  Formel 

COSdx  =  COSXg:(cOSXx  -\-  ^COSX^)  +  C0SXy(C0SXy  -\-  ^COSXy) 

+  cos  Xg  (cos  Xg-\-  /Icos  Xg), 
Subtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
Gleichungen  14)  und  15),  so  bleibt 

2(1 --cos^x)  =  (jdcosx^y  +  (Jcosxy)^  +  (JcosXs,y^ 
woraus  folgt 

2sin\^x  =  V(JcosXx)^  +  {dcosXy)^  -f  (JcosXg)^. 
Ferner  ist,  wenn  der  Bogen  PPi  mit  ^s  bezeichnet  wird, 

^s  sin\^x  ^$ 

^v  Jz/r       2sini^v 

und  nach  dem  Vorigen 
^s        sinlJx  1 

_       .         _  .    _  ■■■■—  -  - ^ M. * 


z/r  \^x 


\f(^cosZx\^  ,    (dcosXy\^       (jdcostX^ 


8* 


n 
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Gehen  wir  nun  zur  Grenze  für  verschwindende  /Js  und  ^Jt  über, 
so  erhalten  wir  linker  Hand 

_ .     z/s         ds 
Lim  —r-  =  -3—  =  p, 
z/t         dt         ^ 

rechter  Hand  convergirt  der  erste  Bruch  gegen  die  Einheit,  und  da- 
mit gelangen  wir  zu  der  Formel 

1 

Q  =  r — r-  , 

\/  fdcostA^       /dcosty^       fdcosTgY 

V  \dr)  +  \rdr)  +  \~dr) 

welche  nach  Substitution  der  Werthe  von  costx,  cost^,  cosXg  (Nro.  6 
in  §.  25)  mit  Formel  12)  identisch  wird. 

Die  obigen  Formeln  zur  Bestimmung  des  Erummungsmittel- 
punktes  sowie  des  Krümmungshalbmessers  gelten  völlig  allgemein, 
welche  auch  die  unabhängige  Yariabele  6ein  möge ;  sie  vereinfachen 
sich  aber,  wenn  man  eine  der  Grössen  x,  y,  jsf,  s  als  unabhängige 
Veränderliche  betrachtet.  Wird  z.  B.  die  Curve  durch  ihre  Horizontal- 
und  Verticalprojection  bestimmt,  so  ist  x  die  unabhängige  Yariabele, 
dx  ein  irgendwie  beliebig  gegen  die  Null  convergirender  und  eben 
desshalb  von  x  unabhängiger  Zuwachs  des  x,  folglich  d^X  =  0 ;  un- 
ter Benutzung  der  gewöhnlichen  Zeichen 

i|  =  /  =  9.'(a.),      ^  =  ,"  =  9."(.)  u.  B.  w. 

erhält  man  jetzt  aus  den  Formeln  1 1)  und  9) 

17)  p  =  V       (1+y^^T^ 


I  —  a?  =  —  p- 


'2)3 

y'y"  +  z'js" 


(1  +  y'-i  -f  z'^y' 

laV       \    ri     ,,  -  o^  ^I^ilJmL^^LiziI^ 

18)  (       V-y-Q'       (1  ^  ^y,  ^  ^,,y       . 

e  -  i.  =  02  ^'  +  (y' ^' -  y'' ^'W 

.       ^     (1  +  y"^  +  j^'^y 

Die  Gleichungen  18)  enthalten  nach  Substitution  der  Werthe 
von  y,  y',  y'\  z,  z\  z"  und  q  nur  die  vier  Variabelen  x,  |,  iy,  g; 
man  kann  daher  durch  Elimination  von  x  zwei  Gleichungen  zwischen 
I,  97,  S  bilden.  Diese  neuen  Gleichungen  bestimmen  den  geometri- 
schen Ort  der  Krümmungsmittelponkte. 

Besonders  symmetrisch  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn  man  s 
als  unabhängige  Variabele,  mithin  a?,  3^,  ^e?  als  Functionen  von  8  an- 
sieht ;  es  ist  dann  d'^  8  ^=2  Q  und 
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1 


19)  9  = 


V(S)' + (W + (B)' ' 


V    ..  d^sc  d^v     \  d'^0 

20)1-*  =  ,«^,     ,_,  =  ,»^.     g_.  =  <,e_. 

IL  Wir  kehren  wieder  zu  den  Formehi  6)  zurück,  um  eine  weitere 
Bemerkung  daran  zu  knüpfen.  Legt  man  durch  den  Punkt  P  eine 
Ebene  senkrecht  zur  Grenzlinie  6),  so  erhält  man  die  Ebene  des 
Erümmungskreises,  die  sogenannte  Erümmungsebene;  ihre  Glei- 
chung ist  bereits  in  Nro.  8)  gefunden  worden,  nämlich 

xd-«)  +  Tin-y)  +  zi%-B)  =  0. 

Diese  Ebene  ändert  ihre  Lage  von  Funkt  zu  Punkt,  und  man 
kann  daher  den  Winkel  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Erüm- 
mungsebenen  bestimmen«  Da  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  der- 
selbe ist  wie  der  Winkel  zwischen  zwei  auf  diesen  Ebenen  errich- 
teten Perpendikeln,  so  brauchen  wir  nur  den  Winkel  zu  ermitteln, 
welchen  zwei  aufeinander  folgende  Grenzlinien  einschliessen.  Die 
Richtungswinkel  %'x',  ^p,  ^«  der  ersten  Grenzlinie  befriedigen  die 
Gleichung 

(cos&^y  +  (cosd'j,y  4-  (cosa-,)«  =  Ij 

die  zweite  Grenzlinie  hat  andere  Richtungswinkel,  deren  Cosinus 
durch  cos  d^g. -{-  ^cos&x^  cos  %'y'\-  /l  cos  '9'y ,  cos  ^z-\-  J  cos  -O",  darge- 
stellt werden  können,  und  für  welche  die  Gleichung  gilt 

(cos  ^x-^-^  cos  ^'xY  +  {cos  %'y-\'^  cos  ^yY  +  {cos  ^z  +  ^cos  %'sY  =  1 ; 
endlich  bilden  die  beiden  Grenzlinien  mit  einander  einen  Winkel  ^o, 
dessen  Cosinus  durch  folgende  Formel  bestimmt  wird : 

cos  ^  CD  =  C0S%'x{C0S%'x  +   ^COS^x)   +  C0S%'y{C0S%'y  +   ^COSd^y) 

+  COSd'jf{cOSd'g  -{-   ^COSd",). 

Subtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
beiden  vorigen  Gleichungen,  so  erhält  man 

2{l—- cos  J  cd)  =  {Jcos^xY  +  {^cosd'yY  +  {Jcos^ty, 

2sinlJ(o  =  V  {^cosd'xY  +  {dcos^yY  +  (^ cos «•,)». 
Femer  ist 

^s        sin  5-^0}  /ds 


sinldm  1 
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beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  ^s  und  ^oi  wird 
JAm  -ZT'    =  ■"^^  und  diese  Grösse  nennt  man  den  Halbmesser 

der  «weiten  Krümmung  oder  den  Torsionshalbmesser;  er 
liegt  senkrecht  9um  Krümmungshalbmesser  und  bestimmt  sich  durch 
die  Formel 

'        ^-        1 //££0»^Y       /dfcos£^Y       /dcosd^Y 

Pifferenzirt  man  cos^xi  cosd'^^  cosd'gf  indem  man  ihre  Werthe 
aus  Nro.  6)  nimmt  und  die  Abkürzungen 

82)  U=YdZ'-'ZdT,  V=ZdX—XdZ,  W=XdY-'YdX, 

JR2  =  X«  +  r«  +  Z« 

einfährt,  so  findet  man  leicht 

,  ^  VZ--W.Y  .  ^  WX—UZ  .  ^  UY—VX 
dcos9'^  = ^ ,  acos'9'y= ^ ,  dco8V,  = — , 

_  ^jj2  +  F»  +  w^)  (z»  +  r^  +  z^)  -  {TJX  +  7 r  +  ttz)« 

zufolge  der  Werthe  von  U,  F,  W  ist  aber  Ü'Z+  Fr4-  TFZ=0, 

mithin 

ira  4.  Fa  -L   wa 

23)  pj  =     . 

V  CT«  +  F2  +  TF2 

Um  17,  F,  TF  weiter  zu  entwickeln,  berechnen  wir  zuerst 

dX=i  dyd^js  —  dzd^y,  dY  =  dad^x  —  dxd^a, 

dZ  =^  dxd^y  —  dyd^Xy 

und  leiten  hieraus  CT,  F,  W  nach  Nro.  22)  ab,  indem  wir  zur  Ab- 
kürzung setzen 

24)  8  =  (d^xd^y  —  d^yd9x)djsf  +  (d^^d^x  —  d^xd^e)dy 

+  {d^yd^ß  —  d2jer£?3y)e?ir; 
wir  erhalten 

F=  gJa?,     r=Bdy,     W=Sd0, 

Vu^  +  F«+  TF2  —  S  V^^M^T^^"^  =  Seifi, 
mithin  nach  N;:o.  23) 

25)  ,,==E1±^±M. 
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Wenn  für  alle  Punkte  einer  Curve  die  Gleichung  S  =  0  be- 
steht, so  ist  (>i  =  00  ,  d.  L  je  zwei  auf  einander  folgende  Krümmungs- 
ebenen fallen  zusammen.  Die  Gleichung  jS  =  0  spricht  also  die 
allgemeine  Bedingung  aus,  unter  welcher  eine  im  Räume  liegende 
Curve  eben  ist. 


§•  27. 
Tangentialebenen  und  Normalen  an  Fläohen. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  kann  entweder  in  der  unentwickel- 
ten Form 

1)  ^  F(x,y,0)  =  O 
oder  in  der  entwickelten  Form 

2)  ß=f(x,y) 

gegeben  sein,   jedenfalls    enthält    sie  zwei  unabhängige   Yariabele, 


Fig.  31. 


welche  in  Fig.  31  durch 
die  Coordinaten  OM=x 
und  MN=  y  dargestellt 
sind,  während  die  dritte 
Coordinate  NP=0  von 
X  und  y  abhängt.  Einer 
partiellen  Aenderung  des 
X  um  MMi  =:NNi  =^x 
entspricht  eine  partielle 
Aenderung  des^ef,  welche 
durch  ^  Zx  bezeichnet 
werden  möge ;  ebenso 
führt  die  partielle  Aen- 
derung des  y,  nämlich 
^^2  =  ^y^  2U  einer 
zweiten  partiellen  Aende- 
rung des  z^  die  ^Zy  heis- 
sen  möge.  Durch  die  drei 
Punkte  P,  Pi ,  P3 ,  deren  Coordinaten  sind 

a?>  y»  ^;     i»  +  -^^j  ^»  ^  +  ^»x\    «?,  2/  +  ^2/»  ^  +  ^^y» 
legen  wir  eine  Ebene,  und  es  sei  die  Gleichung  der  letzteren 

3)  e  =  ^l  +  ^^+  Cf; 

die  Coefficienten  A^  B^  G  müssen  dann  folgende  Bedingungen  er- 
füllen 
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4)  js  =  Ax  +  Bp  +  G, 

z  +  /le^  —  Ai^xAr  ^^)  -\-  By  ^  G, 
z  +  dzy  =zAx-^B(2ß^-  ^y)  +  G. 

Hieraus  erhält  man  leicht 

mithin  ist  die  Gleichung  der  Schnittebene  P  Pi  P^ 

Bei  verschwindenden  ^dx  und  ^y  fallen  die  Punkte  P,  Pi,  Pj 
in  einander,  die  von  der  Ebene  abgeschnittene  Kappe  zieht  sich  auf 
einen  Punkt  zusammen,  die  Schnittebene  wird  zur  Berührungsebene, 

die  partiellen  Differenzenquotienten      .  ^  und     ^  ^-  gehen  in  die  par- 

tieUen  Differentialquotienten  ||.  und  |^  über,  und  daher  ergiebt 
sich    ' 

als  Gleichung  der  Tangentialebene. 

Dass  wirklich  diese  Ebene  alle  durch  den  Punkt  xyjs  gehenden 
Tangenten  der  Fläche  in  sich  enthält  und  daher  mit  Recht  die  Be- 
rührungsebene heisst,  kann  man  auf  folgende  Weise  sehen.  Durch 
zwei  Punkte  der  Fläche,  deren  Coordinaten  x,  y,  z  und  x  +  -^ar, 
y  4-  ^yt  z  -{-  ^z  sein  mögen,  legen  wir  eine  Gerade;  ihre  Glei- 
chungen sind 

Halten  wir  den  ersten  Punkt  fest  und  lassen  ^x,  dy^  dz  gegen 
die  Null  convergiren,  so  wird  die  Secante  zur  Tangente,  und  die 
Gleichungen  der  letzteren  sind 

Der  Uebergang  von  einem  Flächenpunkte  zum  anderen  ge- 
schieht nun  im  Allgemeinen  auf  die  Weise,  dass  man  sowohl  ^o;  als 
dy  willkührlich  wählt  und  die  entsprechende  totale  Aenderung  des 

z  berechnet;   es  ist  daher  — r— ,  mithin  auch  ■—-  eine  ganz  beliebige 

Grösse  g  und  zwar,  geometrisch  betrachtet,  die  trigonometrische  Tan- 
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gente  des  Winkels  zwischen  der  o;- Achse  und  der  Horizontalprojeo^ 
tion  der  Tangente.     Andererseits  hat  man 

,  de   ^      ,    de  ^         de         de    ,     de 

folglich  als  Gleichungen  irgend  einer  durch  den  Punkt  xye  gelegten 
Tangente 

Lässt  man  den  Winkel  zwischen  der  o;- Achse  und  der  Horizon- 
talprojection  der  Tangente  yon  0®  bis  860^  gehen,  mithin  q  alle 
Werthe  von  —  oo  bis  -|-  <30  durchlaufen,  so  erhält  man  rings  um  den 
Punkt  xye  herum  alle  Tangenten  der  Fläche;  die  Gleichung  des  geo- 
metrischen Ortes  jener  Tangenten  ergiebt  sich  durch  Elimination  von 
q  aus  den  beiden  vorigen  Gleichungen,  und  sie  ist  identisch  mit  der 
Gleichung  5). 

Die  Winkel,  welche  irgend  eine  auf  der  Tangentialebene  errich- 
tete Senkrechte  mit  den  Coordinat^nachsen  einschliesst  (die  sogenann- 
ten Stellungswinkel  der  Ebene),  mögen  v^,  Vy,  Vg  heissen;  nach  bekann- 
ten Formeln  der  analytischen  Geometrie  erhält  man  dafür  aus  Nr.  5) 

de_ 

dx 


cos  Vx  =  — 


V(lf)'+fe)  +  ' 


6)  (        COBV.  = 2£ 


V 


m+ii^)+' 


COSVg  =   -|- 


\dy) 
1 


K  (ff)' +(!;)'+■ 


Eine  im  Berührungspunkte  der  Tangentialebene  auf  letzterer 
errichtete  Senkrechte  wird  die  Normale  der  Fläche  genannt;  ihre 
Richtungswinkel  sind  identisch  mit  i/^,  Vy,  Vg  und  daher  durch  die 
Formeln  6)  gegeben.  Da  ausserdem  die  Normale  durch  den  Punkt 
xye  gehen  muss,  so  sind  ihre  Gleichungen  nach  bekannten  Kegeln 
leicht  aufzustellen;  man  findet 
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wobei  man  sich  die  Normale  auf  die  Ebenen  xe  und  ye  projicirt  zu 
denken  hat. 

Die  in  den  Formeln  5),  6)  und  7)  vorkommenden  partiellen 
Differentialquotienten  berechnet  man  entweder  direct  aus  Nro.  2)  oder 
aus  Nro.  1)  nach  den  Formeln 

dF  dF 

d0  dx  da  dy 


3 


dx  dll  dy  ~         dF 

da  da 

Im  letzteren  Falle  nimmt  die  Gleichung  der  Berührungsebene  fol- 
gende symmetrische  Gestalt  an 

^>      -dir  (^"^>  +  ^  (^-^^  +  -87  ^^"'^  =  ^' 

Setzt  man  femer  zur  Abkürzung 

SO  erhält  man  aus  Nro.  6) 

dF  dF  dF 

dx  dy  da 

10)  COSVa:  =  -j^,       COSVj,  = —^,       COSV^  =  '-^, 

und  als  Gleichungen  der  Normale: 

^  dF    ~     dF    ~     dF    ' 

dx  dy  da 

Passende  Beispiele  für  alle  diese  Formeln  bieten  die  Flächen 
zweiten  Grades;  bei  den  Flächen  ohne  Mittelpunkt,  deren  Gleichun- 
gen von  der  Form  a  =  Äx^  +  By^  sind,  wird  man  sich  der  For- 
meln 5),  6)  und  7)  bedienen;  bei  den  centralen  Flächen,  deren  Glei- 
chungen in  dem  Schema  Äx^  -\-  JBy^  -|-  ^^^  -\-  D  =  0  enthalten 
sind,  ist  die  Anwendung  der  Formeln  8)  bis  1 1)  bequemer,  weil  man 
damit  Wurzelzeichen  vermeidet.  Für  das  dreiachsige  Ellipsoid  z.  B., 
dessen  Gleichung 

x^  «3  /g2 

—  +  —  +  - 1  =  0 

a^  ^  h^   ^  c^ 

ist,  findet  man  als  Gleichung  der  Tangentialebene 
oder 
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woraus  folgt,  daas  die  Strecken,  welche  die  Berührungsebene  von  den 

Goordinaienadbsfln  abschneidet,  der  Beihe  nach  — ,  —  und  —  sind. 

X      y  z 


§.  28. 
Die  Krümmimg  der  Fläohen. 

i 

Um  die  in.  einem  bestimmten  Punkte  stattfindende  Krämmung 
einer  Fläche  kennen  zu  lernen,  ist  es  das  Natürlichste,  durch  jenen 
Punkt  eine  Normale  auf  die  Fläche,  durch  diese  Normale  eine  Reihe 
von  sonst  beliebigen  Ebenen  zu  legen  und  die  Krümmungen  zu  unter- 
suchen, welche  die  Durchschnitte  dieser  Ebenen  und  der  Fläche  be- 
sitzen. Dieser  Gedanke  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ausfahren.  Die 
Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  xye  mögen  sein 

1)      I  —  a?  +  i?(5  — J?)  =  0  und  12  —  y  +  2(5  —  ^)  =  0, 
wobei  wir  zur  Abkürzung 

dz  dz 

gesetzt  haben ;  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  sei 

3)  «I  +  /Siy  +  yg=l;' 

soll  diese  Ebene  die  Normale  in  sich  enthalten,  so  muss  die  Glei- 
chung 3)  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  man  statt  |  und  i]  die  aus 
Nro.  1)  entnommenen  Werthe  einsetzt;  dies  giebt 

(r  — «!>  — /5g)  %  J^  ttx  +  ßy  +  (ap  +  ßq)z=  1, 
und  diese  Gleichung  kann  für  jedes  £  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn 
gleichzeitig  die  Beziehungen 

4)  y  =  ap  +  ßq, 

5)  ax  +  ßy  +  yz  =:^  1 

stattfinden.  Die  so  bestimmte  durch  die  Normale  gehende  Ebene 
bildet  mit  der  Fläche  eine  Djirchschnittslinie,  die  wir  einen  Normal- 
schnitt nennen  wollen;  die  Gleichungen  desselben  würde  man  da- 
durch finden,  dass  man  erstlich  in  Nro.  3)  a;,  y,  £r  für  |,  17,  ^  setzte, 
wodurch  man  auf  die  Gleichung  5)  kommt,  und  dann  aus  dieser  und 
der  Gleichung  der  Fläche  z  =f(x,  y)  einmal  j?,  das  andere  Mal  y 
eliminirte.  Für  die  Krümmung  des  Schnittes  hat  man,  x  als  unab- 
hängige Variabele  angesehen,  nach  Formel  17)  in  §.  26. 
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^  92  —  {dx^-\-dy^^de''y  ' 

ferner  durcli  Differentiation  der  Gleichungen  der  Fläche  und  der 
Ebene: 

dz  =z  —  dx  -\-  -^  dy  =  pdx  +  q  dy, 

adx  +  ßdy  -f  ydz  =  Ot 

und  durch  nochmalige  Differentiation: 

d^z  =  rdx^  +  2s  dx  dy  +  tdy^  -f  qd^y, 
ßd^y  +  yd^z  =  0, 

wobei  von  folgenden  Abkürzungen  Gebrauch  gemacht  worden  ist: 

Aus   den   obigen   Gleichungen   erhält  man  durch  gewöhnliche 
Elimination: 

dy  ^  -\-  py        dz  pß  —  qa 

dx  jS  +  öy*      dx         /3  +  gy 

Setzt  man  femer  zur  Abkürzung 

«  '  +  -lf  +  '(Ä)'=* 

so  findet  sich  für  die  zweiten  Differentialquotienten: 
d^y  _  My  d^z  _      Mß 

dx'^.  ""        j3  +  qy'     dx^  ~  ß  +  qy' 

Bevor  wir  diese  Werthe  in  die  Formel  6)  einsetzen,  bemerken 
wir  noch  folgende  Transformationen : 

dx^  +  dy^  +  dz^  ^(ß+  qyy  +  (a  +  py^  +  (pß  -  ga^ 

dx\  (ß  +  ay)^ 

wobei  sich  der  Zähler   mit  Rücksicht  auf  y=jpa-|-g^indie 
Form  bringen  lässt: 

aHl+q^)  +  ß^l+p^)  +  2(ap  +  ßq)y  +  (p^  +  q^)y^'-2aßpq 
—  («2  -f  /32  4-  y2)(l  4-j)2  ^  g2)^a^p2^  ß2gi^2aßpq  +  y^ 

=  (cc^  +  ß'  +  y')(i+P'  +  a'h 

demnach  ist  also 

dx^  +  dy^  +  dz^  _  (a^  +  /3«  +  y^)N^ 
^^  dx^  ~         0  +  yq)^         ' 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde : 
10)  N^=l  +  i>2  +  g». 
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Man  hat  nun  weiter 
dyd^jg  —  dzd^y — ßip^^  yp)  -}-y(pß — ö[«)  -mf «iif 

und  zufolge  der  ohen  hestimmten  zweiten  DifiPerentialquotienten  von 
y  und  X: 

/dyd^0  -^  dzd^yY       (d^y\       f^Y—  («2  -f  /?«  +  y8)Jtf2 
\  dx^  /   "^  \dxy  "•"  \dxy  ~         iß  +  yqy 

Mittelst  dieses  Werthes  und  der  in  Nro.  9)  hemerkten  Suhsti- 
tution  erhält  man  für  die  Krümmung  des  Normalschnittes: 

1    _         M(ß  +  yqy 
^  Q    ~  NHa^+  ß^  +y2) 

oder  auch  durch  Elimination  von  ß  -}-  yq  aus  9)  und  11): 

J__ Mdx^ 

^  Q    ~  N{dx^  +  dy"^  +  dz^) 

Bezeichnet  man -r^  kurz  mity',  setzt  für  dz  seinen   Werth 

dx 

pdx  -\-  qdy  =  (p  -f-  qy')dx,  und  für  M  den  ursprünglichen  Aus- 
druck r  -\-  2sy'  -\-  ty'^,  so  hat  man  nech 
iQ^  -1  _  r  +  2sy'  +  ty'^ 

^  Q        N[l  +  y'^  +  (p  +  qy'y] 

In  diesem  Ausdrucke  für  die  Krümmung  eines  Normalschnittes 
sind  die  partiellen  Differentialquotienten  p,  q,  r,  s,  t  von  der  Natur 
der  Fläche  einzig  und  allein  abhängig,  unabhängig  dagegen  von 
^i  ßj  y  1  d.  h.  von  der  Lage  des  Schnittes  gegen  die  Normale  oder 
gegen  die  Tangentialebene,  nur  y^  enthält  a^  ß,  y\  denn  es  ist 


a 


und  es  hängt  demnach  y\  mithin  auch  die  Krümmung  des  Normal- 
es 

Schnittes,  von  dem  Verhältnisse  —  ab.     Aendert  man  dieses  fort- 

a 

während,  so  dreht  sich  die  Ebene  des  Normalschnittes  um  die  Nor- 
male, zugleich  erhalten  y*  und  —  andere  Werthe  und  man  kann 

demnach  die  Krümmung  als  Function  von  y^  ansehen.  Nach  dem 
Theoreme  in  §.  8,  I.  nimmt  dieselbe  zu,  so  lange  der  Differential- 
quotient ^( — j'dy'  positiv  bleibt,    und  sie  nimmt  ab,  so  lange 


1 
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er  Bßguüw  ist;  ein  Wechsel  der  Krümmang  findet  also  in  dem 
Falle  statt»  wo 

"(-) 

wird ;  durch  Ansfahrang  dieser  Differentiation  erhüt  man  als  Bedin- 
gung dafür 

14)  ^(»  +  *y')  =  -»^[>' +  (?  +  «»')  3}- 

EÜminiit  man  Q  ans  dieser  mtd  der  KrwmnuiiigBgleichnag,  s» 
folgt 

r  f  2»»'  +  ty'*       1  +y'«  +  (p  +  gyO« 

nnd  durch  Entwickehmg  nach  Potenzen  Yon  y' : 
15)         [il  +  a^s-pqi]y'^  +  [(l+fl')r-(l+p«)qy'- 

+  l)gr  — (1 +!>*)«  =  0. 

Die  AaflAnmg  dieser  Gleichong  giebt  nun  diejenigen  Werfhe 

Ton  p\  mithin  auch  die  Wertiie  des  Yerhältnisses  — ,  for  welche 
'^  a 

m  Wechsel  der  Erfimmmig,  also  dne  grosste  oder  kleinste  Erüm- 
mmig  stattfindet  Yoraosgesetzt  wird  dabei  nnr ,  dass  die  Difieren- 
tialqootienten  1>,  $,  r,  s,  ^  in  dem  Punkte  xye  endliche  bestimmte 
W«rthe  haben,  dass  also  xyz  keinen  ausgezeichneten  Punkt  (wie 
z.  B.  «ne  Spitze)  bedeutet  Die  Gleichung  15)  zeigt  nun  die  Exi- 
stenz Ton  zwei  Hauptnormalschnitten,  deren  gegenseitige  Lage  man 
dadnrdb  erfahren  kann,  dass  man  die  Gleichung  yereinfacht,  indem 
man  den  Punkt  xpz  zum  Anfimgspnnkte  der  Goordinaten  und  die 
Tangetdialeheae  im  Punkte  xy0  zur  Ebene  xp  nimmt  Es  ist  in 
diesem  FaUe  x  =z  p  =  jg  =  0,  femer  constant  f  =  0;  die  Glei- 
chung der  Tangentialebene  wirdp^  4~  9^  =  ^  ^^^  ^^®  lEBom  für 
alle  ij  nnd  t  nur  bestehen,  wenn  p  =z  q  =  0  isL  Die  Gleichung  15) 
rerwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende : 

welche  immer  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt  Ist  nun  weiter  ^=a;  fand 
die  Gleichung  der  Spur,  welche  ein  Hauptnormalschnitt  mit  der  Coor- 
dinaUnebene  xp  (der  Tangentialeboie)  bildet,  so  hat  man 

f         dp 
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mithin  statt  der  vorigen  Gleichung  die  folgende: 

r  — -  < 

tan^fo  -I fcmd)  —  1=0, 

s 

deren  Wurzeln  tanfOi  und  ton  (Dg  heissen  mögen;  für  diese  gelten  die 
beiden  Beziehungen 

^  —  r 

tan  CDi  -f-  ^ötw  GJa  = ,    tan  cdi  tan  (»3  =  —  1 , 

s 

deren  letztere  identisch  mit  der  Gleichung  cos  (pi  —  ca^)  =  0  ist. 

Daraus  folgt  Oi  —  cog  =  ig^r,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die 
Hauptnormalschnitte  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Statt  der  Gleichung  15)  kann  man  auch  eine  quadratische  Glei- 
chung aufstellen,  deren  Wurzeln  der  grösste  und  kleinste  Krüm- 
mungshalbmesser selbst  sind;  sie  ergiebt  sich,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  13)  und  14)  nicht  ^,  sondern  y'  eliminirt,  wobei  zur 
Abkürzung 

-2-  -  A 

N- 

gesetzt  werden  möge.     Die  fraglichen  Gleichungen  sind  dann 

A  (r  +  2  sy '  +  «y'ä)  =  1  +  y'^  +  (p  +  gyO» 
X(8-\-ty')   =J»3  +  (l+g«)y', 
und  wenn  man  y'  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die  erste  einsetzt, 
80  erhält  man  zunächst: 

A[r(l+2«  — A03  +  2s(l  +  3«  — AO(A«— i>g)  +  <(ils— jpa)»] 
=  (1  4-l>«)  (1  +  ä«  -  AO' +  2m  (1  +  3«  -  A<)  (A« -i»3) 

4-(i  +  a»)(As-pa)', 

oder  durch  Reduction  auf  Null: 
(l  +  g2_A0[(l+i>*-^'-)(l+3'-^0-(P2-^s)2]  =  O. 

Hier  kann  nun  der  erste  Factor  nicht  =  0  sein,  weil  sonst  der 
vorhin  substituirte  Werth  von  y\  nämlich 

'f  _     Xs—pq 
^   ~  l  +  g2-.A^ 

unendlich  oder  unbestimmt  (wenn  zugleich  der  Zähler  verschwände) 
werden  würde,  was  Beides  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.  Es 
muss  daher  der  zweite  Factor  =  0  gesetzt  werden  und  dies  giebt 
bei  Entwickelung  der  Potenzen  von  A: 

(rt-s^)X*-ir(l  +  g«)-  2pq8  +  <(1  +!>«)]  A  +  1  +l>»  +  a»  =  0, 

und  vermöge  des  Werthes  von  X  und  der  Bedeutung  von  N: 

16)     (rt  —  s^)Q^--[(l+q^)r-'2pq8  +  (l+p^)t]N(f  +  N^  —  0. 
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Nennen  wir  Qi  und  Q2  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  finden 
zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Krümmungshalbmesser  im 
Punkte  xy/g  die  Beziehungen  statt: 

1/;  Q1  +  Q2— rt'-s'^  ' 

18)  Qi  Q^  - 


rt  —  s^ 

Die  Ebenen  der  beiden  Hauptnormalschnitte  standen  sowohl 
aufeinander  als  auch  auf  der  Tangentialebene  senkrecht;  es  liegt  da- 
her nahe,  diese  drei  Ebenen  zu  Coordinatenebenen  zu  wählen,  so 
•dass  nunmehr  die  vorhin  betrachteten  Winkel  coi  und  (O^  die  Werthe 
coi  =z  0  und  O3  =  Jjr  erhalten  müssen.     Die  Gleichung 

r  —  t 
tan  (Ol  +  tana}^  = 

f. t  ,  . 

wird  jetzt  00  = und  zeigt,  dass  für  diesen  Fall  s  =  0  sein 

S 

muss,  weil  im  Allgemeinen  r  und  t  endliche  Werthe  besitzen.     Die 

Formel  13)  wird 

1    _  r  +  ty''^ 

oder  wenn  y'  =  tanv  gesetzt  wird,  wo  v  die  Neigung  der  Ebene 
irgend  eines  Normalschnittes  gegen  die  Ebene  des  ersten  Haupt- 
Schnittes  (^1)  bezeichnet: 

=  rcos^v  4"  tsin'^v. 


Für  die  Hauptschnitte  ist  v  =  0  und  v  =  ^jt,  also 

—  =  r  —  =  t 

9i         *^'  92 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung: 

,^.  1  cos^v    .    sin^v 

19)  —  = 

9  Qi  92 

Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  bestimmen  vollständig  die 
Krümmungen  der  verschiedenen  durch  einen  Punkt  xy/s  gelegten 
Normalschnitte;  aus  17)  und  18)  erhält  man  die  Krümmungen  der 
Hauptschnitte,  aus  19)  die  Krümmung  eines  beliebigen  anderen  Nor- 
malschnittes, welcher  mit  dem  ersten  Hauptschnitte  den  Winkel  v 
bildet. 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  specielle  FaU,  in  welchem  man 
den  X,  y,  0  solche  Werthe  ertheilt,  dass 


20) 
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1+p^       pq         l+g« 


r  8  t 

wird;  es  ist  nämlich  unter  dieser  Yoraussetzong 

woraus  man  leicht  findet: 

Die  Gleichung  16)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 

,  n2«£M^.   +^12!^  =  0, 

welche  die  gleichen  Wurzeln 

s 
besitzt.     Aus  Nro.  19)  erkennt  man  weiter,  dass  jeder  Normal- 

schnitt  durch  diesen  Punkt  dieselbe  Erümmunff  —  =  —  besitzt; 

Q  Qi 

der  fragliche  Punkt  heisst  dann  ein  Ereispunkt  der  Fläche.  Durch 
Verbindung  der  zwei  in  Nro.  20)  aufgestellten  Gleichungen  mit  der 
Gleichung  der  Fläche  erhält  man  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  drei  Unbekannten  x,  y,  0. 

Besitzen  die  Krümmungen  —  und  —  der  beiden  Hauptschnitte 

dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  auch  der  Krümmung  —  jedes 

anderen  durch  denselben  Punkt  gelegten  Normalschnittes  zu,  wie  man 
aus  Nro.  19)  augenblicklich  ersieht.  Dann  kehren  sämmtliche  Nor- 
malschnitte des  Punktes  ihre  convexen  Seiten  derselben  Gegend  des 
Baumes  zu  und  die  Beruhrungsebene  liegt  gänzlich  auf  der  einen 
Seite  der  Fläche.  Wenn  dagegen  ^  und  ^3  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  so  ist  (nach  derselben  Gegend  des  Baumes  hin)  der 
eine  Hauptschnitt  convex,  der  andere  concav,  und  die  Krümmung 
wechselt  zwischen  beiden  Schnitten  ihr  Zeichen ;  die  Tangentialebene 
liegt  in  diesem  FaDe  nicht  auf  einer  Seite  der  Fläche,  sondern  schnei- 
det dieselbe  in  ihrem  späteren  Verlaufe.  Eine  derartige  Fläche  ent- 
steht z.  B.  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Curve,  die  der  Drehungs* 
achse  ihre  conveze  Seite  zuwendet. 

Ausser  den  obigen  zwei  Gattungen   yon  Flächen,   welche  die 
Namen  der  concay-concayen  und  der  conyex-concayen  Flächen  führen, 

SehlOmlloh,  Analysi«.    I.  9 
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giebt  es  noch  eine  dritte  Art,  welche  den  Uebergang  von  der  einen 
zur  anderen  Gattung  bildet;  es  sind  dies  die  Flächen,  an  denen  der 
eine  Hauptschnitt  in  jedem  Punkte  die  Krümmung  Null  besitzt,  d.h. 
eine  gerade  Linie  ist.  Da  in  jedem  Falle  die  Tangentialebene  die 
Tangenten  der  Normalschnitte,  also  auch  die  Tangente  des  geradlini- 
gen Normalschnittes  enthält,  so  ist  unmittelbar  klar,  dass  den  ge- 
nannten Flächen  die  Eigenschaft  zukommt,  von  einer  Ebene  nicht 
nur  in  einem  Punkte,  sondern  in  einer  Geraden  berührt  zu  werden. 

Nennen  wir die  Krümmung  einer  Fläche,  so  ist  für  diese 

Q1Q2 

Flächen  die  Krümmung  gleich  Null;  als  analytisches  Kennzeichen 
dafür  ergiebt  sich  aus  Nr.  IS)  nt  —  s*  =  0,  oder: 

dx^  '  d^        \dx  dy)  ~    * 

Die  durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Flächen  sind  übri- 
gens sämmtlich  abwickelbar,  und  darin  unterscheiden  sie  sich  geo- 
metrisch von  den  vorigen  Flächenarten.  Weitere  Auseinandersetzun- 
gen hierüber  gehören  in  die  höhere  Geometrie. 


§.  29* 
Einhüllende  Curven. 

In  der  Gleichung  einer  ebenen  krummen  Linie  kommen  ausser 
den  Coordinaten  eines  beliebigen  Curvenpunktes  gewöhnlich  noch 
constante  Grössen  (sogenannte  Parameter)  vor,  wodurch  sich  die 
Dimensionen,  Gestalt  oder  Lage  der  Linie  bestimmen;  eine  solche 
Constante  sei  h  und 

1)  F{x,y,h)  =  0 

die  Gleichung  der  betreffenden  Curve.  Giebt  man  dem  h  verschie- 
dene Werthe  Ä,  2d,  3Ä,  4Ä  etc.,  so  erhält  man  eine  Reihenfolge 
von  Curven  derselben  Art,  die  sich  aber  in  ihren  Dimensionen,  Ge- 
stalten oder  Lagen  von  einander  unterscheiden.  Hierbei  kann  es 
geschehen,  dass  jede  solche  Curve  die  nächste  schneidet,  und  in  die- 
sem Falle  entsteht  die  Frage  nach  dem  geometrischen  Orte  der 
Durchschnittspunkte.  Nennen  wir  h  irgend  einen  individuellen  Werth 
des  h,  und  h  -\-  8  den  nächsten  Werth  von  h,  so  gelten  für  den 
Durchschnitt  der  beiden  entsprechenden  Curven  gleichzeitig  die  bei- 
den Gleichungen 
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F(x,y,k)  =  0    und    F(x,  y,  k  + d)  =z  0 
oder  auch 

2)         J» (^ .  y .  fc)  =  0  und  ^<^ '  y '  ^  +  ^  -  ^(^ '  ^ '  ^)  =  0 ; 

o 

die  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  findet  sich  nun 
durch  Elimination  von  Je  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  würde 
von  der  Form  /(a;,  «/,  Ä)  =  0  sein.  Lassen  wir  d  gegen  die  Null 
convergiren,  so  folgen  die  anfangs  genannten  Curven  stetig  aufein- 
ander und  die  Grenzgleichung  f(x,  y)  =  0  bestimmt  den  geome- 
trischen Ort  ihrer  gleichfalls  continuirlich  aufeinander  folgenden 
Durchschnittspunkte.  Dieser  geometrische  Ort  heisst  die  einhül- 
lende Curve  jener  Schaar  von  Linien;  ihre  Gleichung  ergiebt  sich 
durch  Elimination  von  h  aus  den  beiden  Gleichungen 


3) 


F(.,,.fc)  =  OuBd    ^^^^''^=0. 


Fig.  32. 


I.  Das  erste  Beispiel  hierzu 
mag  etwas  ausführlicher  betrachtet 
werden.  In  einem  gleichschenkligen 
Dreiecke  ABC  (Figur  32),  dessen 
Schenkel  AG:=^BG  =  c  sein  mögen, 
zieht  man  die  Geraden  Jlf  ^  so,  dass 
immer  GM  =.  BN  \si\  man  sucht 
die  Einhüllende  aller  dieser  Geraden. 
Nehmen  wir  A  G  als  Abscissen-,  B  G 
als  Ordinatenachse  und  setzen 

GM=BN  ^h, 

so  sind  die  Gleichungen  zweier  sol- 
chen Geraden 


h  ^  c 


y 


=  1, 


X 


+ 


y 


=  1, 


h  '  Ä-f  Ä    '    c  — (fc  +  d) 

oder  auch,  wenn  man  die  Brüche  wegschafft,   die  zweite  Gleichung 
von  der  ersten  abzieht  und  mit  8  dividirt, 

(c  —  Tc)  x-^-ky  =^^{0  —  k\ 
2Ä  — c  — aj  +  y4-*  =  0. 

Der  zweiten  Gleichung  kann  man  den  Werth  von  k  entnehmen 
und  in  die  erste  substituiren;  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  lau« 
tet  dann 

x'^  -^  y'^  —  2xy  —  2cx  —  2cy  -f  c«  —  8«  =  0, 

9* 


n 
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und  bestiinmt  eine  Parabel,  auf  welcher  die  Dorchschnitte  aller  Ge- 
raden liegen,  welche  dadurch  entstehen,  dass  üf  und  ^jedesmal  um 
d  fortrücken.  Für  stetig  nach  einander  folgende  Gerade  hat  man 
daher  als  Gleichung  der  einhüllenden  Curve 

«'  +  y*  —  2rcy  —  2ca?  —  2cy  +  c«  =  0 

Dasselbe  findet  man  unmittelbar,  wenn  man  Ic  aus  den  Glei- 
chungen 


X 

h  ^  c  — Ä 


=  1     und 


--  +  - 


=  0 


eliminirt*).     Beiläufig  werde  noch  bemerkt,  dass  der  Scheitel  dieser 
Parabel  in  der  Mitte  der  Dreieckshöhe  CD  liegt,   dass  sie  von  A  C 

undJSC  berührt  wird,  und  dass  ihr  Halbparameter  == -ts^  ist. 

U.    In  Fig.  33  sei  F  ein  leuchtender  Punkt,  GB  die  Trennungs- 
Fig.  33.  \ui\Q  zweier  durchsichtigen 

Media  von  verschiedener 
Brechbarkeit,  FJlf  ein  Licht- 
strahl, welcher  bei  Jlf  jene 
Trennungslinie  trifft  und 
nach  dem  bekannten  Gesetze 

sinNiMP  _ 
sin  N  MF 
gebrochen  wird ;  man  sucht 
die  einhüllende  Curve  aller 
gebrochenen  Strahlen. 
Nimmt  man  0  zum  Coor- 
dinatenanfang ,    den   unge- 
brochenen  Strahl  GX  zur 
o;- Achse,  GB  zur  ^- Achse 
und  setzt  JP(7=c,  GM=h^ 
1  —  m^  =  n*,  so  ist  die  Gleichung  irgend  eines  gebrochenen  Strah- 
les MP 


•)  Man  ersieht  hieraus  sehr"  klar  die  Bedeutung  des  Differentiales. 
Denkt  man  sich  nämlich  die  verschiedenen  Punkte  M  in  gleichen  Ab- 
ständen, so  ist  (f  ein  aliquoter  Theil  von  c,  etwa  (f  =  — ;  andererseits 


n 


muss  ^f  insofern  es  einen  Zuwachs  von  Je  darstellt,  mit  Jk  bezeichnet 
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oder 

4)  mn^x'^  —  (c2  +  n^Ä«)  (y  —  *)«  =  0- 
Partiell  in  Beziehung  auf  Tz  differenzirt  giebt  dies 

5)  w^Äja?»  +  (c2  4-nU2)  (y  — Ä)  —  n«Ä  (y  — Äj)2=  0; 
mnltiplicirt  man  dies  mit  h  und  subtrahirt  von  dem  Producte  die 
Gleichung  4),  so  lässt  sich  der  Best  mit  y  —  h  dividiren  und  bleibt 

c«y  +  w^Ä»  =  0    oder    i  =  —  V  ^; 

mnltiplicirt  man  dagegen  Nr.  5)  mit  y — h  und  addirt  Nr.  4),  so 
kommt 


w3a?2y  — n2(^  — *)«  =  0    oder    y  —  ÄJ  =  |/       ^ 


m^aj^y 


Indem  man  hierzu  den  vorigen  Werth  von  Tc  addirt,  erhält  man 
als  Gleichung  der  einhüllenden  Curve 


»=-f9'+V^ 


oder 

'y  (=r)-(f)'='-       ■ 

Für  m  ]>•  1  charakterisirt  diese  Gleichung  die  Evolute  einer 
Ellipse,  für  w  <^  1  eine  Hyperbelevolute;  die  gebrochenen  Strahlen 
stehen  also  im  ersten  Falle  auf  einer  Ellipse,  im  zweiten  Falle  auf 
einer  Hyperbel  senkrecht.    In  jedem  Falle  ist  JP  ein  Brennpunkt  des 

Kegelschnitts  und  seine  Haupthalbachse  =  wc  oder  =  — ,  wenn  ft 

den  sogenannten  Brechungsexponenten  bezeichnet. 

in.  Man  sucht  die  einhüllende  Curve  aller  Kreise,  deren  Mit« 
telpunkte  auf  einer  gegebenen  Ellipse  liegen  und  deren  Peripherien 
durch  den  Mittelpunkt  derselben  Ellipse  gehen.  Nimmt  man  die 
Achsen  der  Ellipse  0^  =  a,  GB  =  h  (Fig.  34  a.  f.  S.)  zu  Coordi- 
natenachsen  und  bezeichnet  die  Coordinaten  eines  Ellipsenpunktes 
mit  p  und  q,  sowie  mit  r  den  Badius  eines  Kreises,  welcher  pq  zum 
Mittelpunkte  hat  und  durch  C  geht,  so  gelten,  den  angegebenen 
Bedingungen  gemäss,  folgende  Gleichungen: 


werden,  und  es  ist  daher  Jk  =z  — .  Bei  unendlich  wachsenden  n,  d.  h- 

bei  stetiger  Aufeinanderfolge  der  Punkte  ifcf,  oonvergirt  Jh  gegen  den 
asymptotischen  Werth  Null  und  in  diesem  Falle  tritt  dk  an  ^e  Stelle 
von  Jk, 


134 
7) 
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02 


-4-  -^^r  1 


(« 


■!>)*  +  (y— «)»  =  »•»; 
j,«  ^  gs  =  r*- 

ans  den  beiden  letzten  folgt 


8) 


aj2  +  3^2 
Fig.  34. 


2px  —  2gy  ==  0. 

Der  veränderllclie 
Parameter  ist  hieri?,  und 
fiir  q  wäre  sein  Werth 
aus  Nro.  7)  zu  substi- 
tuiren,  doch  bleibt  die 
Rechnung  symmetrischer, 
wenn  man  die  zwei  Glei- 
chungen 7)  und  8)  mit  p 
und  q  beibehält.  Durch 
partielle  DiflFerentiation 
derselben  erhält  man 


A 
a« 


+ 


&2 


dp 


und  nach  Elimination  von 


=  0, 

da 


^  +  ^^='^ 


9) 


1^=0. 


dp 
iL  - 

Aus  den  Gleichungen  7)  und  9)  finden  sich  p  und  q,  und  wenn 
man  deren  Werthe  in  Nro.  8)  substituirt,  so  ergiebt  sich 

10)  (aj2  +  2^2)3  =  (2  a)2  x^  +  (2  hy  y'^ 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curye;  letztere  ist  die  Fusspun\tlinie 
einer  aus  den  Halbachsen  2  a  und  2&  construirten  Ellipse. 

IV.  Die  Modification  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  im 
letzten  Beispiele  benutzt  wurde,  kann  allgemein  auf  folgende  Weise 
dargestellt  werden.     Die  Gleichung  der  veränderlichen  Curve  sei 

11)  F(x,  2^,X,  A)r=:0 

und  enthalte  zwei  veränderliche  Parameter  x  und  A,  welche  aber 
nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  durch  die  Bedingungs- 
gleichung 

12)  g)(x,A)  =  0 

verbunden  sein  mögen.  Das  Nächstliegende  wäre  nun,  erst  X  aus 
11)  und  12)  zu  eliminiren  und  dann  partiell  in  Beziehung  auf  H  zu 
differenziren ;    man   kann  aber  auch  den  umgekehrten  Weg  gehen, 
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wenn  man  die  Aenderung  beachtet,  welche  X  in  Folge  der  Aenderung 
von  X  erleidet.    Aus  Nro.  11)  folgt  nämlich  • 

dx  '^  dl  '  dx  ~  • 

andererseits  ist  nach  Nro.  12) 

dq> 

dl  8x 


dx  d(^  ' 

dX 
und  wenn  man  dies  in  die  vorige  Gleichung  substituirt,  so  erhält 
man 

dF  dF 

8x  dX 

8x  dX 

Durch  Elimination  von  x  und  X  aus  den  drei  Gleichungen  11), 
12)  und  13)  gelangt  man  wieder  zur  Gleichung  der  einhüllenden 
Curve. 


§.  30. 
Einhüllende  Flächen. 

I.  Die  im  Eingange  von  §.29  angestellten  Betrachtungen  sind 
fast  wörtlich  auf  den  Fall  ausdehnbar,  wo  die  einhüllende  Fläche 
einer  Schaar  von  Flächen  gesucht  wird,  welche  dadurch  entstehen, 
dass  man  in  der  Flächengleichung 

F(x,  y,z,  x)  =  0 

der  Constanten  x  stetig  aufeinander  folgende  verschiedene  Werthe 
beilegt;  die  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche  ergiebt  sich  nämlich, 
indem  man  aus  den  Gleichungen 

1)  J'(^,y.^.x)  =  0    und     ?Z^^fi_iLiO  =  0 

C/X 

die  Grösse  x  eliminirt. 

Lässt  man  z.  B.  den  Mittelpunkt  einer  Kugelfläche  auf  der 
j?- Achse  fortrücken  und  gleichzeitig  den  Radius  proportional  dem 
Abstände  des  Centrums  vom  Coordinatenanfange  wachsen,  so  ist  die 
Gleichung  der  Eugelfläche 

«*  +  y*  +  (^  —  *)'  =  Gr»)*; 
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partiell  in  Beziehung,  auf  x  differenzirt  gieht  dies 

und  durch  Elimination  von  x  findet  sich 

als  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche.    Für  g«  <^  1  ist  letztere  ein^ 
Botationskegel ,   dessen  Achse  mit  der  jer- Achse  zusammenfallt,  und 
dessen  Seite  mit  der  Achse  den  Winkel  aresin  q  einschliesst. 

Auch  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
zwei  Parameter  enthält  und  letztere  einer  bestimmten  Bedingung 
genügen  müssen,  kommt  man  wieder  auf  ähnliche  Erörterungen,  wie 
in  Nro.  lY.  des  vorigen  Paragraphen;  aus  den  gegebenen  Gleichungen 

2)  F(x,  y,  0,  7t,  k)  =  0    und     q>(x^k)  =  0 
folgt  nämlich  durch  Differentiation 

dF  dF 

3)  ^^  ^' 


8y  8y   ' 

8x  dl 

und  nachher  sind  x  und  l  aus  allen  drei  Gleichungen  zu  eliminiren. 
Endlich  kann  es  auch  vorkommen,  dass  die  gegebene  Flächen- 
gleichung drei  veränderliche  Parameter  enthält,  welche  an  zwei  Be- 
dingungen gebunden  sind,  dass  also  folgende  drei  Gleichungen  vor- 
liegen 

I    qp(x,A,fi)  =  0,         ^(x,A,fi)  =  0. 

In  diesem  Falle  sind  X  und  (i  implicite  Functionen  von  x  und 
daher  führt  die  Aenderung  von  x  zu  den  Differentialgleichungen 

dF    ,     dF     dk     ,     dF     dii 

8x    ^   dk      dx   ^  dii      dx  * 

8y    ,     dq>      dk  d(p      dji  

8x    ■*"  dk   '  dx    "^  'd^"d%~    ' 

d^      d^    dk^      dj)_    <?ft  _ 

dx    '^  dk   '  dx   "^  dii  '  dx  ~ 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  -7; —  und  tt^;  setzt 

**  8x  8x  ' 

man  deren  Werthe  in  die  erste  Differentialgleichung  ein,  so  geht 
diese  über  in 
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^  8x  \8A   8ft       8ft    8A/+8A\8f*    8x       8x    8^/ 

"^  8ft  \8x  8A  8A  8xy  ■"  • 
und  die  Gleichnng  der  einhüllendeti  Fläche  ergiebt  sich  nun  durch 
Elimination  von  x,  A,  fi  aus  den  Tier  Gleichungen  4)  und  5). 

IL  Bei  den  vorigen  Untersuchungen  wurde  immer  nur  ein 
Parameter  (x)  als  willkührlich  betrachtet,  denn  in  den  Fällen,  wo 
mehre  Parameter  vorkamen,  waren  auch  soviel  Bedingungsgleichun- 
gen vorhanden,  dass  die  übrigen  Parameter  als  implicite  Functionen 
von  X  gelten  mussten.  Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  die 
Gleichung  der  Fläche  zwei  von  einander  unabhängige  Parameter 
enthält,  die  sich  gleichzeitig  ändern. 

Pie  gegebene  Gleichung  sei 
6)  JP(a?,y,  ^,x,  A)  =  0, 

und  eö  werde  zunächst  x  allein  um  8  geändert;  die  neue  Gleichung 

F(x,y,g,x  +  d  ,k)  =  0, 
wofür  man  auch  schreiben  kann 
.  F(x,  y,  £r,  x  +  a,A)  —  F(x,y,  z,  x,  A)  _^ 

charakterisirt  dann  eine  zweite  Fläche  derselben  Art,  nur  von  anderer 
Lage  imd  von  anderen  Dimensionen.  Dasselbe  gilt  für  den  Fall, 
dass  A  allein  um  £  geändert  wird,  wodurch  die  Gleichung  entsteht 

Qv  r(a;,  y,  e,  Xj  A  +  g)  — JF(rr,  y,  z,  x,  A)  _  ^^ 

Im  Allgemeinen  schneiden  sich  die  drei  Flächen,  welche  den 
Gleichungen  6),  7),  8)  correspondiren ,  in  einem  Punkte  xyz^  und 
wenn  man  aus  jenen  Gleichungen  die  beiden  Grössen  x  und  A  elimi- 
nirt,  so  gelangt  man  zur  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  aller 
Durchschnittspunkte,  vorausgesetzt,  dass  sich  x  jedesmal  um  ^x 
=  d,  und  A  immer  um  z/A  =  6  ändert.  Bei  gleichzeitig  gegen  die 
Null  convergirenden  d  und  s  folgen  die  erwähnten  Durchschnitts- 
punkte stetig  aufeinander  und  erzeugen  die' einhüllende  Fläche.  Die 
Gleichung  der  letzteren  wird  demnach  gefunden,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen 

.  JP(a;,y,  jer,  X,  A)  =  0, 

Ö)  I    8JP(x,y,;g,x,  A)_^  dF{x,p,z,x,  A)  _  ^ 

(  dH  ~^'  8A  — " 

die  beiden  veränderlichen  Parameter  x  und  A  eliminirt. 
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Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln, 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  elliptischen  Paraholoid  liegen,  und 
deren  Oberflächen  durch  den  Scheitel  des  Paraholoides  gehen.  Nen- 
nen wir  a,  h  die  Halbparameter  des  Paraholoides,  und  x,  X,  {i  die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  irgend  einer  jener  Kugeln,  so  haben 
wir  als  Gleichung  der  beweglichen  Fläche 

wobei  noch  die  Bedingungen  zu  erfüllen  sind: 

Setzt  man  die  Werthe  von  q'^  und  f*  in  die  erste  Gleichung  ein, 
so  wird  letztere 

x^  +  y^  +  £1^  —  2xx  —  2Xy  —  ( f-  —jz  =  0; 

durch  partielle  Di£ferentiationen  in  Beziehung  auf  x  und  A  ergiebt 
sich 

a;  +  ~£r  =  0,  y  •{-  r^e  =  0, 

und  durch  Elimination  von  x  und  X 

(x2  _j_  2/2  -|_  jer2) ^  4-  aa?2  +  hy^  =  0. 

Die  einhüllende  Fläche  ist  hier  dieselbe  wie  die  Fusspunkt- 
fläche  eines  elliptischen  Paraboloides  mit  doppelten  ParameteiTi  *). 
Für  das  hyperbolische  Paraholoid  gilt  ein  analoger  Satz. 

Wir  wollen .  noch  den  Fall  betrachten ,  wo  die  Gleichung  der 
gegebenen  Fläche  drei  Parameter  x,  A,  ft  enthält,  welche  an  eine 
bestimmte  Bedingung  gebunden  sind.   Man  hat  jetzt  zwei  Gleichungen 

10)  F(a;,  3/, -er,  X,  A,  ft)  =  0,  q)(x,X,(i)  =  0 

und  könnte  hieraus  (wie  im  vorigen  Beispiele)  (i  eliminiren,  um  nur 
zwei  von  einander  unabhängige  Parameter  übrig  zu  behalten.  Dage- 
gen wird  die  Rechnung  eleganter,  wenn  man  diese  Elimination  bis 
zuletzt  aufspart  und  berücksichtigt,  dass  fi  eine  implicite  Function 
von  X  und  X  ist.  Durch  partielle  Aenderung  von  x  erhält  man 
nämlich 

gx    '^  d(i    öx   ~    '  dx   ^  d^    dx  ~ 

mithin,  wenn  man  den  Werth  von  -^^  aus  der  zweiten  Gleichung 


*)  Siebe  des  Verfassers  Analytische  Geometrie  des  Raumes,  3.  Aufl. 
S.   266. 
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in  die  erste  einsetzt, 

dF  dtp         dF   gy  _Q 

Die  partielle  Aenderung  von  A  führt  zu  der  analogen  Gleichung 

dF  d(p         dF   d<p  _, 
dk    öf*         8ft    8A   ~    * 

heide  Dififerentialgleichungen  können  in  der  Form 

dF  dF  dF 

dx     __    dl     _    dfi 
d(p  d(p  d(p 

'die         TT        "eTT 

zusammengefasst  werden,  und  man  findet  nun  die  Gleichung  der 
einhüllenden  Fläche  durch  Elimination  von  x,  A,  ft  aus  Nro.  10) 
und  11). 

Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln, 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  dreiachsigen  EUipsoide  liegen,  und 
deren  Oberflächen  durch  den  Mittelpunkt  des  EUipsoides  gehen. 
Sind  a,  &,  c  die  Halbachsen  des  EUipsoides,  x,  A,  fi  die  Coordinaten 
eines  Eugelcentrums ,  so  hat  man  als  Gleichung  der  beweglichen 
Eugelfläche 

^^  +  3/^  +  ^^  —  2xa;  —  2Ay  —  2^^  =  0, 
wobei  X,  A,  fi  der  Bedingung 

■^  +  1^  +  ^-1-0 

genügen  müssen.     Die  Gleichungen  11)  sind  hier 

a^x  h^y  c^/s 

X  X  /x 

und  durch  Elimination  von  x,  A,  fi  ergiebt  sich 

(aj2    _|.    y2    _|_    ^2)2  —   4  (a2  ^2    ^    I2y2    ^    c^  ^2). 

Die  einhüllende  Fläche  ist  demnach  die  Fusspunktfläche  für  ein 
aus  den  doppelten  Achsen  construirtes  Ellipsoid.  Für  die  übrigen 
centralen  Flächen  zweiten  Grades  gelten  analoge  Sätze. 


Cap.  IV. 

Die  vieldeutigen   Symbole. 

§.  31. 

Die  Formen  §  nnd  oo  —  oo. 

L    Wenn  die  Functionen  q)(x)  and  ^(rr)  für  einen  speciellen 
Werth  von  x,  etwa  für  x  =  a,  gleichzeitig  Null  werden,  so  nimmt 

der  Quotient     .)  (    in  diesem  besonderen  Falle  die  Form  R  an,  die 

bekanntlich  vieldeutig  ist.     Um  den  wahren  Werth  dieses  Bruches 

ZU  finden,  betrachten  wir  den  Quotienten    ,  \  .    als  die  Grenze,  wel-" 

/       I     AN 

eher  sich    ,\    ~V  Ji  bei  verschwindenden  8  nähert.    Wegen  der  Vor- 

aussetzung  ^(a)  =  0  und  ^(a)  =  0  ist  nun 

y(a  +  3)  —  y(a) 

g?(a  +  8) y(a-f  ^)  —  9{ci) 8 

^(a  +  «)  ~  *(a  +  d)  —  ^(a)  ~  ^(a  +  g)  —  i^(a)' 

8 
und  hieraus  folgt  durch  üebergang' zur  Grrenze  für  verschwindende  8 

(p(a)   _  (p'(a) 
^  .  ^{a)    —  H>\a) 

d.  h.  in- dem  besonderen  Falle  x  =  a^  für  welchen  q>{x)  und 
'pipi)  sich  annulliren,  werden  die  sonst  sehr  verschiedenen 

(ß(x)  9^'(2p) 

Quotienten     ,  .  >    und     ,.,  .   einander  gleich.     Kann  man  also 


I 


Cap.  IV.    §.  31.    Die  Formen  g  und  oo—  a».  141 

den  Werth  des  zweiten  Quotienten  ermitteln,  so  hat  man  auch  den 
des  ersten.     Einige  Beispiele  werden  dies  zeigen« 
Der  Quotient 

(p(x)  T/^—  X^ 

nimmt  für  d?  =  a  die  Form  §  an;  hier  ist 


2 


if'(x)  ~  '     -1—8 


und  da  dieser  Bruch  für  fl;  =  a  den  bestimmten  Werth  |a  ^  erhält, 
80  ist  auch 

Für  Ä  =  I JT  wird  der  Bruch 

<p(x)    cosx 

ilf(x)         Ja  —  X 

unbestimmt  =  §    dagegen  erhält 

ff'(x)  sinx 

il/(x)  ~  "T~ 

in  demselben  Falle  den  bestimmten  Werth  1,  der  nun  auch  dem 

ersten  Bruche  zukommt. 

(p'(x) 
Nicht  selten  tri£%  es  sich,  dass  der  neue  Quotient     ,,)  ^  für 

if  (x) 

o;  r=  a  gleichfalls  verschwindet ;  dann  muss  man  auf  ihn  wieder  das-  * 

selbe  Verfahren  anwenden.     Nehmen  wir  z.  B. 

(p(x)    X  —  sinx 

7lf(x)  x^ 

80  erhalten  wir  der  Beihe  nach  % 

fp'{x)  1  —  cosx      q>"(x) sinx      y^^^(a?) cosx 

IjTJp^  ~       3^2~  '  "^/^  ~    Qx        ^'"(x)  ~     6     ' 

für aj  =  0 verschwinden  (p (x) ,  (p' (x) ^  9"(^)  sowie  if(x),tlf'(x),tlf"(x\ 
und  daher  giebt  erst  der  letzte  Quotient  den  wahren  Werth  des 
ursprünglichen  Bruches  =  }• 

IL  Wenn  die  Functionen  F(x)  und  f(x)  für  x  =  a  gleich- 
zeitig unendlich  werden,  so  erhält  die  Differenz  F(x)  — f(x)  die 
unbestimmte  Form  oo  —  oo;  ihr  wahrer  Werth  findet  sich  dann  auf 
folgende  Weise.     Man  setze 
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F(x)  '^~"      fix) 

80  ist  identisch 

^.  V  _     .  V  _      1  1      _  fi(x)  —  Fi(x) 

■^^"^^       ^^""^-l^-Mx)-     F,{x)A(x)     ' 

für  X  =  a  verschwinden  J^i  (x)  und  /i  (x) ,  mithin  geht  der  letzte 
Bruch  in  §  über  und  kann  nach  der  vorigen  Kegel  untersucht  werden. 
So  ist  z.  B. 

1  1       e^— 1— a? 

X        e*—l  ~   a:(e*--l)  ' 

wobei  die  linke  Seite  für  a?  =  0  die  Form  oo  —  oo  annimmt,  und  die 
rechte  Seite  =  §  wird.     Setzen  wir 

q){x)  =  e*—  1  —fl?,     ^(x)  =  xie'—l) 

so  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

fp'jx)  __  e'—l  q)''(x)  _      1 

^'(a?)  —  xe^  +  e^  —  1  '  ^"(a;)  ~  a?  +  2' 

und  hier  liefert  der  letzte  Bruch  den  wahren  Werth  =  |  • 


§•32. 
Die  Formen  -f,  O.oo,  0«,  oo«  und  1^. 

,         I.     Wenn  die  Functionen  f(x)  und  F(x)  £üt  x  =  a  gleichzei- 
tig unendlich  werden,  so  stellt  sich  in  diesem  Falle  der  Bruch  J^.\ 
^  Fix) 

unter  die  unbestimmte  Form  ^,  deren  wahrer  Werth  q  auf  folgende 
Weise  ermittelt  werden  kann.     Es  sei 

•     /(a!)  _^    F(x)    ^  y(a;) 
JF(a;)  1  ^(a;) ' 

/(«) 
der  neue  Quotient  erh&lt  für  a;  =  a  die  Form  %  und  kann  daher 

nach  der  Regel  des  vorigen  Paragraphen  behandelt  werden.  Dies  giebt 

F'jx) 

tM.  =         LJ'Xa;)]»    _  F^  Vfjx)  Y 
fix)  f'(x)     —  f{x)  lF{x)\ 
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und  für  a?  =  a,  wo  4tt  den  Werth  g  annimmt, 

Die  Regel  zur  Bestimmung  des  wahren  Werthes  eines 
vieldeutigen  Bruches  bleibt  also  bei  der  Form  ~-  dieselbe 
wie  bei  der  Form  J« 

So  wird  z.  B.  der  Quotient 

f{x)  _  logx 
F(x)         cotx 
für  X  =  0  unbestimmt  =  §-;  sein  wahrer  Werth  ist  dann  einerlei 
mit  dem  Werthe  von 

sin^x 
welcher  in  jenem  Falle  =  —  Jlf .  1  .  0  =  0  ist. 

Nach  derselben  Regel  findet  man  auch,  dass  der  Bruch 

f(x)  l  sin  X 

F(x)  ~     Ix 
fär  a?  =  0  denselben  Werth  erlangt  wie 

f*{x)    cotx    C08X 

'  y.  XX 

m 

und  zwar  ist  dieser  Werth  =  1. 

II.  Sind  zwei  Functionen  vorhanden,  von  denen  die  eine  q)  (x) 
für  05  =  a  verschwindet,  während  die  andere /(a?)  für  x  =  a  unend- 
lich wird,  so  nimmt  das  Product  q>(x)  »/(x)  für  a?  =  a  die  unbe- 
stimmte Form  0  •  00  an ;  den  wahren  Betrag  desselben  kann  man  auf 
zweierlei  Weise  finden.     Entweder  setzt  man 

1 

fix) 
und  hat  dann 


=  ^(aj) 


^(-)  •/(-)  =  Ig. 


tSx  X  =  a  wird  der  Quotient  =  §  und  gestattet  die  in  §.  31  ang»« 
gebene  Behandlang.     Oder  man  setzt 

9>(«) 
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mithin  ,p(a,)./(a,)  =  Z^; 

der  Quotient  stellt  sich  dann  unter  die  Form  ^  nnd  ist  nach  L  zu 
beurtheilen.     Von  beiden  Methoden  wählt  man  im  concreten  Falle 
diejenige,  welche  die  wenigste  Bechnung  verursacht. 
So  wird  man  z.  B.  an  die  Stelle  des  Productes 


(-f)- 


2a  ' 
welches  für  rr  =  a  in  0  •  od  übergeht,  den  Quotienten 

y(a?)  __\ «/ 

^  w  eot^ 

2a 

treten  lassen,  weil  der  Differentialquotient  des  Logarithmus  eine  ein- 
ÜEUshe  algebraische  Function  ist;  man  erhalt 

1  3tX 

sin« 


q>'(x)  2a  — X  2a  2a 

^'(a?)  n  ^  nx  «       2a  — «  ' 

—  -_ .  csc2 

2a  2a 

2 

und  ^  X  =  a  den  wahren  Werth  — 

Bei  dem  Producte 

ta/nx  •  logx  ,  für  o;  =  0, 
ist  es  von  Vortheil,  die  Form  . 

fix)  logx 

F(x)         cotx 

zu  wählen,  deren  wahrer  Werth  bereits  in  Nro.  L  bestimmt  und  =  0 
gefdnden  wurde;  demnach  verschwindet  jenes  Product  gleichzeitig 
mit  X. 

m.  Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  [/(x)]^^"^  {ux  x  =  a 
eine  der  vieldeutigen  Gestalten  0®,  oo  o,  1  ^  annimmt,  so  beachte  man 
zunächst  die  identische  Gleichung 

nnd  untersuche  das  Product  lf(x)  .  q>(x);  ist  to  der  wahre  Werth 
desselben,  so  geht  die  gegebene  Function  in  e^  über. 

So  erhält  z^  B.  der  Ausdruck 

(ainx)^* 
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für  a?  =  0  die  Form  0®;  schreibt  man  aber  statt  desselben  die 
gleichgeltende  Ezponentialgrösse 

1  l$inx 

so  hat  man  im  Exponenten  den  nämlichen  Bruch,  dessen  Werth  in 
Nro.  I.  untersucht  und=  1  gefundep  wurde;  der  "Werth  der  ursprüng- 
lichen Potenz  ist  also  =z  e^  =  e. 
Für  X  =  0  wird  femer 

/■■  \tamse 

beachtet  man  aber  die  identische  Gleichung 

/^  \  ton« 
/_£_\         —  I«  .  ianx 

und  erinnert  sich,  dass  Ix  .  tanx  für  x  =  0  verschwindet  (s.  IL), 
so  erhält  man  e^  =  1  als  wahren  Werth  der  in  Rede  stehenden 
Potenz. 

Für  »  =  a  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

nx 


( 


tan 


_£Y'"'»« 


aj 
in  1^;  andererseits  ist  die  gegebene  Function  gleich 

2 

wobei  der  Exponent  für  a;  =  a  den  Werth  —  annimmt  (s.  II.);  dem- 
nach  ergiebt  sich  6  ^  als  wahrer  Werth  des  ursprünglichen  Ausdrucks. 


Schlömilch,  Aualysis.    I.  10 


Oap.  V. 

Maxima   und    Minima. 

§.  33. 
Maxima  und  Minima  der  Functionen  einer  Variabelen. 

Wenn  eine  stetige  Function  /(a;)  abwechselnd  steigt  und  fallt, 
so  giebt  es  in  ihrem  Verlaufe  Stellen,  wo  die  Uebergänge  von  Wachs- 
thum  zu  Abnahme  oder  umgekehrt  von  Abnahme  zu  "Wachsthum 
statt  finden.  Bei  einem  UebergÄnge  der  ersten  Art,  welcher  etwa 
für  x  =  a  eintreten  möge,  ist  der  entsprechende  Functionswerth  f(a) 
grösser  als  die  Nachbar^erthe  f(a  —  h)  und  /(a  +  Ä),  sobald  nur 
h  hinreichend  klein  genommen  wird;  dann  heisst  f(a)  ein  Maxi- 
mum der  Function /(a;).  Erfolgt  dagegen  an  der  Stelle  a;  =  a  ein 
üebergang  von  Abnahme  zu  Wachsthum,  so  i8t/(a)  kleiner  als  seine 
Nachbarwerthe /(a  —  h)  und/(a-|-Ä),  und  dann  heisst /(a)  ein 
Minimum  von  f(x).  Nach  dieser  Erklärung  versteht  es  sich  von 
selbst,  dass  derartige  Maxima  und  Minima  nur  relativ  sind  und  nicht 
immer  den  absolut  grössten  oder  absolut  kleinsten  Werth  der  Function 
darstellen. 

Für  welche  Werthe  von  x  dergleichen  Maxima  und  Minima  ein- 
treten, das  entscheidet  sich  durch  ein  früheres  Theorem  (§.  8,  I.), 
demzufolge  die  Function  f(x)  wächst  oder  abnimmt  je  nachdem  ihre 
Derivirte  f'(x)  positiv  oder  negativ  ist.  Aendert  sich  nun  f'(x) 
continuirlich ,  so  kann  der  Üebergang  von  positiven  zu  negativen 
oder  von  negativen  zu  positiven  Werth en  der  Derivirten  f'(x)  nur 
mittelst  Durchganges  durch  Null  geschehen;  die  Werthe  von  x,  wel- 
che/(x)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  also  Wur- 
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zeln  der  Gleichung  f\x)  =  0.  Dies  bedeutet  geometrisch ,  dass 
die  Tangente  an  jedem  Culminationspunkte  einer  Gurve  parallel  zur 
Abscissenachse  liegt. 

Hat  man  die  Gleichung /'(a?)  =  0  aufgelöst,  so  bedarf  es  noch 
der  Entscheidung,  ob  die  gefundenen  Werthe  von  x  Maxima  oder 
Minima  der  Function  liefern.  Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  an 
die  in  §.  18  bewiesene  Gleichung 

woraus  bei  verschwindenden  h  folgt 

^/(«+ft)-/(«)-ft/(«)  _  ,„(„), 

Im  vorliegenden  Falle  ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  /'(a;)=  0, 
mithin  /'  (a)  =  0  und 

ebenso,  wenn  man  —  A  an  die  Stelle  von  h  treten  läset, 

Ist  nun  f"{a)  positiv,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  h  die 
beiden  Quotienten 

/(g  +  h)^  f{a)  fja  ->  fe)  ~  /(g) 

positiv  sein  und  es  bleiben,  wenn  h  gegen  die  Null  convergirt,  weil 
ausserdem  der  gemeinschaftliche  Grenzwerth  jener  Quotienten  nicht 
positiv  werden  könnte;  hieraus  folgt 

/(a-Ä)>/(a)</(«  +  Ä), 

mithin  ist/(a)  ein  Minimum.  Wenn  dagegen /"(a)  einen  negativen 
Werth  hat,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  h  die  imter  Nro.  1) 
angegebenen  Quotienten  negativ  sein  und  bleiben;  daraus  folgt 

/(a-Ä)</(a)>/(o  +  Ä) 
d.  h. /(a)  ist  ein  Maximum.  Die  Entscheidung  besteht  also  darin, 
dass/(a)  ein  Minimum  oder  Maximum  ist  je  nachdem /"(a)  positiv 
oder  negativ  ausfällt.  Geometrisch  heisst  dies:  ein  unterer  Culmi- 
nationspunkt  kann  nur  auf  einem  convexen  Bogen,  ein  oberer  nur  auf 
einem  concaven  Bogen  vorkommen. 

Das  angegebene  Criterium  verliert  seine  Anwendbarkeit,  wenn 
/"(a)  selber  =  0  ist  (wie  z.  B.  wenn  die  Tangente  an  einem  Tn- 
flexionspunkte  parallel  zur  Abscissenachse  liegt);  man  muss  in  diesem 

10* 
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Falle    die  höheren  Differentialquotienten  Yon  f{x)  zu  Rathe  ziehen, 
indem  man  den  in  §.  18  bewiesenen  Satz 

/(«+^)-/(«)-^/(a)-^r(a)— -^.,*;(;Li)/-»(«) 

~   1.2.3...n 
anwendet.     Unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  nur/'(a)  =  0  ist, 
sondern  auch  /"(a),  /'"(«) ,  • .  ./^"~^^(a)  verschwinden,  mithin  /(*^  (a) 
der  erste  nicht  verschwindende  Differentialquotient  ist,  vereinfacht 
sich  die  vorige  Gleichung  und  giebt 

/(g  +  fe)  —  /(g)  ^/<">(a  +  %h)  ^ 
Ä«  1.2...»     • 

woraus  folgt,  wenn  h  gegen  die  Null  convergirt, 

j.  .„/(«  + ft) -/(«)  ^   /<'Ho) 
/»"  1 .2...n 

Hier  unterscheiden  wir  die  beiden  Falle  eines  ungeraden  und 
eines  geraden  n.     Bei  ungeraden  n  ist 

Ä"  1 . 2 . . . n 

mithin  für  ein  positives  /("'  (a)  nnd  hinreichend  kleine  h 

/(fl-hXfiaXfia  +  h), 
dagegen  bei  negativen /("^  (g) 

/(a-Ä)>/(a)>/(a  +  *). 

Beide  Ungleichungen  stimmen  darin  überein,  dass  f(a)  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist.  Wenn  dagegen  n  eine  gerade 
Zahl  bedeutet,  so  gelten  die  Gleichungen 

f(a  +  ft)  -  f{a)  _        fc^ia) 

^"^ Ä= --+t:27:^' 

Ä»  '    1.2...» 

mithin  ist  bei  positivem  /^"^  (g)  und  für  hinreichend  kleine  h 

/(a~Ä)>/(a)</(a  +  Ä), 
d.  h. /(g)  ein  Minimum;  femer  erhält  man  bei  negativen /(">  (g) 

/(a-Ä)</(a)>/(a  +  Ä). 
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wodurch  ein  Maximum  angezeigt  wird.     Alles  zusammen  giebt  fol- 
genden Satz: 

Ein  aus  der  Gleichung /'(ir)  =  0  bestimmter  Werth 
von  X  macht  f{po)  nur  dann  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum,  wenn  in  der  Reihe  der  Differentialquotien- 
ten/"(a;),/'"(a?)  etc.  der  erste  für  jenen  Werth  nicht  ver- 
Bchwindende  Differentialquotient  von  gerader  Ord- 
nung ist,  und  zwar  findet  ein  Minimum  oder  Maximum 
statt,  je  nachdem  der  genannte  Differentialquotient 
für  jenen  Werth  von  x  positiv  oder  negativ  ausfällt. 

Den  Mechanismus  der  Rechnung  werden  die  folgenden  Beispiele 
zeigen. 

1.     Handelt    es    sich    um    das  Maximum    oder  Minimum    der 
Function 

f{x)  =  a?«  C-* 
80  entwickelt  man  erst  die  Dififerentialquotienten 
fix)  z=  (a  —  x)  i»«-i  e-', 
f"(x)  =  [a(a—  1)  —  2aa?  +  x^]  x^-^  «-* 

u.  s.  w. 
Nun   wird  f\x)  =  0  fElr  a?  =  a;    dieser  Werth  giebt  /"(a) 
=  —  a"~*  «""•  also  ein  negatives  Resultat,  mithin  ist 

das  Maximum  der  Function  «•  C"*. 

s^     2.    Es  mögen  Ä?i ,  A^s  >  •  •  •  ^n  gegebene  Zahlen  sein  und  es  soll 
x  so  bestimmt  werden,  dass  die  Quadratsumme 

f(x)  =  (x  —  hy  +  (a;-Ä2)2  H 4-  (x-^Ky 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  wird.      Man  hat  in  diesem  Falle 

f(x)  =  2  [na?-  (Äi  +  A3  H +  Jcn)l 

f\x)=:2ni 
f\x)  verschwindet,  wenn 

h  +  h  +  '  '  '  -h  K 

X  =  — 

n 

d.  h.  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  gegebenen  Zahlen 
ist,/"(a;)  bleibt  immer  positiv,  mithin  wird/(a;)  bei  dem  angegebe- 
nen Werthe  zu  einem  Minimum.  Dies  war  übrigens  vorauszusehen, 
da  jene  Summe  von  Quadraten  zwar  beliebig  gross  aber  nicht  belie- 
big klein  gemacht  werden  kann. 
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^  3.  Auf  dem  ersten  Quadranten  einer  Ellipse  soll  man  deigeni- 
gen  Punkt  bestimmen,  dessen  Normale  am  weitesten  vom  Centrum 
entfernt  ist.  Geht  überhaupt  durch  den  Punkt  xy  einer  Curve  eine 
Normale,  so  hat  letztere  vom  Coordinatenanfange  die  Entfernung 

X  4-  yy' 


P 


Vi  + 


y 


'2 


für  die  Ellipse  ist  «/  =  —  Va'^  —  ^^  mithin 


P  = 


gg  — !»g 
a 


xV  a'^  —  x^ 


Dieser  Ausdruck  vereinfacht 
sich  durch  Einführung  des  Win- 
kels A  CM  =  o ,  welcher  imter 
dem  Namen  der  excentrischen 
\  Anomalie  bekannt  ist  (Fig.  35); 
man  hat  nämlich  x  =  acosio^ 
mithin 


-IK 


_     (g^  —  l^)  sin  c? 
^  ~    V  g2  tan^fo  -f  5» 


oder,  wenn  tanoi  kurz  mit  t  bezeichnet  wird, 

(g2  — 1>2)  t 


i>  = 


V{\  +  «2)   («2  P  +  ft2) 

Wir  betrachten  nun  t  als  unabhängige  Yariabele  und  erhalten 
dp  _  (g2  —  &2)  (52  —  a2  ^4) 

dt  ~~    V  [52  +  (g2  +  2;2)  ^2  ^  a^  ^4]8  * 

d2p_      (g2— ^2)^  [3(a2^;^2)  524,10^2  &2^2^a2(a2^52)^4-^2g*<«]^ 

df^  ~  V"[>2  +  (a2  ^  li)  ^2  _|_  e»2  ^4]6 

der  erste  DiflTerentialquotient  verschwindet  für 


t 


=n 


oder    tan 


»=v? 


g 


und  der  zweite  Differentialquotient    erhält    dadurch    den   negativen 
Werth 

4g2(g  —  &) 

(g  +  l>)2    • 

mithin  entspricht  der    obige  Werth  von  t  dem  Maximum  von  p. 
Uebri^ens  konnte  man  sich  die  Entwickelung  des  zweiten  Differen- 
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tialqnotienten  ersparen;  da  nämlicli  für  co  =  0  und  für  co  =  90^ 
jedesmal  p  den  Minimalwerth  j>  =  0  erreicht ,  so  muss  der  gefun- 
dene Werth  ein  Maximum  liefern. 

Behufs  der  Construction  nimmt  man  AK  ■=  BC  =  5,  sucht 
zwischen  AG  =  a  und  AK  die  mittlere  Propartionale  AL,  zieht 
OL,  welche  den  umschriebenen  Kreis  in  M,  den  eingeschriebenen  in 
N  schneidet,  legt  durch  M  eine  Parallele  zu  JBO,  durch  N  eine  Pa- 
rallele zu.  AG  und  erhält  dann  den  gesuchten  Ellipsenpunkt  P  als 
Durchschnitt  der  genannten  Parallelen.  Construirt  man  die  Normale 
Pi^,   so  ist  deren  Abstand  von  G  das  Maximum  von  j),   und  zwar 


Fig.  86. 


Sl  Fi„  nß  GQ  =  a  —  h'y    gleichzeitig    ist   Q 

der  Krümmungsmittelpunkt  für  P, 
P  Q  der  Krümmungshalbmesser,  mit- 
hin die  Fläche  des  Krümmungskrei- 
ses gleich  der  Ellipsenfläche. 

4.  üeber  einer  Geraden  MN 
(Fig.  36)  sind  zwei  Punkte  A  und 
B  gegeben,  welche  mit  einem  Punkte 
P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen 
Linie  ABP  verbunden  werden  sol- 
len; man  fragt  nach  dem  Minimum  des  Weges  AP  -\-  BP,  Für  AG 
=  a,BD  =  6,  GJD  =  c,  GP  =  x,  AP  +  BP  =  s  ist 

s  =    Va^  +  x^        +  Vh^  +  (c  —  xy, 


s'  = 


s"  = 


X 


X 


V(a^  +  x^y 


+ 


62 


X) 


2 


V\h^ + (c — xyy    . 

Aus  s'  =  0  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung 

X  c  —  X 

V a2  +  a;2    ~    yh^  +  (c^xy  ' 

der  aus  ihr  folgende  Werth  gehört  zu  einem  Minimum,   weil  s" 
immer  positiv  bleibt.     Geometrisch  bedeutet  die  vorige  Gleichung 

cos  MPA  =  cos  NPB  d.  i.  Z.  MPA  =  ^  NPB, 
und  hiemach  ist  die  Construction  leicht,   indem  man  CA*  =  GA 
nimmt  und  die  Gerade  ^ B  zieht,  welche  MN  in  P  schneidet  (Spie- 
gelungsgesetz). 

5.  Auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Geraden  MN  (Fig.  37 
a.  f.  S.)  befinden  sich  die  gegebenen  Punkte  J.  und  ^,  welche  mit  einem 
Punkte  P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen  Linie  APB  verbunden 
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sind ;  ein  Körper  bewegt  sich  auf  dieser  von  Ä  nach  B  so,  dass  er  längs 
der  Geraden  ÄF  die  constante  Geschwindigkeit  g,  längs  PB  die  con- 

stante  Geschwindigkeit  h  be- 
sitzt. Es  soll  der  Punkt  P  so  be- 
stimmt werden,  dass  der  Kör- 
per in  der  kürzesten  Zeit  von  A 
nach  B  gelangt.  Zum  Durchlau- 
fen von  AP  braucht  der  Körper 

AP 

die  Zeit  ,  zum  Durchlau- 


9 


fen    von  PB   die  Zeit 


PB 


mithin  ist  bei  gleicher  Bezeichnung  wie  in  Nro.  4,  der  Ausdruck 


y  «2  4-  a;2  V52  +  (c  — a;)2 


+ 


g  h 

zu    einem  Minimum   zu    machen.      Als  Bedingungsgleichung  für  x 
findet  man  sehr  leicht 


X 


c  —  X 


oder  geometrisch 


gVa^  +  x^         hVh^  +  (c  —  ä?)* 


cosMPA        cosNPB 


wofür  man  auch  setzen  kann 

sin  AP  Q 


h 


sinBPE 

Dieser  Gleichung  entspricht  ein  Minimum  von  5,  weil  s"  immer 
positiv  bleibt.  (Brechungsgesetz,  wobei  die  Lage  des  gebroche- 
nen Strahles  durch  die  zwei  Bedingungen  bestimmt  ist,  dass  er  durch 
B  gehen  und  normal  zu  einem  gewissen  Kegelschnitte  sein  muss. 
Vergl.  §.  29,  II.) 

6.  Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  bei  allen  Untersuchun- 
gen über  Maxima  und  Minima  noch  der  Ausnahmefall,  wenn  f^(x) 
sein  Vorzeichen  nicht  stetig  mittelst  Durchganges  durch  Kuli,  son- 
dern sprungweis  ändert;  denn  auch  derartige  Zeichenwechsel  können 
Maxima  oder  Minima  liefern,  die  man  nach  der  vorigen  Methode 
nicht  finden  würde.     Ist  z.  B. 

mithin 


3 
3 


rr= 


X 


•s 
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80  bleibt /'(a?)  positiv  für  alle  x  <^  1,  und  negativ  für  alle  x  ^  1; 
der  Zeichenwechsel  geschieht  hier  aber  sprungweise,  denn  man  hat 

/'(1~0)=  +  oo,/'(l  +  0)  =  -  00 
und  mithin  erleidet  f\x)  eine  Unterbrechung  der  Continuität  an  der 
Stelle  X  =  1.  Abgesehen  davon  geht  aber  aus  den  Vorzeichen  von 
f\x)  mit  Sicherheit  hervor,  dass  f(x)  wächst  von  x  =  —  oo  bis 
X  =  1  und  abnimmt  von  a?  =  1  bis  a?  =  -j-  oo »  dass  also  f(x)  für 
X  =  1  sein  Maximum  /(l)  =  1  erhalten  muss.  Man  wird  dies 
geometrisch  leicht  bestätigt  finden,  indem  man  die  Aufmerksamkeit 
auf  den  Berührungswinkel  r  richtet,  welcher  durch  die  Gleichung 
tarn  z=f(x)  bestimmt  wird.  Derselbe  ist  spitz  für  jr  <[  1,  wächst 
mit  X  gleichzeitig,  wird  =  l  n  für  x  =  1  und  nachher  stumpf  für 
ÄJ  >  1;  an  der  Stelle  x  =  1  besitzt  daher  die  Curve  eine  Spitze, 
von  welcher  beide  Theile  convex  gegen  die  Abscissenachse  gekrümmt 
sind.  —  Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  alle  derartigen  Aus- 
nahmefalle, und  zwar  entscheidet  sich  die  Beschaffenheit  einer  Func- 
tion an  einer  solchen  besonderen  Stelle  immer  sehr  leicht  dadurch, 
dass  man  den  Lauf  der  Function  in  der  Nachbarschaft  jener  Stellen 
vorzugsweis  genauer  berücksichtigt. 


§.  34. 
Maxima  iind  Minima  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

Ist  F(x,  y,  z,  .  .  .)  eine  Function  der  unabhängigen  Variabelen 
X,  y,  z,  .  .,  80  kann  es  ein  zusammengehörendes  System  «pecieller 
Werthe  dieser  Variabelen  geben,  etwa  a;  ==  a,  3/  =  ft,  jßf  =  c  u.  s.  w., 
wodurch  JP(a,  ?>,  c,  .  .  .)  grösser  oder  kleiner  wird  als  alle  Nachbar- 
werthe  der  Function,  d.  h.  als  alle  die  Werthe,  welche  entstehen, 
wenn  man  für  x  irgend  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  a  —  Ä  bis 
a  -\-hy  für  y  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  b  —  Jfc  bis  5  -|-  A;  u.  s.  w. 
nimmt,  wobei  /»,  Je  etc.  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen.  Ein  sol- 
cher besonderer  Werth  F(a,  fe,  c,  .  .  .)  der  Function  F(x,  y,  ;r,  .  .), 
heisst. ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  er  grösser  oder  klei- 
ner als  seine  Nachbarn  ist.  Die  Aufgabe  ist  nun,  das  System  der 
speciellen  Werthe  a?  =  a,  y  =  fe,  etc.  aufzufinden. 

Wenn  überhaupt  belÜBbige  unabhängige  Variabelen  x,  y,  iS,  ,  .  , 
vorhanden  sind,  so  darf  man  sich  dieselben  als  ebensoviel  willkühr- 
liche  Functionen  einer  neuen  unabhängigen  Variabelen  t  denken,  denn 
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man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  x,  y,  z  etc.  alle  möglichen  Werthe 
erhalten  können,  wenn  man 

setzt  und  t  sowie  die  Natur  der  Functionen  9>,  ^»  ^f  etc.  danach 
wählt;  so  würde- z.B.  schon  die  einfache  Annahme  x  =  at,  y  =  ßt, 
0  =  yt,  .,,  wo  a,  ß,  y  völlig  willkührliche  Factoren  sind,  zu  dem 
genannten  Zwecke  hinreichen.  Durch  diese  Bemerkung  reducirt  sich 
die  Aufgabe,  JP(a?,  y,  z,  . .  •)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu 
machen,  auf  die  einfachere,  für  eine  Function  von  nur  einer  unab- 
hängigen Variabelen  die  grössten  und  kleinsten  Werthe  aufzusuchen. 
Soll  nun 

F(x,  y,z,...)  =  F[g>{t\  jp(t\  x(t),  .  .  .] 

oder  kurz  F  seinen  Maximal-  oder  Minimalwerth  erhalten,  so  muss 

dF 


dt 


=  0 


sein;  diese  Gleichung  wird  in  unserem  Falle,  wo  Xj  y^  z,  .  ,  als  ab- 
hängig von  t  erscheinen, 

dF     dx  dF_     dy_        dl[_     dz_^  _ 

^  dx   '  dt    '^   dy    '  dt    '^   dz    '  dt    '^  '  "  ~ 

Bei  der  gänzlichen  Willkührlichkeit  der  Functionen  ^(0,  ^(0>  >C(0> 
also  auch  ihrer  DifPerentialquotienten 

dx  ,   .    dy  ,        dz  ,.^ 

(wie  z.  B.  im  obigen  speciellen  Falle  der  Factoren  a,  /3,  y  .  .  )  kann 
aber  die  Gleichung  1)  nur  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  der  un- 
bestimmten Grössen  für  sich  Null  sind,  wenn  also  die  Gleichungen 
stattfinden: 

ox  oy  dz 

deren  Anzahl  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen  Variabelen  über- 
einkommt, so  dass  es  also  immer  möglich  ist,  die  obigen  Gleichun- 
gen nach  x^  y,  z,  .  .  .  aufzulösen  und  so  die  Werthsysteme  x  =  a, 
y  z=z  h,  z  =  c  etc.  zu  bestimmen.  Ist  dies  geschehen,  so  bedarf  es 
noch  einer  Discussion,  ob  das  gefundene  System  ein  Maximum  oder 
Minimum  von  F  bildet.    Diese  Entscheidung  wird  dadurch  herbeige- 

d^F 
führt,  dass  man  den  zweiten  Di£terentialquotienten     ....      entwickelt 
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and  nachsielit,  ob  er  durch  Substitution  der  für  o;,  ^,  jcr,  .  .  .  gefun- 
denen Werthe  positiv  oder  negativ  ausfallt.  Wir  wollen  diese  Unter- 
suchung unter  der  Voraussetzung,  dass  F  eine  Function  von  nur  zwei 
unabhängigen  Variabelen  x  und  y  ist,  näher  ausführen. 

Man  hat  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2) 

d^F  _  d^  (dxy  d^F     dx^dy_        d^  /dy^ 

dP   ~    aa?«    \dtj  "^       dx  dy    dt   dt   +    dy^   \dtj  ' 

oder  wenn  der  Quotient  —=--  :  -r—  mit  q  bezeichnet  wird: 

dt        dt 

^  dt^         Idx^  ^    ^       dxdy^^    dy^l  \dtj 

Soll   dieser  zweite  Differentialquotient    zu  einer  Entscheidung 
führen,  so  darf  er  nicht  verschwinden,  also  darf  nicht  zugleich 

d^F        ^  d^F         ^         d^F 

^  ,  ox^  dx  dy  oy^ 

sein;  ist  diese  Vorbedingung  erfüllt,  so  muss  der  in  3)  verzeichnete 

dij 

Ausdruck,  worin  noch  die  unbestimmten  Grössen  g  und  -f-  vorkom- 

dt 

men,  immer  gleiches  Vorzeichen  behalten,  von  welchem  nachher  zu 

entscheiden  ist,  ob   es  das  Plus-  oder  Minuszeichen  ist.     Das  Vor- 

d'^F 
zeichen  von  ■  hängt  nun  einzig  allein  von  dem  Ausdrucke 

d  t 

d^F    ,    ,    „     d^F         ,     d^F 

ab,  welcher  unter  der  Form  aq^  +  ^  ßo.  +  ?  enthalten  ist.  Hätte 
femer  die  quadratische  Gleichung  «2^  +  2/5g  -(-  y  =  0  eine  reelle 
Wurzel  gi,  so  würde  der  Ausdruck  ag*-|-  2/3g  -|-  Y  sein  Vorzei- 
chen wechseln,  wenn  man  q  das  Intervall  qi  —  6  bis  qi  -^  S  durch- 
laufen Hesse,  wo  ö  eine  beliebig  kleine  Grösse  bezeichnet.  Damit 
also  der  fragliche  Ausdruck  sein  Vorzeichen  nicht  wechsele,  ist  es 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  jene  quadratische  Gleichung  ima- 
ginäre Wurzeln  besitze,  folglich  ß^  —  ay  <^  0  sei.  Die  Bedingung 
für  die  Unveränderlichkeit  des  Vorzeichens  in  Nro.  5)  besteht  also 
in  der  Ungleichung 

/  d^F   Y  _   d^     WEl 
^^  \dxdyj  dx^  '    dy^   ^    ' 

sie  vertritt  zugleich  die  in  Nro.  4)  angegebene  Determination,  denn 
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wenn  sie  erfüllt  ist,  können  die  Gleichungen  4)  nicht  sämmtlich  statt- 
finden.    Aus  der  Bedingung  6)  ersieht  man  ferner,  dass 

und 


(nach  Substitution  der  für  x  und  y  gefundenen  Werthe)  gleiche  Vor- 
zeichen besitzen  müssen,  weil  ausserdem  die  Ungleichung  6).  die 
Summe  zweier  positiven  Grössen  als  negativ  angeben  würde.  Da 
femer  nach  den  bisherigen  Bestimmungen  der  Ausdruck  in  5)  sein 
Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  darf  man  auch  ^  =  0  setzen,  ohne 
einen  splchen  Wechsel  befürchten  zu  müssen,  und  man  ersieht  dar- 

d^F 
aus,  dass  jener  Ausdruck  dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie  ^    ,    oder 

öx* 

d^F 

^  g  ;  nunmehr  lautet  die  Entscheidung: 

Die  aus  den  Gleichungen  -^ —  =  0  und  -tt —  =  0  abge- 

dx  dy 

leiteten  Werthe   von    x  und  y  müssen  zunächst  der 

Bedingung 

\dx  dy)         dx^   '   dy^  ^ 

genügen  und  geben  das  Maximum  oder  Minimum  der 
Function  F(x^  y),  je  nachdem  sie  die  Differential- 
quotienten 

d^F       ^    d^F 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  machen. 

Finden  die  Gleichungen  4)  zusammen  statt,  verschwindet  also 

d^F 

für  die  gefundenen  Werthe  von  x  und  y,  so  giebt  der  zweite 

Differentialquotient  keine  Entscheidung  und  man  muss  sich  dann  an 
die  höheren  DifPerentialquotienten  wenden,  was  jedoch  umständliche 
Rechnungen  erfordert  Ebenso  wird  die  Sache  etwas  verwickelt, 
wenn  es  sich  um  eine  Function  von  drei  oder  mehr  Variabelen  han- 
delt. Man  wird  in  allen  solchen  Fällen  besser  thun,  aus  der  Natur 
der  gestellten  speciellen  Aufgabe  zu  entscheiden,  ob  überhaupt  ein 
Maximum  oder  Minimum  stattfindet. 

1.    Als  erstes  Beispiel  diene  die  Aufgabe,  das  Minimum  der 
Quadratsumme 
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+  ((^n^  +  Ky  —  Ky 

zu  bestimmen,  wobei  alle  a,  h  und  k  als  gegebene  Constanten  vor- 
ausgesetzt werden.  Führen  wir  zur  Abkürzung  die  folgende  Bezeich- 
nung ein 

«1^1    +    «2^2    +   •  •  •  •   +   ttnK   =   Sali 
^i         +  «I        + +  ön        =  Saa, 

u.  s.  w. 


BD  erhalten  wir 


dF 
dF 

8»jp  d^F 

d^F 

=  2  Sab. 


dx  dy 

Die  letzten  drei  Ausdrücke  genügen  den  Bedingungen  des  Mini- 
mums; letzteres  tritt  daher  ein,  sobald  die  Gleichungen 

Saa^  +    Saby  =  S«*, 
ßba^  +    Sbby  =  Sbk 

erfüllt  sind,  wozu  die  Wei*the  gehören 

^66    •   8ak  —    Sab   •   Sbk 


X  = 


y  = 


Saa  •   Sbb    —  (Saft)^ 
Saa  '   Sbk   —    Sab   •   Sak 


Saa  •  Sbb    —  (Sab)^ 

Man  kann  diese  Aufgabe  dahin  verallgemeinem,  dass  man  eine 
beliebige  Anzahl  von  Variabelen  d?,  y,  z^  etc.  voraussetzt  und  das 
Minimum  von 

F{x,  y,  jer, ) 

=  («i«  +  ^i3^+^i^H 'kiY  -{-{(h^-V^iy  -\-  CiZ  -^ Ä2)^  +  "- 

+  ^anX-\-hny^rCne^ KT 

verlangt.     Man  findet  leicht,  dass  die  hierzu  nöthigen  Werthe  aus 
folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen  sind: 
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Sba^  -\-  SbhV  +  Sbc^    +....=  StJt, 

deren  Anzahl  ebenso  gross  ist  als  die  Anzahl  der  Yariabelen  rr,  y,  ß 
etc.  Einer  besonderen  Untersuchung  darüber,  ob  die  gefundenen 
Werthe  von  a:,  y,  z-  etc.  das  Maximum  oder  Minimum  der  Function 
F  geben,  bedarf  es  übrigens  nicht ,  denn  es  ist  unmittelbar  einleuch- 
tend, dass  eine  Summe  von  Quadraten  (d.  h.  von  positiven  Grössen) 
wohl  in*s  Unendliche  wachsen  aber  nicht  beliebig  klein  werden  kann 
und  dass  sie  folglich  ein  Minimum  haben  muss '''). 


*)Die  obige  Aufgabe,  welche  die  Verallgemeinerung,  des  zweiten  Bei- 
spiels in  §.  33  enthält,  ist  für  die  Praxis  von  besonderem  Werthe.  Hat 
man  nämlich  eine  Grösse  x  durch  directe  Messung  oder  Beobachtung 
zu  bestimmen  (wie  z.  B.  die  Entfernung  zweier  Punkte  durch  Messung 
mit  Kette  oder  Maassstäben),  so  nimmt  man  der  Sicherheit  wegen  diese 
Operation  mehrmals  vor,  aber  man  findet  dann,  zufolge  der  unvermeid- 
lichen Beobachtungsfehler,  bei  jeder  Messung  einen  etwas  anderen 
Werth,  und  es  mögen  äj^,  Ä;2,  .  .  .  A;„  die  verschiedenen  Werthe  bezeich- 
nen, welche  bei  n  Beobachtungen  für  x  erhalten  wurden.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  alle  Messungen  mit  gleicher  Sorgfalt  angestellt, 
mithin  von  gleichem  Gewichte  sind,  betrachtet  man  das  arithmetische 
Mittel  aus  A?!,  "k^^  ...  "kn  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x^  ohne 
sich  des  Grundes  dieser  Annahme  genauer  bewusst  zu  sein.  Dagegen 
beweist  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  dass  der  wahrscheinlichste 
Werth  von  x  dei^enige  ist,  bei  welchem  die  Summe  der  Fehlerquadrate 
ihr  Minimum  erreicht.  Nun  sind  x  —  fc^,  x  —  k^^  .  .  .  x  —  kn  die  be- 
gangenen Fehler,  und  nach  Beispiel  2)  in  §.  33  wird  die  Summe  der 
Quadrate  dieser  Fehler  ein  Minimum,  wenn  x  dem  arithmetischen  Mit- 
tel aus  X;i,  Ä;2,  •  •  •  ^n  gleichkommt;  es  rechtfertigt  sich  also  jene  An- 
nahme. Das  genannte  Theorem  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ge- 
stattet aber  noch  eine  weitere  Anwendung.  Sind  nämlich  zwei  nicht 
direct  beobachtbare  Grössen  x  und  y  mit  beobachtbaren  Grössen  a, 
&,  h  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  aaj  +  &y  =  Ä  verbunden,  so 
erhält  man  durch  n  Beobachtungen  n  Gleichungen  folgender  Art 

tti  a;  +  6i y  =  Ä^i ,  aa a;  +  ftgj/  =  ä;2,  . . .  a»  a:  +  &»  jr  =  ä»  . 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  beträgt  mehr  als  2  und  daher  würden 
sie,  als  vollkommen  genau  beträchtet,  einander  widersprechen.  Dage- 
gen ist  zu  berücksichtigen,  dass  jene  Gleichungen  in  Folge  der  Beob- 
achtungsfehler nur  angenähert  richtig  sind;  die  Grössen 

differiren  daher  von  der  Null  und  repräsentiren  die  Fehler.  Die  wahr- 
scheinlichsten Werthe  von  x  und  y  ergeben  sich  nun  wieder,  indem 
man  die  Summe  der  Fehler quadrate  zu  einem  Minimum  macht,  und 
vermöge  dieser  Bedingung  erhält  man,  wie  oben  gezeigt  wurde,  immer 
soviel  Gleichungen  als  Unbekannte  zu  bestimmen  sind. 
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2.    In  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  (Fig.  38)  soll  der  Punkt 

Fig.  38.         ^j^    Jif  go  bestimmt  werden,  dass  die  Summe  der 

,  .^'-'''.'''''  /  Enifemvingen  ÄM=u,  BM=v,CM=w 

B -n«^      y       i  ein  Minimum   werde.      Bezeichnen  wir  die 

\      /  *;kC\      •'  Seiten  BC,  CA,  AB  der  Reihe  nach  mit  a, 

V/'^^T^^^^W  ^»  ^  ^^^  ^^®  Gegenwinkel  mit  a,  ^,  y,  so 

\      \  /  haben  wir  als  Summe  der  genannten  Entfer- 

\     \        /  nungen 

\\    /  S  =  w  4-  «^  +  w? 

Cfv'  oder,  wenn  Z.  BAM  =  0  gesetzt  wird, 

«  =  tt  +  Vc^  +  u^'-2cucosO  +  Vh^  -\-u^  —  2hu cos («  — ö) 

und  hierbei  sind  u,  ö  die  beiden  unabhängigen  Variabelen.     Es  er- 
giebt  sich  durch  Differentiation 

8s u  —  ccosd u  —  hcos(a  —  ü) 

ö«*  ~  Vc^'  +  u^  —  2cucosü        Vh^+u^  —  2hu cos (a  —  ö)  * 

ds cusind  hu  sin  (a  —  ö) 


dO        Yc^  +  u^  —  2cucosd  Vh^  +  u^—2bucos(a  —  tiy 

mithin  sind  die  Bedingungen  für  den  Eintritt  des  Maximums  oder 
Minimums 

ccosd  —  u       hcos(a  —  ö)  —  u 


V  w 

c  sin  0        h  sin  (a  —  Ö) 


=  0. 


V  IV 

Geometrisch  bedeuten  dieselben  soviel  wie 
cos  BMA'  +  cos  CMA  =  1,    sin  BMA'  —  sin  CMÄ  =  0; 
aus  der   zweiten  Gleichung   folgt  Zl  BMA'  =  Z  CMA'y  nachher 
aus  der  ersten 

cos  BMA'  ~  cos  CMA'  :?=  J,    Z  BMA'  =  Z  GMA'  =  60«, 

Z.  BMC  ==  1200. 

Zu  einer  ähnlichen  Rechnung  würde  man  gelangen,  wenn  man 
BM  =  V  und  ZI  CBM  =  ri  als  unabhängige  Variabele  wählte  und 
demgemäss  u  und  w  durch  v  und  ri  ausdrückte;  das  Resultat  wäre 
dann  Z  CMA  =  120®.  Der  gesuchte  Punkt  M  liegt  demnach  so, 
dass  die  Winkel  AMB,  BMC,  CMA  gleich  sind;  er  ist  folglich  der 
Durchschnitt  von  Kreisbögen,  welche  über  den  Dreiecksseiten  als 
Sehnen  mit  dem  gemeinschaftlichen  Peripheriewinkel  von  120®  be- 
schrieben werden  können.  Eine  andere  Gonstruction  von  M  besteht 
darin,  dass  man  über  den  Dreiecksseiten  die  gleichseitigen  Dreiecke 


160  Gap.  V.    §.  S4.    Maxima  und  Minima  etc. 

ABC,  BCÄ\  GAB'  mit  den  Spitzen  nach  Aussen  beschreibt  und 
nachher  die  Geraden  AA\  BB',  CC  zieht;  letztere  schneiden  sich 
im  Punkte  M, 

Der  Natur  der  Sache  nach  kann  die  Summe  u  -\-  v  -\-  io  be- 
liebig gross  gemacht  werden ,  wenn  man  den  Punkt  M  weit  genug 
von  den  Spitzen  des  Dreiecks  ABC  entfernt,  während  dagegen  s 
nicht  beliebig  klein  werden  kann.  Der  gefundene  Punkt  M  muss 
folglich  dem  Minimum  von  s  entsprechen. 

Eine  völlig  gleiche  Behandlung  gestattet  die  allgemeinere  Auf- 
gabe, w"  -|-  t?«  -["  ^"  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen. 
In  dem  speciellen  Falle  n  =  2  findet  man,  dass  M  der  Schwerpunkt 
des  Dreieckes  ABC  und  u^  -\-  v^  -\-  w^  ein  Minimum  ist. 

3.    Es  soll  die  kürzeste  Entfernung  zweier  Geraden  ermittelt 
werden,  deren  Gleichungen  sind 
j^  I     y  =  Bix  +  hi,   z  =  Cix  +  cu 

Nehmen  wir  auf  der  ersten  Geraden  einen  Punkt  Xi  yi  sfi,  auf 
der  zweiten  einen  Punkt  X2  y^  z^  einstweilen  beliebig  an,  so  ist  die 
Länge  der  verbindenden  Geraden 

8)  V  («,  -  x^y  +  (ifi-  y,)«  +  («1  -  *,)«; 

diese  wird  ein  Maximum  oder  Minimum  je  nachdem  ihr  Quadrat 
seinen  kleinsten  oder  grössten  Werth  erreicht,  mithin  haben  wir  uns 
nur  mit  dem  Ausdrucke 

(xi  —  x^y  +  (jyi  —  y^y  +  (^1—^2)' 
zu  beschäftigen,  welcher  vermöge  der  Gleichungen  7}  die  Form 
F(xi,Xi)  =  (xi—x^y  +  (BiXi—B^x^  +  hi—hy 

+  (GiXi  —CiX^  +  Ci—  c^y 
annimmt  und  eine  Function  der  beiden  unabhängigen  Yariabelen  Xi 
und  X2  darstellt.     Man  hat  nun 

+  (h  —  h)Bi-\-(ci  —  Ct)Ci 
|-|f-       =-(1+^1  ^2  + Cd  Ca)«!» +(1+51+ OD«, 

— (bi— 6i,)5j— (c,— c)  Ci 
-^       =2(14-A»+C») 


dxi  dX2 

^     =  2(1 +si+C!). 
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Setzt  man  die  ersten  Differentialquotienten  der  Null  gleicli,  so 
erhält  man  zwei  Gleichmigen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  von  Xi 
and  0^2}  die  so  bestimmten  Werthe  entsprechen  einem  Minimum,  weil 

4(1  +-B1-B2  +  Ci  02^  -  (1  +5f  +  C/)  (1  +-B,^+  CD  <  0 
und  ^   o  sowie    ^    .>    positiv  ist.     Aus  Xi  und  X2  erhält  man  mi1>- 

telst  der  Gleichungen  der  Geraden  die  Werthe  von  pi,  «i  und  y^,  jefg; 
nach  Substitution  der  Werthe  von  a^i ,  aJg ,  ^i ,  ^2  >  ^1  und  jef3  giebt 
nun  der  unter  Nro.  8)  verzeichnete  Ausdruck  die  kürzeste  Entfer- 
nung der  beiden  Geraden,  üebrigens  liegt  es  hier  in  der  Natur  der 
Aufgabe,  dass  nur  ein  Minimum  stattfindet,  und  man  hätte  sich 
daher  die  Entwickelung  der  zweiten  Differentialquotienten  von  F 
nebst  den  angeknüpften  Bemerkungen  ersparen  können. 


§.  35. 
Maxima  nnd  Minima  mit  Nebenbedingtmgen. 

Die  Werthe,  durch  welche  eiae  gegebene  Function  mehrerer 
Yariabelen  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  sind 
häufig  noch  an  eine  oder  mehrere  Bedingungen  gebunden,  welche  in 
Gleichungen  ausgedrückt  werden.  Sucht  man  z.  B.  die  kürzeste  Ent- 
fernung eines  Punktes  atßy  von  einer  Ebene,  deren  Gleichung 

Ax  -^^  By  -\-  Cb  +  I)z=iQ 
sein  möge,  so  ist  der  Ausdruck 

welcher  den  Abstand  der  Punkte  aßy  und  xyz  angiebt,  zu  einem 
Minimum  zu  machen,  jedoch  mit  der  besonderen  Rücksicht,  dass  die 
Werthe  von  x^  y  und  e  der  Gleichung  der  Ebene  genügen  müssen. 
Das  natürlichste  Verfahren  wäre  nun  die  Herausscha£^g  der  abhän- 
gigen Variabelen ;  ist  z.  B.  nur  eine  Bedingungsgleichung  (p  (x,  y,  g) 
=  0  gegeben,  so  kann  man  sie  nach  a  auflösen  und  den  so  gefun- 
denen Werth  von  js  in  die  Function  F(x,  y,  jer),  deren  Maximum 
oder  Minimum  gesucht  wird,  substituiren;  an  die  Stelle  einer  Func- 
tion von  drei  Yariabelen  tritt  nunmehr  eine  Function  zweier  unab- 
hängiger Yariabelen,  und  für  diese  gelten  die  Regeln  des  vorigen 
Paragraphen.  Sind  zwischen  drei  Yariabelen  zwei  Bedingungsglei- 
chuugen  (p  (x,  ^,  jer)  =  0  und  ^  (o?,  y,  0)  =  0  gegeben,  so  kann  man 
mittelst  derselben  y  und  e  durch  x  ausdrücken  und  wenn  man  diese 

SchlOmiloh,  AnalyBis.  L  H 
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Werthe  sabfltitmrt,  so  enthält  jetzt  die  Function  F{x,  y,  e)  nur  noch 
eine  nnahhängige  Yariabele.  Diese  Elüninationen  sind  aber  nicht 
selten  sehr  umständlich  oder  unmöglich  imd  man  mnss  in  solchen 
Fallen  einen  anderen  Weg  einschlagen,  welcher  darin  besteht,  dass 
man  nicht  die  abhangigen  Yariabelen  selbst  ans  den  Bedingmigs- 
gleichnngen,  sondern  die  Dififerentialqnotienten  der  abhängigen  Yaria- 
belen ans  den  Differentialgleichnngen  der  gegebenen  Bedingungen 
eliminirt.     Die  Ausführung  dieses  Gedankens  ist  folgende. 

Wenn  jP(^,  y)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  und 
dabei  die  Bedingung  ^>{x<,y)  =  Q  erfüllt  sein  soll,  so  ist  nur  eine 

dF 
unabhängige  Yariabele  x  Torhanden  und  es  muss  daher  —z —  =  0 

dx 

sein;  dies  giebt  in  unserem  Falle,  wo  F  ausser  x  noch  die  abhängige 

Yariabele  y  enthalt, 

dF         dF      dy         _ 
ox         oy      dx 

Differenzirt  man  auch  die  Bedingungsgleichung  in  Beziehung  auf  x 
als  unabhängige  Yariabele,  so  ist 

8y    I     8y      dy   __^ 
dx         dy      dx  ' 

dy 
die  Elimination  von  --= —  aus  beiden  Differentialgleichungen  giebt 

CL  X 

dF    ^_dF^     8y  _ 
9a?      dy         dy  '  dx  ~    ' 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (p(x^  y)  -=  0 
verbindet ,  so  hat  man  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 
X  und  y. 

Bei  drei  Yariabelen  x,  y,  ß  und  zwei  Bedingungsgleichungen, 
also  wenn  das  Maximum  oder  Minimum  von  F(Xj  y,  z)  gesucht  wird, 
während  zugleich 

q>{x,  y,  e)  =rO  und  ^(o?,  y,  jer)  =  0 

sein  soll,  ist  nur  eine  unabhängige  Yariabele  x  yorhanden,  von  wel- 

dF 
eher  y  und  e  abhängen.     Die  Gleichung  -~ —  =  0  lautet  dann 

dx 

dF     .     dF      dy     .     dF      dz 


dx      *     dy       dx   ^    dz       dx 
und  die  Differentialgleichungen  der  Bedingungen  sind: 
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dq>     ,      d(p       dy  dtp       dz   

8a?      '     8y       dx   ^    de       dx  ' 

d^     .dt       dy     ^     dUf       dz 


8a?  dy       dx  dz       dx 

dy  dz 

Ans  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  -^  und  -^ —   elimini- 

dx  Cd  X 

ren,  es  bleibt  dann  eine  Gleichung  übrig,  welche  in  Verbindung  mit 

den  beiden  Bedingungen  97(0?,  ^,  jer)  =  0  und  i>{x^  y,  z)  =  0  zur 

Bestimmung  von  Xy  y,  z  hinreicht. 

Sind  drei  Yariabele  vorhanden  mit  nur  einer  Bedingungsglei- 
chung, so  kann  man  x  und  y  als  unabhängige  Yariabele,  z  als  abhän- 
gige Veränderliche  ansehen;  es  muss  dann  sein 

dF        ^  dF        ^ 


dx  '  dy 

oder  wenn  man  beachtet,  dass  in  F  auch  z  als  Function  von  x  und  y 
vorkommt, 

dF     .  dF       dz 


dx    ^    dz        dx 


=  0. 


dF     ,  dF       dz 


dy  dz        dy 

Andererseits  ist  durch  partielle  DifiPerentiation  der  Gleichung 
9(aJ,  y,  z)  —  0 

dq>  dq>        dz    ^^ 

8a?  8ief        8a?  ' 

8<p     ,  dcp       dz 


dy  dz        dy 

dz 
durch  Elimination  von  -^ —  aus  der  ersten  und  dritten,  so  wie  von 

öx 

dz' 

-^ —  aus  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  folgt 
oy 

dF       d(p  dF       dq>    _ 


8a?        dz  dz        dx 

dF       d(p  dF       d(p 

dy        dz  dz        dy 

welche  Gleichungen,  verbunden  mit  g?(aj,  y,  z)  =  0,  die  Unbekann- 
ten X,  y,  z  bestimmen.  —  Dieses  Verfahren  bleibt  immer  anwendbar, 
weil  es  stets  nur  Eliminationen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades 
erfordert.     Wir  geben  einige  Beispiele  dazu. 

11* 
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1.  Aus  den  vier  Seiten  a,  /9,  y,  d  soll  das  Viereck  von  grössi- 
möglicliem  Inhalte  construirt  werden.  Nennen  wir  x  den  von  a  und 
ßf  y  den  von  Y  ^^^  ^  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  die  Fläche 
des  Vierecks 

\  aß  sinx  -{-  l  yS  siny 

und  wenn  diese,  also  auch  das  Doppelte  von  ihr,  ein  Maximum  wer- 
den soll,  so  ist 

F  ^=z  aß  sinx  +•  y  8  siny 

zu  setzen.     Berechnet  man  femer  die  Diagonale,  welche  den  Win- 
keln X  und  y  gegenüberliegt,  so  hat  man 

«*  +  /ä^  —  2a/S  cosx  =  y«  4-  3«  —  2yÄ  cosy\ 

mithin  als  Bedingungsgleichung 

9)  =  a«  +  j33  —  y2  —  Ja  _  2a/J  cosx  -\-  2y8  cosy  =  0. 

!Die  Dififerentialgleichungen  werden  nun 

dF  ^  ^  dy 

— -  =  aß  cosx  +  yd  cosy  •  •^, 

—^  =  2aß  sinx  —  2yS  siny  •  -^  =0; 
dx  '^  '  dx 

aus  der  letzteren  folgt 

dy  aß  sinx 

dx        yS  siny  ' 

und  durch  Substitution  hiervon  geht  die  erste  der  vorigen  Glei- 
chungen über  in 

dF  _^^sin{x+  y) 
-__-  =  ap ^ • 

dx  '^        smy 

Dieser  Differentialquotient  verschwindet  für  sin  (o?  +  ^)  =  0,  d.  h. 
wenn  x  +  y  einen  der  Werthe  0^,  180^  360<>  etc.  erhält;  da  aber 
X  und  y  Winkel  eines  Vierecks,  sind,  so  kann  nur  x  -\-  y  =  180® 
oder  y  =  180®  —  x  sein,  wonach  aus  9  =  0  wird; 

«3    _L    /32   _-   y3   —   32 
cos  X  =  —  cos  V  =  ■ — 7—x ' :: • 

^  2  (aß  +  yd) 

dy 
Mittelst  desWerthes  von  -7—  findet  man  weiter 

ax 

dlF_       aß  i       sin^x  g  cos  (x  +  y)] 

dx^  yd\  ^  sm*  y  sin  y      y 
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für  den  Fall  des  Maximams  oder  Minimums,  d«  h.  f&r  y  =  180^  —  x 
geht  dieser  Ausdruck  über  in 

aß     aß  -f"  y^ 
yd        sin  x 

und  ist  negativ  wegen  0<'»<  180^;  die  Bedingung  rc  +  y=  180^ 
entspricht  daher  einem  Maximum.  Das  gesuchte  Viereck  ist  hier- 
nach ein  Sehnenviereck. 

2.     Um  auch  die  im  Eingange  erwähnte  Aufgabe  zu  löseo, 
nehmen  wir 

F=(x-a)^  +  (y-ß)'  +  (^-yn 

q)  =  Äx  +  By  -\-  Gz  +  Dz=0, 

und  es  sind  dann  zwei  unabhängige  Yariabele  x  und  y  vorhanden, 
während  e  eine  Function  von  x  und  y  ist.  Setzt  man  die  beiden 
partiellen  Differentialquotienten  von  F  der  Null  gleich,  so  hat  man 
zunächst 

i         /  X    Ö^  rv 

a?  —  a  +  (£f  —  y)  ^  =  0, 

y  —  /J  +  («  —  y)  g^  =  0. 
Ferner  ergiebt  sich  durch  partielle  DifiEerentiatlon  der  Gleichung 

und  durch  Elimination  der  partiellen  Di£ferentialquotienten! 

Ä{is  —  y)  —  C(x  —  a)  =  0, 

B(e-y)^  C(2^-/5)  =  0. 

Verbindet  man  diese  zwei  Gleichungen  mit  der  dritten  Ax  -j-  By 
-\-  Ce  -\-  D=^Oj  Bo  findet  man  der  Reihe  nach  0,  y  und  rr,  nämlich 

x  =  a  —  AK,    y  =  ß  —  BK,   z  =  y  —  CK, 
wobei  zur  Abkürzung 

^_Aa  +^/3+  Cy  +  J 

A»  4-  J52  -I-  C« 

gesetzt  worden  ist.  Dass  diese  Werthe  nur  einem  Minimum  von 
F  entsprechen  können,  folgt  aus  der  geometrischen  Bedeutung 
unserer  Aufgabe  von  selbst;  auch  sind  die  Werthe  für  o;,  ^,  je^ 
identisch  mit  den  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Coor- 
dinaten  des  Fusspunktes  der  vom  Punkte  aßy  auf  die  Ebene 
Ax  -^  By  +  Cß  -^  D  =  0  herabgelassenen  Senkrechten. 
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3.  Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  vir  im  Folgenden  unter 
Stellung  einer  Ebene  die  drei  Winkel  verstehen,  welche  eine 
auf  der  Ebene  errichtete  SenkrecHte  mit  drei  rechtwinkligen  Coor- 
dinatenachsen  bildet.  Ist  nun  s  die  Fläche  eines  ebenen  Polygones, 
welches  die  Stellung  aßy  besitzt,  so  sind  die  drei  Projectionen  von 
8  auf  die  Coordinatenebenen  xy,  xe^  yz  der  Reihe  nach 

c  =  s  .  cosy^  h  =  s  .  cos ßj  a  =  $  .  cos  a. 

Dabei  werden  die  Projectionen  a,  b,  c,  ebenso  wie  die  Projectionen 
einer  begrenzten  Geraden,  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  je 
nachdem  die  Winkel  ff,  /?,  y  spitz  oder  stumpf  sind.  Denken  wir 
uns  eine  vierte  Ebene,  welche  mit  der  Ebene  von  s  den  Winkel  0* 
bildet,  so  ist  die  Projection  von  s  auf  die  neue  Ebene 

p  =z  s  .  cosd'  ' 
oder  wenn  uvto  die  Stellung  der  vierten  Ebene  bezeichnet: 

p  =  s  (cosa  cosu  4-  cosß  cosv  +  cosy  costv) 

d.  i. 

p  =  acosu  +  hcosv  +  ccosw. 

Diese  Formel  giebt  also  die  Projection  p  von  s  auf  eine  beliebige 
Ebene,  wenn  man  erst  die  Projectionen  von  s  auf  die  Coordinaten- 
ebenen und  die  Stellung  der  neuen  Ebene  kennt.  Für  mehrere 
beliebig  liegende  Figuren  Si,  s^  etc.  hat  man  entsprechend 

P=  Acosu  +  Bcosv  4-  Gcosw^ 

wo  P  die  Projectionssumme  pi  +  i>2  +  ©tc.  bedeutet,  und  ebenso 
A,  B,  C  die  Summen  der  auf  den  Coordinatenebenen  construirten 
Projectionen  sind.  Wir  suchen  nun  die  Ebene,  für  welche  P  sein 
Maximum  erreicht.  Dann  sind  wegen  der  immer  stattfindenden 
Bedingung 

cos^u  +  cos^^  +  cos^w  —1  =  0 

zwei  unabhängige  Yariabele  u  und  v  vorhanden,  während  io  eine 
Function  von  u  und  v  ist.  Durch  partielle  Differentiation  von  P 
hat  man,  die  Differentialquotienten  gleich  Null  gesetzt, 

Astnu  +  Csinw  -^—  =  0, 

du 

.       ,    ^  8w 

Bstnv  +  Csinw  -^—  =  0. 

ov 

Die  partiellen  Differentialquotienten  der  Bedingungsgleichung  sind 

cosu  smu  +  cosw  stnw  -^r—  =  0, 

ou 
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cos  V  stnv  +  cos  w  sin  w  -tt-  =  0. 

ov 

Durch  Elimination  der  partiellen  Dififerentialquotienten  von  w 
ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen 

Äcosto  =  Ccosu,   Bcosw  =  Ccosv^ 

welche  in  Verbindung  mit  der  Bedingungsgleichung  zur  Bestimmung 
von  u,  Vj  w  fuhren;  man  erhält  nämlich 

cosu cosv  cosw  1 

A     ~    B     ~     G    ~  y^2^  j52  _|_  cfa' 

und  hierdurch  erfährt  man  die  Stellung  derjenigen  Ebene,  für 
welche  die  Summe  der  Projectionen  von  allen  Polygonen  ihren 
grössten  Werth  erreicht. 

Projicirt  man  Si,  $%  etc.  auf  eine  Ebene,  welche  senkrecht  zur 
Ebene  der  grössten  Projectionssumme  steht,  so  erhält  man  eine 
ProJQctionssumme  gleich  Null,  wie  aus  den  Formeln  für  u^  v^w 
leicht  zu  ersehen  ist. 


Cap.  VI. 

Die  Convergenz  und  Divergenz  unendlicher  Reihen. 

§.  36. 

Grundbegriffe  von  endlichen  und  unendlichen  Beihen. 

Bezeichnet  (p{m)  eine  bekannte  Function  der  willkürlichen 
ganzen  positiven  Zahl  m,  so  bilden  die  einzelnen  Functionswerthe 

9)(0),     9(1),     9?(2),...  y(w— 1) 

eine  sogenannte  endliche  Eeihe,  welche  im  vorliegenden  Falle  aus 
n  Gliedern  (Termen)  besteht;  ihre  Summe  ist  selbstverständlich  eine 
gewisse  Function  von  n  und  mag  mit  Sn  bezeichnet  werden.  Lassen 
wir  in  der  Gleichung 

8n  =  <P(0)  +  <jP(l)  +  <p(2)  +  .  .  .  +  (3p(n-  1) 
n  unendlich  wachsen,  so  wird  die  endliche  Reihe  zu  einer  unend- 
lichen und  gleichzeitig  entsteht  die  Frage  nach  dem  Grenzwerthe, 
welchem  sich  £•„  für  unendlich  wachsende  n  nähert.  Dabei  sind  nur 
zwei  Fälle  möglich;  entweder  ist  LimSn  eine  bestimmte  endliche 
Grösse  S  oder  es  ist  keine  solche  Grösse.  Im  ersten  Falle  heisst 
die  Reihe  95(0)  +  9>(1)  +  q)(2)  -j-  etc.  convergent  und  iS  ihre 
Summe,  im  zweiten  Falle  bezeichnet  man  die  Reihe  als  divergent 
und  sie  hat  dann  keine  Summe. 

Diese  Methode  zur  Summirung  unendUcher  Reihen  woUen  wir 
durch  zwei  Beispiele  erläutern,  welche  nachher  von  Nutzen  sein 
werden. 

a.  Zufolge  der  bekannten  Summenformel  für  die  geometrische 
Progression  gilt,  wenn  <p(m)  =  ß^  gesetzt  wird,  die  Gleichung 
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[^  =  1   -I-  /J  +  ^2  +  ....  +  /J«  -  I; 

ifit  nun  ß  ein  positiver  oder  negativer  ächter  Bruch,  so  wird  Limß* 
=  0*X  mithin 

1)  Y^  =i+ß  +  ß^  +  ß^  + 

-i<i5<  +  1. 

Für  jS  =  +l  ist  iS„  =  »,  folgHch  Xim  iS;,  =  00 ;  für  /3>  +  l 
wird  um  so  mehr  Lim  Sn  =  oo ;  für  /J  =  —  1  ist  Si,  =  0  oder 
=  -j-  1,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist;  für  ß  <^  —  1 
wachsen  die  Werthe  von  jS»  in's  Unendliche  und  wechsebi  fortwäh- 
rend ihre  Zeichen.  Demnach  ist  Lim  Sn  nur  unter  der  Bedingung 
—  1  <^  ß  <C  -^  1  eine  bestimmte  endliche  Grösse,  d.  h.  die  Beihe 
1  H"  i'  +  /^^  +"  •  •  •  convergirt  für  acht  gebrochene  ß  und  diver- 
girt  in  jedem  anderen  Falle. 

b.    Aus  der  leicht  beweisbaren  identischen  Gleichung 

ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(ß  +  m-^l)       ß(ß-\.i)(ß  +  2).,.(ß  +  m) 

a(a+ !)(«  + 2)... (a  +  w—l)        «(«  +  l)(a -f- 2)...(a +  m) 

^u-ß      ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(ß  +  m-l) 

a        (a  -1-  i)(a  -f  2)(a  -f  3)  . . .  (a  +  w) 

folgt,  indem  man  99»=l,2,3,...n  —  1  setzt  und  Alles  addirt, 

ß         ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(ß  +  n-l) 
'  a         a  (a  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  (a  +  » ■—  1) 

_a-ß\   ß  ß(ß  +  l)  ß(ß  +  l)...(ß+n--2)  1 

a  La+l  (a+l)(a+2)"^'""^(a+l)(a+2)...(a+n— 1)J' 
wobei  die  eingeklammerte  Reihe  aus  n  —  1  Gliedern  besteht.  Bei 
unendlich  wachsenden  n  kommt  es  linker  Hand  auf  den  Grenzwerth 
von 

ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(ß  +  n^l) 
a  (a  +  1)  (a  -j-  2)  .  .  .  (a  +  w  —  1) 


•)    Ein  positives  acht  gebrochenes  ß  kann  unter  der  Form  r--p — 

dargestellt  werden,  wo  a  irgend  eine  positive  Grösse  bezeichnet;  wegen 
(1  "|-  «)*  >  1  +  n  «  ist  dann 

woraus  die  obige  Behauptung  sogleich  folgt.  Bei  negativen  ß  können 
sich  ß*  und  (—  ß)*  höchstens  im  Vorzeichen  unterscheiden,  im  Uebrigen 
bleibt  die  Schlussweise  dieselbe. 
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an,  nnd  da  man  augenblicklich  übersieht,  dass  für  a  =  ß  der  vor- 
liegende Bruch  constant  =  1  bleibt,  so  sind  noch  die  Fälle  cc^  ß 
und  a<^  ß  za  untersuchen. 

Nach  der  in  §.  8,  Nro.  3)  abgeleiteten  Formel 

y(a  H-  Ä)  =  9(a)  +  h(p'(a  +  ^ä)i 
worin  d"  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet;  ist  für  a  =  1, 

(1  +  Ä)i  +  '*  =  1  +  Ä(i  +  ft)(i  +  »hy-i 

unter  der  Voraussetzung  positiver  h  und  f(  hat  man  weiter 

(1  +  d'hy  <  (1  +  hy- 

daher  (1  -|-  Ä)i  t  **  <  1  +  (1  +  f*)Ä  (1  +  hy 
oder     (1  —  ft  Ä)  (1  +  hy  <  1. 

Im  Falle  ft%  <C  1  folgt  durch  Division  mit  der  positiven  Grösse 
1  —  fiÄ 

^'  +  ^y<rhh^'<^<-h 

In  dieser  Ungleichung  nehmen  wir 

h  =  — I ,   ft  =  a  —  j8, 

wobei  m  eine  ganze  positive  Zahl,  a  >  /5  >  0  sein  möge  und 
somit  die  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind;  es  ergiebt  sich 
dann 

\    tt  -{-  m  /  ß  -{-  m 

oder 

ß  +  m  /    CO  -}-  m    Y"^ 

06  +  m  \cc  +  m  -\-  ij 

Setzt  man  der  Reihe  nach  m  =  0,  1,  2,  . . .  w  —  1  und  multiplicirt 
alle  entstehenden  Ungleichungen,  so  folgt 

^  a(a  +  l)(a  +  2)  ...  («  +  n  —  0)  ^  V«  +  w/ 
und  für  unendlich  wachsende  n 

'^  « («  +  1)  (a  -f  2)  .  .  .  (a  +  n  —  1)  ' 
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wobei  aber  die  Bedingung  a  ^  ß  festzuhalten   ist     Aus  Nro.  1) 
erhält  man  nun  die  Beihensummirung 

ß      _      ß        ,         ß(ß  +  l)        .       ß(ß  +  l)(ß-\-2)       . 


a  — /J        «4-1    '    (a+i)(a-f2)^(a  +  l)(a  +  2)(a-f 3) 
oder  auch,  wenn  man  beiderseits  die  Einheit  hinzufügt, 

«    _^  ,      ß      ,       ß(ß+i)       ,        ß(ß+l)(ß+2)       ^ 


3)  ^a— /J~~     '  a+1   '   (a4-l)(a4-2)  '  (a+l)(a+2)(a+3) 

a>  j3>0. 

Der  zweite  Fall  a  <Z  ß  kann  sehr  leicht  auf  den  ersten  zurück- 
geführt werden,  indem  man 

ß(ß  +  l)...(ß  +  n^l)^  1 

a(a-|-l)  .  .  ..(«-f-it—  1)        «(a-f  1)  .  .  .  (a-\-n — 1) 

setzt;  rechter  Hand  nähert  sich  der  im  Nenner  stehende  Bruch  der 
Grenze  Null,  der  Bruch  linker  Hand  wacht  also  in's  Unendliche  und 
daher  ergiebt  sich  aus  Nro.  1) 

4^    ^  _  -J-.  4.        ß(ß-^^)        ^        ß(ß  +  l)(ß  +  2) 
^  o  +  l  "^  (a  +  l)(a  +  2)  "^  ia+l)ia  +  2)(a  +  3y"' 

/3>  a>0. 

Im  letzten  Falle  ß  =  tt  wird  die  betrachtete  Reihe  zur  folgenden 


a+ 1        «4-2    '    «4-3 
und  ihre  Summe  erscheint,  aus  Nro.  1)  abgeleitet,  unter  der  Form 

— ;  wir  bestimmen  sie  daher  auf  einem  anderen  Wege.  Die  bekann- 
ten Ungleichungen  (s.  §.  8,  Nro.  4  und  5) 

^-ly<2(af  1)-Za, 

J- >Z(a4-l)  —  ?a 
a 

ziehen  wir  vorerst  in  die  folgenden  zusammen 

l(e  +  l)-le<:-^<l0-  l(g-l), 

setzen  dann  e  z=:  a  -^  \^  a  ■\'  2^  ,  ,  .  a  •{■  n  und  addiren  Alles; 
dies  giebt 

5)  Ka  +  w4-l)  —  Ka+1) 

111  1 

^«+1  ''■a  +  2"^a-f3''  +a4-n^ 
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ffifsxai»  g^^  angwihlinfrffff?!  hervor,  dua  cGe  Samme  dar  sifx- 
iebenli^^id^L  Eeüie  gimi^figwtig  mit  »  in'a  UntmäSdoB  wadut 
Die  Eeüie 

«+1        («+l)(a  +  2)  ^  («-^i)(ff4-2)(«+3)"^'' 
eoiEvergxri  daher  for  ir  ^  ^  ^  0  und  diyogirt  in  jedmi  andereas. 
Falle,  wobei  c  imd  ^  inun^  ala  positiv  TOiaosgesetzt  werdau 

Wie  man  sieht,  ist  die  Con^erg&a  oder  Drrergeiiz  dmer  miend- 
liehen  Beihe  leicht  za  entsch^doi,  sobald  man  die  Sumiiie  ihr«r  n 
erstell  Glieder  finden  kann;  dies  gelingt  aber  mir  seltai,  und  man 
onus  sich  daher  nach  anderen  Kenngeichen  der  Gony^genz  odo^  Di- 
rergenz  innwfen^  Setaen  wir  zunächst  alle  Beihenglieder  als  posidy 
Toraos  und  bezeiehnai  wir  sie  ein&ch.  mit  «o ,  «x ,  %  etc^  so  Iraiehtet 
ang^iblicldieh  ein,  dass  dieselb^i  fort?rähread  und  iq's  Unendljche 
abn^kmen  müss^  d.  h.  dass  ldm«^:=0  wsden  mnss  (for  ji  =  ac), 
wenn  die  Bähe  conTergfr^i  »>II;  denn  betrüge  jed^  Term  mdir  als 
irgend  eine  Zahl  s,  so  wärde  die  Summe  da*  imendlichen  Rohe 
mehr  als  s  H~  ^  4*  ' '  '  ^  ia£ aosmadien,  d.h.  nnesdlich  gross  sein. 
Dieses  Crüeriam  reidit  aber  nicht  ans,  wie  man  sdion  an  der  Reihe 

111  1 

( — - — [ — x~  +  •••-! sdien  kann,   wdche  (nach  Xrow  5) 

diyergirtr  obschon  ihre  Glieder  in's  ITnendlidie  abnehmen.    Die  Sadie 
bedarf  daher  einer  g»iatieren  Untersocbnz^,  welche  im  Allgemeinen  . 

aof  dem  Principe  bembt,  eine  gegebene  Rohe  mit  einer  anderen  zn  \ 

^erglachesi,  derai  Conr^ genz  oder  Diyergäiz  b^eits  festgestellt  ist 


§.  37. 
Btfiheii  mit  pocittren  Gliedern. 

h  Die  gegeheoe  Reihe  sei 

und  zugleich  werde  T<»aiisgeseftzt,  dass  der  Quotient bei  uo- 

endfidi  waefasendea  n  sieh  einer  bestimmten  Grenze  l  nähere ;  diese 
iMt  jeAadaSl»  positiy,  kann  aber  <  1 ,  =  1  oder  >  1  sein. 

Wenn  l  weniger  als  die  Einheit  beträgt,  so  mnss  der  Quotient 


^^^  Ton  einer  gewissen  Stelle  n  =  i  an  kleiner  als  ein  zwischen 


^ 


X  tmd  1   emgesehalteter  äcbter  Bmcb  ß  bleiben,  denn  wenn  dies 
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niclit  der  Fall  wäre,  so  könnte  sich  nicht  einer  Grenze  nähern, 

welche  vorausgesetztermaassen  unter  ß  liegt  Man  hat  dann  von 
n  =  Ä  an 

«**  «**  +  !  Wit  +  2 

and  erhält  daraus  sehr  leicht  ^ 

und  durch  Addition 

W*    +    %  +  !    +   W*  +  2    +    «**  +  8   +    •  •  •  • 
<U,(1    +/3    +   /J2    +    ^3   +    ....). 

■ 

Die  Summen,  welche  entstehen,  wenn  man  immer  mehr  Glieder 
der  Reihe  u^^  Uk^i^  ^i  +  a  etc.  vereinigt,  wachsen  fortwährend ,  sie 
bleihen  aber,  wie  die  vorige  Ungleichung  zeigt,  kleiner  als 

und  da  dieser  Ausdruck  einen  endlichen  Werth  hat,  so  muss  die  Summe 
der  unendlichen  Reihe  w*  +  w*+i  +  w»+2  +  otc.  eine  endliche  Grösse 
sein.  Durch  Hinzufügung  der  endlichen  Summe  %-)-i^  -\-  "•  -\-Ut—i 
erhält  man  wieder  eine  endliche  Grösse,  d.  h,  die  Reihe  Uq-^-Ui  -]-••• 
in  inf.  convergiri 

Wenn  zweitens  A  ^  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  1  und  X 
den  unächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross,  dass 

— ^  >  y  bleibt,  was  von  einer  gewissen  Stelle  n  =  Jfc  an  der  Fall 


4/  _ 

sein  muss,  weil  sich  ausserdem  — —  nicht  einer  über  y  liegenden 

Grenze  nähern  könnte.  Man  erhält  durch  ähnliche  Schlüsse  wie 
vorhin 

W*   +  ^*  +  l    +   ^k  +  2  +   W*  +  3   +   •  •  • 

>w*(i  +  y  +  y'  +  y^  + ); 

die  rechter  Hand  stehende  Reihe  divergirt  wegen  y  >  1,  mithin  ist 
die  Summe  der  Reihe  links  unendlich  gross;  dasselbe  gilt  dann  von 
der  Summe  w©  +  ^i  +  ^2  +  etc.  Nach  diesen  Erörterungen  haben 
wir  den  Satz: 

Die  unendliche  Reihe  %  -{-  Wi  ^-  W2  4"  ®^*  convergirt 
oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  von    ""^ 
weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt 
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Abt  Beispiel  diene  die  Reihe 

^         1    ^2     3     ^  2  .4t  b     "^2.4.67     "*"' 


liier  ist  «9  =  0,  «1  =  —  o.  b. 


«-+t         ^^(2«-l)'^ 


2ii(2»  +  l)  J_ 

^  2n 

miilmi  eomrefgirt  die  Seihe  for  x  <r  1  mul  direigiri  für  x  >»  1. 
Ebenso  leiefat  eigiebi  sich,  dsss  die  Beihe 
X  ifi  ^c^  x^ 

^  1^    ^2'    ^  3^         4^ 

ffir  X  ^  1  comrergirt  imd  fnr  z  ^  1  diver^girL 

Woidei  man  fiberiiai^  das  obige  Theorem  auf  eine  sogensimte 
Potaizeiireihe  an,  nJmlirii 

aj  +  a,  X  +  a,x»  +  a,  X*  + , 

wann  x  und  aDe  a  als  posiiiT  ▼oiaosgesetzt  werden,  so  findet  man 
lacht,  dass  dieselbe  oonTergirt  oder  divergirt,  je  nadidem  x  weniger 

oder  mdir  als  JAm betragt 

Das  soeben  bewiesene  Griterinm  Teriiert  seine  Anwendbarkeit 
in  dem  FaQe  X  =  1 ,  weil  die  Herleitong  desselben  auf  d«  Yoiaas- 
setrang  bemht,  dass  zwischen  1  nnd  X  eine  Zahl  eingeschaltet  wer- 
den kdnne;  der  genannte  Ansnahmefall  bedarf  daher  einer  weiteren 
Unterrachnng. 


IL   Wenn  das  Pzodnct 


(-■^) 


ba  mendlich  wachsenden  n  sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenze 
fi  nähert,  so  kann  letztere  (wegen  Uf^^\  <^  t'n)  i^^ur  eine  positiTs 
Grösse  sein,  rücksichtlich  deren  wir  die  drei  Falle  fi  ]>  1 ,  f^  =  1 
nnd  f^  <C  1  unterscheiden. 

Im  Falle  f(  ^  1  denken  wir  uns  zwischen  fi  und  1  den  nn- 
ächten  Brach  y  eingeschaltet  nnd  n  so  gross  genommen,  dass  das 
oben  erwähnte  Product  grösser  als  y  bleibt,  was  jedenfalls  einmal 
geschehen  wird«  Von  einer  bestinimten  Stelle  n  ==  jb  an  haben  wir 
daasn 
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U.  8.  W. 

und  erhalten  Hierans 

ft  +  2-y  (fe-y)(fe-y  +  l)(fc-y  +  2) 

«»+"<      fc  +  2     "*+»  < &(Ä  +  l)(Ä  +  2) "*•"•■ 

mithin  durch  Addition 

«*    +   W^  +  l    +    W*^.3    +■   «i^8    +   •  •  •  ' 


<u,\l  + 


Die  rechts  stehende  Reihe  ist  ein  specieller  Fall  der  Reihe 
Nro.  3)  in  §.  36  und  zwar  a  z=  Je  —  1,/5  =  Ä;  —  y,  wobei  immer 
jb  >>  y  ^  1  gewählt  werden  kann;  auch  convergirt  unsere  Reihe, 
weil  y  ^  1,  mithin  a^  ß  ist.  Daraus  folgt  die  Gonvergenz  der 
Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Gonvergenz  der  Reihe  %  +  ^i  4~  ^  +  etc. 

Wenn  f(  <C  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  ft  und  1  den 
ächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross,  dass  das  Fro- 

duct  n  ( 1 —  j  von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  &  ab  kleiner 


als  y  bleibt     Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  gelangt  man 
jetzt  zu  der  Ungleichung 


.  •  •  • 


■^  Ä(Ä; +!)(*  + 2)  "^ 

Wegen  y  <i  \  divergirt  die  eingeklammerte  Reihe,  um  so  mehr  di- 
vergirt  auch  die  Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Reihe  %  -f-  ^i  4"  ^ 
etc.     Alles  zusammen  giebt  den  Satz 

Die  unendliche  Reihe  tto  +  ^i  +  «2  +  etc.  convergirt 
oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  des  Pro- 
ductes 

mehr  oder  weniger  als  die  Einheit  beträgt 


1+  - 
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Dieses  Eennzeicheii  erledigt  meistentheils  die  Falle,  wo  das 
vorige  keine  Elntscheidiing  giebt.  So  erhalten  wir  z.  6.  ans  Xro.  1) 
för  a:  =  1 

2n 
mithin  convergirt  die  Reihe  1)  anch  för  x  =  1. 

Für  die  Reihe  2)  ist  im  Falle  x  =  l 

«-[•(-'^)]=^[-l'-C-Ti/0 

oder,  wenn  —  =  d  gesetzt  wird, 

mithin  convergirt  oder  divergirt  die  Reihe 

1.1.1.1. 
^  IP  ^  2P         SP         4P  ~ 

je  nachdem  p  "^  1  oder  |>  <^  1  ist. 

Da  sie  für  j}  =  1  divergirt,  wie  wir  schon  ans  §.  36  wissen, 
so  sind  jetzt  alle  möglichen  Fälle  erledigt. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  bietet  die  Reihe 

„     _,(._-)_,(._|L)_,(._-)_..  . 

=  >{'  +  t^)  +  'O  +  äT^p)  +  <'  +P^)+-- 

worin  X  einen  ächten  Brach  bezeichnen  möge.  Hier  Hesse  sich  zwar 
das  gegebene  Criterium  direct  anwenden,  würde  aber  zu  einer  etwas 
complicirten  Rechnung  führen.  Kürzer  gelangt  man  durch  die  Be- 
merkung zum  Ziele,  dass  nach  §.  8,  Formel  5)  jederzeit  1(1  -\-h)<Cih 
ist  und  dass  folglich  die  Summe  der  obigen  Reihe  weniger  beträgt  als 

x^  x^        .        x^        . 

^  1»  — «2    '    22  — a;*    '    32  — x»    ' 

Bezeichnet  man  die  vorstehenden  Summanden  mit  th«  tij,  113  etc., 
so  erh&lt  man 
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L    \  w«  /J  (n+  ly  —  x^ 

demiiacli  convergirt  die  Beihe  5)  und  um  so  mehr  die  Reihe  4). 

Es  kanu  sich  treffen,  dass  der  mit  /i  bezeichnete  Grenzwerth 
gerade  =  1  wird;  dann  verliert  das  vorige  Kennzeichen  seine  An- 
wendbarkeit und  macht  wieder  eine  neue  Untersuchung  nothwendig. 
Diese  Fälle  sind  indessen  so  selten,  dass  wir  die  Aufstellung  weiterer 
Convergenzregeln  unterlassen  können'*'). 

§.  38. 
Beihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern. 

Aus  einer  Beihe,  welche  Glieder  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
enthält,  kann  man  eine  neue  Beihe  dadurch  bilden,  dass  man  allen 
Gliedern  das  nämliche  Vorzeichen  giebt;  wenn  nun  die  letztere  Beihe 
convergirt,  so  ist  zu  erwarten,  dass  auch  die  erste  convergiren  werde. 
In  der  That  kann  man  sich  hiervon  durch  sehr  einfache  Schlüsse 
überzeugen,  die  wir  nur  an  dem  Falle  zu  erörtern  brauchen,  wo  die 
Vorzeichen  alterniren.    Die  ursprüngliche  Beihe  ist  dann 

1)  Uq  —  Ui  -\-  U2  —  «3  +  «4  —  •  •  • 
und  die  abgeleitete 

2)  «0  +  Wi  -f-  M2  +  «3  -f-  t*4  +  •  •  •  • 

Wenn  nun  die  letztere  convergirt,  so  nähert  sich  jede  der  bei- 
den Summen 

9(n)  =  «0  4-  «^    +  <*4   +   •  •  •  •   +   W2n-2 
^(n)  =  «1    -f  «8    4-  %    -j-   •  •  •  •   +   U2n-1 

einer  endlichen  Grenze  [im  entgegengesetzten  Falle  wäre  der  Grenz- 
werth von  <p(n)  4"  '^  W  unendlich,  was  der  Convergenz  von  Nro.  2) 
widerspräche],  mithin  ist  auch  der  Grenzwerth  von 

(p(n)  —  ^(n) 


*)  Vergl.  d.  Verf.   Handbuch  der   algebraischen  Analysis; 
6.  Aufl.  Jena  1873. 

Sohl 0 milch,  Aualysis.    L  12 
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eine  endliche  Crrösse;  die  Reihe  1)  convergirt  daher  uad  hat  eine 
kleinere  Summe  als  die  Reihe  2).  Aehnliche  Schlüsse  gelten  in  jedem 
anderen  Falle. 

Bei  den  hänfig  vorkommenden  Reihen  mit  altemirenden  Vor- 
zeichen kann  man  die  Convergenz  noch  anf  einem  anderen  nnd  viel 
einfacheren  Wege  erkennen,  sohald  von  einer  hestimmten  Stelle  n  =  fc 
an  jeder  Term  grösser  als  der  nächstfolgende  ist,  also 

Ut  >  Ut  +  i  >  iijt^i  >  «*  +  s 

und  ausserdem  wie  früher  Lim  u^  =  0.     Setzen  wir  ntmhch 

Bi  =  «4  , 

2?5  =  ««*  —  («*+i  —  «*+«)  —  («*  +  s  —  «*+*), 


nnd  heachten,  dass  alle  eingeklammerten  Differenzen  positiv  sind,  eo 
hahen  wir 

3)  Bi>  Bz>  R5>Ri 

Andererseits  gilt  für  die  Grössen 
Bi  =  (ut  —  tt*  +  i), 

i?4  =  (Ujt  —  Ujk  +  i)  +  (Ujt  +  2  —  «i  +  a), 

=  (Ut  —  Ut^l)   +   («i  +  2  —  «*  +  3)   +   (w*  +  4  — .  «*+5)f 


die  Beziehung 

4)  Bi<B4,<Be  <ZBs 

Endlich  ist  bei  unausgesetzt  wachsenden  m 

Lim  {B2m-i  —  B2m)  =  Lirn  «it+jm-i  =  0; 
hieraus  folgt,  dass  sich  J?2i»-i  nnd  M2m  einer  und  derselben  Grenze 
B  nahem,  und  zwar  Btm—i  durch  Abnahme,  B2m  durch  Zunahme. 
Dieses  B  muss  aber  eine  endliche  Grösse  sein,  weil  es  nach  Nro.  4) 
positiv  und  nach  Nro.  3)  kleiner  als  jede  der  Zahlen  2?i ,  B^  B^  etc. 
ist    Zufolge  der  Gleichung  B  =  Lim  Bim—i  =  -^wi  B2m  hat  man 

U  =1  W^  —  Wit  +  l   +  W4  +  2   —  %  +  3   +   •  •  •  • 

mithin  convergirt  die  vorliegende  Reihe  und  daher  auch  die  Reihe 
«0  —  Wi  +  «2  etc.     Dies  giebt  den  Satz: 

Eine  Reihe  mit  altemirenden  Vorzeichen  convergirt 
immer,   sobald   ihre    Glieder    von    einer    bestimmten 
Stelle  an  fortwährend  und  in*s  Unendliche  abnehmen. 
Hieraus  folgt  z.  B.,  dass  die  Reihe 

1  —  1-Li  —  ij-l  —  1-L.... 
I  fI8  41^6  61 
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convergirt  und  dass  ihre  Summe  zwischen 

1  und  i  i 

1  —  1  J-  i  und  i  —  1  -I-  1  —  1 

1  5     r     8   *^"  1  2^8  4 

u.  ß.  w. 
enthalten  ist;  dagegen  würde  eine  divergente  Beihe  entstehen,  wenn 
man  alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reduciren  wollte.     Der 
obige  Satz  entscheidet  daher  auch  in  solchen  Fällen,  wo  das  vorige 
Kennzeichen  zu  keinem  Resultate  führen  würde. 

"Wir  wollen  hier  eine  Eigenthümlichkeit  erwähnen,  die  bei  den 
divergenten  Reihen  mit  alternirenden  Vorzeichen  stattfinden  kann. 
Wenn  nämlich  Lim  Un  eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Grösse 
Q  ist,  so  nähert  sich  w„  —  «*n  +  i  der  Grenze  Null,  und  es  kann  sich 
treffen,  dass  die  Reihen 

Sim  =  (t*0   —  Wi)   4-   (%   —  ««3)   +•   •  •  •    4-    (W2m-2  —  ^2m-l) 
S2fn  +  1  =  Wo  —    («*l  — W2)  —  (%  —  W4)   —   •   •   •   —   (Uim-l  —  'fHm) 

convergiren ,  indem  man  jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein  Rei- 
henglied betrachtet.  Unter  diesen  Umständen  sind  Lim  82*1»  ^^d 
Lim  S2m  +  i  endliche  Grössen,  und  als  Grenz werth  ihrer  Differenz 
erhält  man 

Lim  (82m  +  l  —   S2m)  =  Li^  «*2m   =  9» 

d.  h.  die  Summen  der  Reihenglieder 

Mo  —  Wi  -j-  M2  —  %  "t" 

-nähern  sich  zwei  endlichen,  um  q  von  einander  verschiedenen  Gren- 
zen, je  nachdem  man  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  von  Glie- 
dern zusammenrechnet.  Divergente  Reihen  dieser  besonderen  Gat- 
tung hat  man  oscillirende  Reihen  genannt. 

Das  einfachste  Beispiel  hierzu  bietet  die  Reihe 

a  —  a  -^  a  —  ö-{- 

deren  Summe  bei  gerader  Gliederzahl  =  0,  bei  ungerader  Glieder- 
zahl =  a  ist. 

Als  zweites  Beispiel  kann  die  Reihe 

2__8|4   6l6   .... 

1  2      18  4      15 

dienen.    Hier  ist 

1         ij_l  l_L 

2m  i  2      13  4      1 


•  •  •   • 


1 


1  2mA-2 

b2m+i  — 1        2  +  8        4+  2m^  2m-\-V 

bezeichnen  wir  mit  6  die  Summe  der  unendlichen  convergirenden  Reihe 

1  —  14-1  —  lO- 

1  2     18  4   n^ 


•  •  'f 


12* 
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80  erhalten  wir 

mitliin  oBcillirt  die  obige  Reibe  zwischen  0  und  6-^1* 

§.39. 
Bedingte  und  unbedingte  Convergenz. 

Die  in  §.  36  gezeigte  Entstehongsweise  der  unendlichen  Reihen 
beweist  unmittelbar,  dass  durch  die  gegebene  Function  qp(m)  nicht 
nur  die  Grösse  der  einzelnen  Reihenglieder  Uo  =  q>{0)^  «i  =  qp(l), 
u^  =  <p(2)  etc. ,  sondern  auch  die  Stelle  eines  jeden  derselben  be- 
stimmt wird;  die  Anordnung  der  Glieder  ändern,  heisst  demnach, 
die  Function  q)  durch  eine  andere  ersetzen,  wobei  sich  nicht  im  Vor- 
aus absehen  läset,  ob  die  Summe  der  Reihe  ungestört  bleiben  wird 
oder  nicht.  In  der  That  wird  das  folgende  Beispiel  zeigen,  dass  eine 
andere  Anordnung  der  Reihenglieder  zu  einer  anderen  Reihensunune 
fuhren  kann. 


Wir  betrachten  die  folgenden  zwei  convergirenden  Reihen 

^  1  2T^3  416  6i^7  8T^9  » 

*  1^8  2T6I7  41^9^^  11  6l  ' 

deren  zweite  so  aus   der  ersten  gebOdet  ist,  dass  auf  zwei  positive 
Glieder  ein  negatives  folgt;  es  darf  dann  ö  als  der  Grenzwerth  von 

.....   (_l 1__  4.      1       _i.\ 

\4«— 3        4»  — 2*^4  «—1        4n/ 
angesehen  werden,  ebenso  s  als  Grenzwerth  von 

^  \4«  — 3  ^  4«— 1        2nJ 
Die  Differenz  beider  Gleichungen  giebt 

^  \4«  — 2  ^  4»        2w/ 

=![«-» +  «-»  +  ••  +(j^^~r)\ 

und  hieraus  folgt  für  n  =  oo 
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d.  b.  s  =1  <J, 

womit  die  Yerscbiedenheit  von  6  und  s  dargethan  ist. 

Man  erkennt  demnach  die  Nothwendigkeit,  zweierlei  convergi- 
rende  Beihen  zu  unterscheiden;  ist  die  Summe  der  Reihe  abhängig 
von  der  Anordnung  der  Glieder,  wie  im  vorigen  Beispiele,  so  heisst 
die  Beihe  bedingt-convergent,  im  Gegenfalle  unbedingt-con- 
vergent.  Daran  knüpft  sich  gleichzeitig  die  Aufgabe,  die  Kenn- 
zeichen der  unbedingten  Convergenz  aufzusuchen. 

Wir  bezeichnen  mit  Un  die  Summe  einer  Beihe  von  n  Gliedern, 
nämlich 

1)  ^n  =  %    -h   W-i    +   t«2    -}-••••   +    Un-l 

und  setzen  voraus,  dass  (für  w  =  oo)  lAm  U^  gleich  einer  bestimm- 
ten endlichen  Grösse  U  sei,  mithin 

2)  U=  Uo  +  tii  -{-  U2  -\- ; 

die  vorliegende  Beihe  ist  dann  convergent.    Femer  bedeute 

3)  t;o  +  Vi  +  «^2  +  «^3  + 

eine  Beihe,  welche  aus  Nro.  2)  durch  andere  Anordnung  der  Glieder 
gebildet  ist;  es  fragt  sich  dann,  unter  welchen  Umständen  die  neue 
Beihe  gleichfalls«  ü  zur  Summe  haben  wird.     Setzen  wir  vorläufig 

4)  Vp   =  Vq    -\-   Vi    +   V2    -{-   *  '  •  '   -{-   Vp-^i^ 

so  können  wir  p  so  gross  wählen,  dass  die  vorliegende  Beihe  alle  in 
Nro.  1)  vorkommenden  Glieder  enthält  und  ausserdem  noch  p  —  n 
anderweite  Glieder,  deren  Indices  grösser  als  n  —  1  sind,  und  die 
wir  in  der  Form 

««g  +  ^r  +  ««  +  •••  • 
zusammenfassen.     Demnach  ist 

Vp  —    Un=  Ug   ■{-  Ur  +  U,  +  *  '  •  • 

mithin  bei  unendlich  wachsenden  p  und  n 

Lim  Vp  —  U  =  Lim  (%  +  t*r  +  ^j  +  •  •  0  > 
soll   nun  die  Beihe  3)   gleichfalls   U  zur  Summe   haben,  so  muss 
Lim  Vp  =  U  oder  . 

5)  Lim  («*5  -|-  Wr  +  w«  +•••)  =  0 

sein,  und  dies  ist  das  Kennzeichen  der  unbedingten  Convergenz  der 
Beihe  2).  Um  aber  den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen,  wollen  wir 
voraussetzen,  dass  die  Beihe  2)  von  einer  bestimmten  Stelle  an  nur 
positive  Glieder  enthalte.  Bei  hinreichend  grossen  n  sind  dann  alle 
in  der  Gleichung 

U  —    Un  =  Un   -\-   M«  +  l    +   t««  +  2    + 


1 


y^ 


.C      — 


^■■.ffliT 


-      «t     — 


»»••>  »»<   • 


'»       •. 


-^»^    U^    /r^tjstf  ..:*<; 


rusr 


:.*- 


^t_^»»'  »- 


'•••^^^ 


- « ■  ■ » 


i;r"?trV?s    i  -r*-'  ^^L 


isain    "rr.-'^'S'T'rl     .  ,♦:    7,    W^-nn    tüai    ÄüT  J-iit:^    -tnm^ns^     ^2 


lEnr-a. 


r.n 


i^ 


T 


ViJuv^u^-  iÄ,u*  ^ '-.rr,**.\r:  r^u-a-     l/cinxui  i^ur:  i»r:ir  .t^i^n.  iLua 

>^'»  **  ^  t^  ^  %^  ^  "  =: 


-«   X 


9 
1 


''4. « 


••  ♦*»■♦  ■»  * 


-«4.' 


vva 


Cap,  VL    §.  40.    Convergenztedingüngen.  183 

§.40. 
Convergenzbedingungen  für  periodisolie  Beihen. 

Wegen  späterer  Anwendungen  betrachten  wir  noch  Reihen  von 
den  Formen 

|at)  4"  «1  cosx  -f-  a2  cos2x  -\-  a^  cosSx  -\- 
5i  sinx  ■}-  1)2  sin2x  -}-  h^  sinSx  -\- 
worin  die  Coefficienten  Oq,  Ui,  a^  etc.,  5j ,  ^2  ^^c.  als  positiv  voraus- 
gesetzt werden  mögen.  Wir  unterscheiden  dabei  drei  Hauptfälle; 
die  Coefficienten  können  nämlich  gleich  sein,  sie  können  zweitens 
eine  steigende,  oder  drittens  eine  fallende  Reihe  bilden. 

Für  ao  =  «1  =  «2  .  . .  .  ist  nach  einer  bekannten  Formel  die 
Summe  der  n  ersten  Glieder 

doli  ^  C08X  -\-  cos2x  -]-  cosSx  -h  '  * '  +  ^^^  0^  —  1)  ^] 

sin  (n  —  l)x 


•  •  •  •« 


•    •    •    • 


=  «0 


2  sin  l  X 


Bei  unendlich  wachsenden  n  oscillirt  sin  (n  —  |)  a;  zwischen  —  1 
und  -}-  1  ^^^  ^^^  ^®r,  ohne  sich  einer  bestimmten  Grenze  zu  nähern ; 
die  Reihe  hat  also,  in's  Unendliche  fortgesetzt,  keine  angebbare 
Summe,  d.  h.  sie  divergirt.     Zufolge  der  Gleichung 

hl  [sin  X  -\-  sin2x  -\-  sin3x  ■}-  '  '  '  +  sin  (n  —  1)  x] 

,    fi     ^1  cosin  —  Dx! 

=  h     Icotlx ,,        1 

L^      ^  2sinlx    J 

gelten  ganz  ähnliche  Schlüsse  für  die  zweite  Reihe ;  letztere  divergirt 
daher  gleichfalls  für  5i  =  ^2  =  5^  etc. 

Bilden  Oqj  Oi,  a^  etc.  und  ebenso  &i,  h^  etc.  eine  steigende  Reihe, 
so  findet  offenbar  die  Divergenz  um  so  mehr  statt ;  demnach  bleibt  nur 
noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  jene  Coefficienten  eine  abnehmende 
Reihe  ausmachen. 

Die  Summe  der  (n  -\-  1)  ersten  Glieder  der  ersten  Reihe  heisse 
iSi„^.i;  multipliciren  wir  die  Gleichung 

Sn  +  i  =  \ao  +  «1  cosx  +  a2  (*>s2ir  +  •  •  •  +  ö^n  cosnx 
mit  2sin\x  und  zerlegen  rechter  Hand  jedes  doppelte  Product  in 
die  Differenz  zweier  Sinus,  so  erhalten  wir 

2  Sn  +  isin^x 

=  ttosinlx  -j-  ai  (sin^x  —  sinlx)  +  Oa  (sin^x  —  sinlx)  -f-  •  •  • 

/  .  2n— 1         .   2n—3  \  .      /  .  2n+l         .  2n— 1   \ 
•••-f-a«_i(  sm — - — X — sin — - — x]-\-an\sin — r — x — sin — - — x) 
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und  bei  anderer  Anordnung 

^   .   1       «                    .    2n4-  1 
28tnix.Sn^i  —  a»9tn x 


=  («0  —  fli)«««|«  +  (Ol  — Oa)««!«  4-  (o,  — ös)«»!»  +  .  • 

••  •  '  +  («11-1  — «»)««« 2 

Unter  der  Yoraassetzong,  dass 

1)  flo  >  <h  >  Ö2  >  «3  .  .  .  . ,  und  Lim  o,  =  0 
ist,  lassen  wir  n  in's  ünendliclie  wachsen  nnd  haben 

2)  Xf«i&-n  =  g   .   1^  |(ao  — ai)st»|a?  +  (ai  — ai)s«n|a; 

2        ^ 

+  («2  —  a3)s«»|a:-|-  ••• 
Hinsichtlich  der  Beihe 

3)  («0  —  ai)  +  («1  —  «a)  +  (03  —  03)  +  •  •  •  -f 

als  deren  Glieder  die  eingeklammerten  Differenzen  gelten  mögen,  ist 
nnn  klar,  dass  sie  ans  lanter  positiven  Gliedern  besteht  (wegen 
Oq  I>  Ol  2>  O)  etc.)  nnd  dass  die  Snmme  ihrer  n  ersten  Glieder 
=  Oo  —  o«,  mithin  ihre  volle  Snmme  =  o©  —  JWma,  =  Oq  ist; 
die  Reihe  3)  convergirt  also.     Um  so  mehr  muss  anch  die  Beihe 

4)  («0  —  ai)8in\x  +  (oi  — a2)8in\x  -f-  («2  —  a3)si«|a?  -{-...- 

convergiren,  denn  ihre  Glieder  sind,  den  absoluten  Werthen  nach, 
kleiner  als  die  gleichstelligen  Glieder  der  Beihe  3),  nnd  ausserdem 
besitzt  die  Beihe  4)  theils  positive,  theils  negative  Glieder.  Bezeich- 
nen wir  die  jedenfalls  endliche  Summe  der  Beihe  4)  mit  9  (^)y  so 
folgt  aus  Nro.  2) 


TA^  Q     —  y(^) 


2sin\x 

und  hier  ist  die  rechte  Seite  eine  endliche  Grösse,  so  lange  x  nicht 
einen  der  speciellen  Werthe  0,  +  2  ä,  +4  sr,  +  6  ä  etc.  erhält;  d.  h. 

Wenn  die  positiven  Coefficienten  Oq,  Oi,  o^  etc.  eine 
unendlich  abnehmende  Beihe  bilden,  so  convergirt 
die  periodische  Beihe 

I  «0  +  aicosx  +  CISCOS  2  X  +  (i^co&Sx  +  •  •  •  - 

für  alle  x,  die  nicht  von  der  Form  +2  Jen  sind. 

Indem  man  x  -{-  x  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  gelangt 
man  zu  dem  zweiten  Satze: 
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Unter  den   obigen  Bedingungen  convergirt  auch  die 
Reihe 

I  Oö  —  ai  cosx  -^  a^  cos2x  —  «3  cos  3  a:  +  •  •  •  • 
für  alle  x,  die  nicht  von  der  Form  +  (2  Je —  1)7C  sind. 
Um  die  entsprechenden  Theoreme  für  die  periodische  Reihe  der 
Sinus  zu  erhalten,  multipliciren  wir  die  Gleichung 

Sn  =  hl  sinx  -\-  Iq  sin2x  +  63  sm3a?  +  •  •  •  +  ^n  sinnx 
mit  2  sin\x  und  zerlegen  jedes  Product  zweier  Sinus  in  eine  Cosi- 
nusdifferenz;  bei  etwas  anderer  Anordnung  ergiebt  sich 

«    .   1         «     .    ,         2n-\-  l 

2stnlx  .   Sn   +   OnCOS r X 

=  l)i  cös I a?  —  (61  —  }>^ cos\x  —  (&3  — 1)3) cos I a?  —  • .  •  • 

..  ..       2n—\ 

•  •  •  •  —  (&,-i  — 5„)cos — ^ — ^" 

Vorausgesetzt,  dass 

^  >  ^2  >  ^3  •  •  •  •  •    »    ^iid     lAm  5„  =  0 
ist,  wird  aus  der  vorigen  Gleichung  die  folgende 

lAm  g„=— -r-j—  l&i cös|a;  —  (61  — t^) cos\x  —  (&2  —  ?>a) cos|a5 

Die  Reihe 

(&i  — M  +  (^2  --?>3)  +  (&8  —  M  H 

enthält  lauter  positive  Glieder  (jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein 
Glied  gerechnet)  und  ihre  Summe  ist  =  \ ;  daher  convergirt  um  so 
stärker  die  Reihe 

(5i  —  52)cos|a;  \  (bj  —  63)cos|a?  +  (63  — 1)4) cos 5 o?  -}-•... 
und  folglich  hat  auch  die  Reihe 

l)i  C08\x  —  (5i  — 'bi^cos\x  —  (62  —  b3)cos|a?  —  •  •  •  • 
eine  endliche  Summe,  die  ^(a;)  heissen  möge.    Aus  der  nunmehrigen 
Gleichung 


JÄm  Sn  =  ^^.    i 


2  sin  l  X 

geht  hervor,  dass  die  betrachtete  Reihe  convergirt,  wenn  x  keinen 
der  Werthe  0,  +  23r,  +  4;r,  +  6:r  etc.  erhält.  Im  letzteren  Falle 
würde  aber   die    Summe   der  Reihe  verschwinden,  und   man  kann 

daher  sagen: 

Wenn  die  Coefficienten  &i,l>2»b8  ^tc.  eine  unendlich 
abnehmende  Reihe  bilden,  so  ist  die  periodische 
Reihe 
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hl  sin  X  4-  ^2  sin  2  X  +  h^sinSx  -f-  •  •  •  • 

convergent  für  jedes  beliebige  x. 

Indem  man  JC-{-x  sai  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  gelangt  man 
noch  zu  dem  Satze: 

Unter  der  obigen  Yoranssetzung  ist  auch 

hl  sin  X  —  h2sin2x  +  ^  sm  3x  —  •  -  .  . 

eine  stets  convergirende  Keihe. 

§.  41. 
Addition  und  Mnltiplicstion  unendlicher  Beihen« 

I.  Es  sei 

1)  P«  =  «0  +  «1  +  W2  +  •  •  •  +  «« 

2)  Qn  =  Vo    +  ^1    +  ^2    +   '  "   +   Vn 

SO  ist  aucb,  wenn  a  nnd  h  irgendwelche  yon  n  nnabhängige  Factoren 
bedeuten, 

3)  auo  +  ^^0  4"  öf«i  +  ht\  +  •  •  •  +  öw«  -f-  hvn 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  Lim  Pn  '=^  ^  und  Idm  Q^^zrz  Q 
endliche  Grössen  sind,  convergiren  die  Eeihen  1)  und  2),  und  zwar 
hat  die  erste,  in's  Unendliche  fortgesetzt,  P  zur  Summe,  die  zweite 
Q\  femer  wird  aus  Nro.  3) 

üUq  -\-  hvQ  -\-  awi  -|-  ^^1  +  öf^  +  ^^2  -[-  •  •  •  • 
=zUm{aPn  +  hQn)  =  aP  +  IQ. 
Man  kann  dieses  Ergebniss  folgendermaassen  aussprechen: 

Das  Aggregat  zweier  convergenten  Eeihen  ist  wie- 
der eine  convergirende  Eeihe  und  die  Summe  der 
letzteren  gleich  dem  Aggregate  von  den  Summen  der 
ursprünglichen  Eeihen. 

Dieser  Satz  gilt  auch  allgemeiner  far  jede  endliche  Anzahl 
gegebener  convergirender  Eeihen. 

II.  Um  den  entsprechenden  Satz  für  das  Product  zweier  Eei- 
hen zu  erhalten,  lassen  wir  letztere  nach  Potenzen  einer  Variabelen 
X  fortschreiten,  wodurch  die  Uebersicht  über  die  entsprechenden 
Partialproducte  erleichtert  wird.    Es  sei  nämlich 

^2«  =  Oo  -f  Ol  a;  +  a^ic^  4-  .  .  .  -}-  a^nX^'', 
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mithin  P^u  ftn  =  «0^0  +  («0  ^1  +  «1  ^ü)  ^ 

+  («0^2  +  «1^1  +  (h^o)^^ 
+ 

+   («ot2n   +   Ctlhn-l   +   •  •   •    +   (hn-lh    +   Ö2nW^^" 
+   (<^lhn    +   (hhn-1   +   •  •  •   +   a2n-1^3    +    «2*1  W  «j'^""*" ' 

+ 

+   ((hn-lhn   +   «2n&2n-l)^"""^ 

+  a2«&2na?*"; 
vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  folgenden 

4)     Sin  =  »0  ^0  +  («0^1  +  «i^o)^  +  («0^2  +  «1  ^1  +  öfabo)^^  H 

indem  man  x  sowie  alle  a  und  5  als  positiv  voraussetzt,  so  erhellt 
unmittelhar  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 

Es  sei  femer 

Qn  =  h  +  ^1^  +  h^^  +•••'  +  ^X^j 
mithin 

^nQn  =  «ofto    +    («0^1    +   «iW^ 

+    («0^2    +    «1^1    +    OoM^' 
+     ••••" 

ßo  hat  man  durch  Vergleichung  mit  52« 

&„  >PnQn 

und  mit  dem  Vorigen  zusammen 

6)  P2ne2«>   S2n>PnQn. 

Bei  unendlich  wachsenden  n  werden  die  für  P2n^  Qim  -Pn?  ön 
angegehenen  Reihen  gleichzeitig  unendlich  und  im  Falle  der  Con- 
vergenz  sind 

Lim  P^n  =  Lim  P^  =  P, 

Lim  Q2n  =  Lim  Q„  ^=  Q 
endliche  Grössen ;  unter  dieser  Voraussetzung  ergiebt  sich  aus  Nro.  5) 
die  Gleichung 

6)  Lim82n  =  PQj 

welche  sagt,  dass  die  Reihe  4),  in's  Unendliche  fortgesetzt,  convergirt 

und  P  Q  zur  Summe  hat. 


188         Cap.  VI.    §.  41.    Addition  und  Multiplication 

■     Wenn  die  ursprünglichen  zwei  Reihen  mit    Gliedern  von  un- 
gerader Stelle  aufhören,  d.  h.  von  folgenden  Formen  sind 

ftn+1  =   ho    +   hiX    +   "  '   +   5211 ÄJ^"   +    &Jn  +  lic2»  +  l, 

80  erleidet  die  vorige  Betrachtung  nur  die  kleine  Modification,  dass 
in  Nro.  5) 

^2n  =  JP2n  +  l  — '  ö^jn+lX^^  +  S       Q2n  =   6211  +  1   ■—  t2n  +  ia;^"  +  * 

ZU  setzen  ist.     Zufolge  der  angenommenen  Convergenz  der  Reihen 
wird  dann 

•  Lim  P2»+i  =  Pj       Li^  02n+i  =  ö» 
und  damit  kommt  man  wieder  auf  die  Gleichung  6) ;  d.  h. : 

Wenn  die  unendlichen  und  convergirenden  Reihen 

Oo  +  «i  ^  +  «2  ^^  4-  fl^  ^^  +  •  •  •  • » 
5o  -^-hiX  -\-  hiX'^  +  5j  o;^  4-  •  •  •  • 
nur    positive  Glieder    enthalten,  so  ist  ihr  Product 
eine  gleichfalls  convergente  Reihe,  nämlich 

Oo  to  +  («0  ^1  +  «1  ^o)  ^  +  (fh  ^2  +  »1  ti  +  «2  &u)  ^^  +  •  •  •  • » 
und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  den 
Summen  der  heiden  ersten  Reihen. 

Die  Schlüsse,  mittelst  deren  die  Ungleichung  5)  hergeleitet 
wurde,  verlieren  ihre  Anwendbarkeit  in  dem  Falle,  wo  die  ursprüng- 
lichen Reihen  negative  Glieder  enthalten;  denn  es  könnten  z.  B.  die 
Glieder,  um  welche  P^nQin  reicher  als  S2«  ißt,  zusammen  so  viel 
Negatives  geben,  dass  F^n  Qin  weniger  als  S^n  betrüge.  Unter  die- 
sen Umständen  wäre  es  also  möglich,  dass  die  Reihe 

Oo  ^0  +  (ö^o  ^1  +  «1  &o)  ^  +  («0  hi  4-  ö^l  ^1  +  0^2  &o)  ^^  +  •  •  •  • 
divergirte,  und  dann  würde  ihre  Summe  nicht  angebbar,  mithin  auch 
nicht  =z  P  Q  sein.    Das  wirkliche  Vorkommen  dieses  Ausnahmefallea 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 
Nimmt  man 


T/^»-f  1 


a?  =  1 ,     a„  =  &„  = 
und  multiplicirt  die  convergente  Reihe 

mit  sich  selbst,  indem  man  die  Glieder  auf  die  obige  Weise  ordnet, 
so  ergiebt  sich  eine  neue  Reihe 
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S  =  ti  —  t^  +  ^3  —  h  +  ••'•? 
deren  ntes  Glied  ist: 

Nach  dem  hekannten  Satze,  dass  das  geometrische  Mittel  zweier 
Zahlen  kleiner  als  deren  arithmetische^  Mittel  ist,  hat  man 

mithin  

nimmt  man  in  der  letzten  Ungleichung  /b  =  0,l,2,...w  —  1 
und  addirt  alle  entstehenden  Ungleichungen,  so  erhält  man 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  #»  gleichzeitig  mit  n  in's  Unendliche 
wächst,  dass  also  die  Reihe  iS  divergirt,  mithin  8  nicht  =  P^  sein 
kann. 

Hiernach  hedarf  der  Fall,  wo  die  zu  multiplicirenden  Reihen 
negative  Glieder  tnthalten,  einer  besonderen  Untersuchung.  Die 
Reihen  mögen  aus   Gliedern  mit  altemirenden  Vorzeichen  bestehen, 

etwa 

P  =  Oo  —  «1  a?  +  0-2  aj2  —  (jg  a;8  -j-  .  .  •  . , 

§  =  6o  —  &i  a?  +  1^2«?^  —  ^3  «J^  + 1 

und  convergiren.  Fassen  wir  alle  positiven  und  ebenso  alle  nega- 
tiven Glieder  jeder  Reihe  zusammen,  indem  wir,  setzen 

ZJo  =  Oo  +  a2a;2  -[-  a^x^  +  ae«®  +  •  •  •, 

Fo  =  ?>o  +  ^2  ^^  +  ?>4  rr*  +  l>6  ÄJ^  -)-•••  •, 
F,  =  l,x  +  5aa;3  4.  j^^5  + ^ 

so  sind  zwei  Fälle  möglich;  es  können  nämlich  die  vorstehenden 
vier  Reihen  ebensowohl   convergiren  als  divergiren  *) ,  und  es  sind 


*)  So  convergirt  z.  B.  die  Reihe 

1  —  l_L.l  —  iJ-l  —  lJ-.,.. 

aber  die  positiven  Glieder,  für  sich  genommen,  liefern  die  divergente  Reihe: 

f +  1 +  !  +  •••  •>ia  +  ä +  !  +  •••). 

und  ebenso  divergirt  die  Reihe  der  negativen  Glieder: 

i  +  I  +  1+  •  •  •  =  ia  + 1  + 1  +  •  •  •)• 
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^o>  ^1»  Voj  Vi  im  ersten  Falle  endliche  Grössen,  im  zweiten  Falle 
unendlich  gross.  Beschränken  wir  uns  auf  den  ersten  Fall,  so  ist 
nach  dem  in  Nro.  I.  bewiesenen  Satze 

P=Uo  —  Ui,  Q=Vo  —  Vi-, 

ferner  haben  wir  nach  der  Regel  für  die  Multiplication  solcher  con- 
vergirender  Reihen,  die  nur  positive  Glieder  enthalten, 

UqVq  =  aoh  +  (ao^i  -j-  a2ho)x^  + 


•  .  *  . 


DiF, 

OifhiX 

OiFo 

üiboX 

Di  Fl 

mithin 

k       •      •       . 


aihiX^  + 


CToFo  —  UoVi  —  UiVo  +  UiVi 

—  («0^3  +  «1 62  +  «2^1  +  «aM  ^^  + 

Die  linke  Seite  ist  eine  endliche  Grösse  und  identisch  mit 

(D'o-Oi)(Fo-Fi)  =  P§, 

mithin  convergirt  die  erhaltene  Reihe  und  hatP^  zur  Summe.  Wie 
man  sieht,  bleibt  die  frühere  Multiplicationsregel  ungestört  bei  end- 
lichen CTq,  üi,  Fo,  Fl.  Diese  Bedingung  ist  aber  erfüllt,  wenn  die 
Reihen  P  und  Q  ihre  Convergenz  auch  in  denr  Falle  beibehalten, 
wo  man  die  negativen  Glieder  durch  gleichgrosse  positive  ersetzt, 
denn  sobald  die  Summe  zweier  positiven  Grössen  Z7o  und  TJ\  oder 
Fo  und  Fl  ßijiö  endliche  Grösse  ist,  muss  jeder  Summand  für  sich 
von  endlicher  Grösse  sein.     Wir  haben  daher  den  Satz : 

Wenn  die  unendlichen  convergenten  Reihen 

Oo  —  (i\X  -\-  02  x^  —  a^x^  -\- 

h  —  l>i  ÄJ  +  ^2  ^^  —  h^^  -\-  '  '  '  ' 
ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behalten,  wo  alle 
Glieder  mit  gleichen  Vorzeichen  genommen  werden, 
so    ist    ihr  Product    eine    gleichfalls    convergirende 
Reihe: 

aoho  —  (oo^  +  ^i  ^0)^  +  («0^2  +  ö^j  ^1  +  0^2 ^0) ^^ 

und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  den 
Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Die  Reihe  7)  genügt  der  ausgesprochenen  Bedingung  nicht  und 
daraus  erklärt  sich,  dass  ihr  Quadrat,  auf  gewöhnliche  Weise  ange- 
ordnet, eine  divergente  Reihe  liefert. 
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§.  42. 
Die  Differentiation  unendlicher  Beihen. 

Schon  in  §.  5  wurde  bemerkt,  dass  im  Allgemeinen  der  Diffe- 
rentialquotient von  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  nicht  noth- 
wendigerweise  gleich  der  Summe  von  den  Differentialquotienten  der 
einzelnen  Glieder  sein  müsse,  dass  man  also  aus  der  Gleichung 

1)  S  ==  Wo  +  ^1  +  «*2  +  %  +  •  •  •  in  inf. 

nicht  ohne  Weiteres  auf  die  Richtigkeit  von 

dx         dx  dx  dx 

schliessen  dürfe.     "Wir  wollen  dies  jetzt  näher  untersuchen. 

d  u 
Da  w„  und  ganz  verschiedene  Functionen  von  x  sind,  so 

dx 

kann  es  geschehen,  dass  die  erste  Reihe  convergirt  und  gleichzeitig 

die  zweite  Reihe  divergirt ;   dann  ist  aber  die  Summe  der  letzteren 

dS 
nicht  angebbar  und  kann  folglich  auch  der  bestimmten  Function  -; — 

dx 

nicht  gleich  sein,  d.  h.  die  Gleichung  2)  besteht  dann  nicht.     Dass 

derartige  Fälle  vorkommen,  zeigt  das  Beispiel 

c,        cosx    .    cos2x    .    cosBx    . 


•  •  • 


Hier  convergirt  die  Reihe  für  alle 'zwischen  0  und  7t  enthaltenen  x 
und  daher  ist  S  eine  bestimmte  Function  von  X'y  dagegen  divergirt 
die  Reihe  der  Differentialquotienten 

—  sin  X  —  sm2x  —  sin  3x  — 


«... 


und  folglich  kann  ihre  Summe  nicht  =  -- —  sein.      Das  Befremd- 

dx 

liehe,  was  für  den  ersten  Anblick  hierin  liegen  mag,  verliert  sich 
übrigens  durch  die  Bemerkung,  dass  es  bei  der  Differentiation  unend- 
licher Reihen  eigentlich  auf  die  Umkehrung  der  Aufeinanderfolge 
zweier  ganz  verschiedenen  Operationen  ankommt.  Bezeichnen  wir 
nämlich  den  Differentialquotienten  einer  Function  durch  das  Yor- 
setzen  von  D  und  die  Summe  von  Wo  "}-  ^i  +  ^  +  ö^^*  hurz  mit 
SUi  so  ist  in  unserem  Beispiele  ' 

ß^2;Cosnx^    (fiir„=l,  2,  3...) 
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cinendlich  gi*^=>^ 
aach  dem  ixL 


ferner  liaber:^ 
vergirender 

TJ^Yx  = 
mitliin 


=  Oo^o  —    (' 


Die  linl^ 


mithin  convc- 
man  sieht,  l^- 
liehen  ü"o,    T 
Reihen  P  u- 
wo  man   dio 
denn  sobald 
Fi  und  Fl    • 
von  endlicht 

Wem 


ihre 
Glier 
so     i 
Reili 

und 

Sum 

Die  1- 
daraus  erL 
ordnet,  eii 
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(X  4-  Ä)  =  «0    +    öj  (ä;  -f-  Ä)    -f;    02  (äJ  +  Ä)2    4.    .   .   .  . 

.  (x  +  h)  =  loi  -\-  2aj,(a;  +  Ä)  +  Sag  (aj  +  Ä)«  +  .  .  .  . 

on  den  Gleichungen  5)  und  3)  nehmen  wir  die  Differenz,  divi- 
iiit  h  und  henutzen  rechter  Hand  den  Satz 
^(x  A-h)  —  tl^(x)  ,  " 

pecieller 

ix   -4-  li^      '~—    fl/*** 

^  \ =  ».(a;  +  Ö'«Ä)'»-i,     0  <«•„<!; 

halten 

/i  +  2a2(^  +  '9'2Ä)  +  3a3(ÄJ  +  '9'8Ä)2  +  4a4(a;  +  '9'4Ä)3-j 

Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erledigen,  wollen  wir  an- 
en ,  dass  alle  Coefficienten  a\ ,  Oj  etc.  positiv  seien  und  dass  x 
ifalls  nur  positive  Werthe  erhalte  (0  <  a?  <;  -|-  A) ;  die  Summe 
echts  stehenden  Beihe  ist  dann,  "h  als  positiv  vorausgesetzt, 
ser  als 

1  ai  +  2 02 flj  +  3 Os a;2  -f =  q)(x) 

kleiner  als 

1  öl  +  2 02(3?  +  Ä)  +  Sasix+ny  +  .  .  .  =  (p(x  +  hl 

haben  also  zusammen 

9>(^)  <  j^ "^-^  <  9>(^  +  Ä). 

negativen  h  ist  dagegen 

Aus  beiden  Ungleichungen  folgt  durch  üebergang  zur  Grenze 
verschwindende  h 

(p(x)  =f(x)\ 
ler  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  also  die  Summe  der  Eeihe 
(i  -}-  2a2  X  -\-  3  «8  a?2  +   etc.  gleich  dem  Differentialquotienten 
/U  der  Summe  der  Reihe  Uq  -{-  üi  x  -^  a^  x^  -{-  etc. 

Es  kann  sich  in  speciellen  Fällen  treffen,  dass  beide  Reihen  noch 
r  x,=  -\-  A  convergiren;  die  vorige  Betrachtung  bleibt  dann  wört- 
h  dieselbe,  nur  muss  man  k  negativ  und  seinen  absoluten  Werth 
;^  A  wählen,  um  das  Convergenzintervall  nicht  zu  überschreiten. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fäll,  wo  die  Reihe 
f(x)  =  Oq  -{-  tti  X  -{-  (h  (x^^  +  ^ä  (^^  + 

Schlömilch,  Aualysis.  I.  13 
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positive  nnd  negative  Glieder  besitzt,  wobei  wir  nns  x  immer  als 
positiv  vorstellen  können,  indem  wir  die  verschiedenen  Yorseichen 
auf  Rechnung  der  CoeMcienten  schreiben.  Denken  wir  ans  alle  posi- 
tiven Glieder  zu  einer  Reihe  znsammengefasst  und  ebenso  alle  nega- 
tiven Glieder,  so  erscheint  f(x)  als  Differenz  zweier  Reihen,  deren 
jede  für  sich  nur  positive  Glieder  besitzt.  Diese  Reihen  convergiren 
zufolge  der  anfänglichen  Voraussetzung,  und  daher  sind  ihre  Summen 
bestimmte  endliche  Functionen  von  a?,  die  wir  mit  fi{x)  xmdf^ix) 
bezeichnen  woUen,  so  dass 

f(x)=A(x)^A(x). 

Für  die  Reihe  4)  gilt  Dasselbe  und  es  sei  q>i(x)  die  Summe 
aller  positiven,  q>2(x)  die  Summe  aller  negativen  Glieder,  mithin 

(p(x)  =  (pi(x)  —  fpiix). 

Aus  dem  vorigen  Satze  folgt  nun 

fpi(x)  =  fi(x)  ,    (pA^)=fi(x)j 
mithin 

also  ist  auch  hier 

Wir  haben  jetzt  folgendes  Theorem : 

Wenn  die  Gleichung 

f{x)  =  ao  +  aiirH-a2a?2  +  03  oj»  +■•••• 

für  alle  zwischen  —  X  und  -|-  X  enthaltenen  o;  gilt,  so 
ist  unter  derselben  Bedingung 

diese  Gleichung  besteht  auch  noch  an  den  Grenzen 
der  Convergenz  (für  a?  =  +  A),  wenn  in  diesen  Fällen 
beide  Reihen  convergiren. 

IT.  Die  vorigen  Betrachtungen  sind  leicht  auf  den  allgemeinen 
Fall  auszudehnen,  wo  die  einzelnen  Glieder  der  ursprünglichen  Reihe 
irgend  welche  Functionen  von  x  bilden. 

Es  sei  nämlich  die  ursprüngliche  Reihe 

8)  fix)  =  ^(o?,  0)  +  ^(o:,  1)  +  t(^,2)  + 

convergent  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  und  jedes  ihrer  Glie- 
der eine  stetige  Function  von  x;  femer  convergire  auch  die  Reihe 
der  Differentialquotienten 

9)  (p(x)  =  *'(a?,  0)  +  *'(a?,  1)  +  *'(«,  2)  + 

von   denen  jeder    einzelne    gleichfiEdls   continuirlich    bleiben   möge, 
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wenigstens  innerhalb  des  Convergenzintervalles.      Wählt  man  jetzt 
h  so  klein,  dass  o;  -)-  ^  die  Grenzen  der  Gonvergenz  nicht  überschrei- 
tet, 80  erhält  man 
IQ)  f(x  +  h)^f(x) 

=  t'(x  +  ^oh,0)  +  V'Ca^  +  ^'iÄ,  1)  +  t'(x  +  e'2h,2)  + 

und  hier  mag  zunächst  der  Fall  betrachtet  werden,  wo  alle  Glieder 
gleiche  Vorzeichen  besitzen. 

Ist  nun  irgend  eine  einzelne  Function  V(^)  und  ein  indivi- 
dueller Werth  von  £r,  etwa  jer  =  rc,  gegeben,  so  lässt  sich  h  immer  so 
klein  wählen,  dass  die  Function  ^(£)  innerhalb  des  Intervalles 
jg  z=z  X  bis  0  =  X  -\-  h  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt; 
man  wird  daher  in  den  meisten  Fällen*)  h  so  klein  nehmen  können, 
dass  jede  der  Functionen 

*'(a?,  0),     if'ix^i),    V(a?,2), 

von  o;  bis  o;  -f-  ^  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.  Dies  vorausgesetzt, 
ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Summe  der  in  Nro.  10)  vor- 
kommenden Beihe  zwischen 

*'(x,  0)  +  ^'(aj,  1)  +  *'(a;,  2)  +  .  . .  =  (p(x) 
und 

il/(x  +  h,  0)  +  *'(^  +  Ä,  1)  4-  *'(^  +  Ä,  2)  +  .  .  .  =  vix  +  h) 
enthalten  sein  muss;  es  gilt  folglich  die  Ungleichung 

q>{x)  ^ j^ ^  (fix  +  Ä), 

worin  sich  die  oberen  Zeichen  auf  wachsende,  die  unteren  auf  ab- 
nehmende i^  beziehen.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwin- 
dende h  wird  die  voiige  Ungleichung  zur  Gleichung 

(p(x)=f(x); 

in  diesem  Falle  ist  also  die  Differentiation  der  Gleichung  8)  erlaubt. 
Dasselbe  gilt,  wenn  h  so  klein  gewählt  werden  kann,  dass  von  einer 
bestimmten  unveränderlichen  Stelle  ab  die  Functionen 

^'(a?,  m),     ^'(a;,  m-j- I)i     V''(a?,  w-f- 2),  •  •  •  • 
entweder  nur  wachsen  oder  abnehmen;  denn  man  würde  dann  die 
Reihe  10)  zerlegen  in 
i^'(x  +  »ohO)  +  i^\x  +  ^ihl)  +  •••  +  *'(a?  +  ^m-iÄ,w-l) 

+  tlf'(x  +  ^„,h,m)  +  *'(a?-f'ö'«  +  iÄ,m+l)  + 

und  jeden  Theil  besonders  behandeln. 


*)  AusnahmeföUe  sind  in  der  That  möglich,  wie  nachher  gezeigt 
w^den  soll. 

13* 
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Durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  im  Ahschnitte  I.  lässt  sich 
der  gefundene  Satz  auch  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  die  Reihe  10) 
positive  und  negative  Glieder  Vesitzt;  die  Aufstellung  eines  allge- 
meinen Theorems  mag  aher  unterhleihen ,  weil  dieses  an  so  viele  Be- 
dingungen geknüpft  ist,  dass  es  eine  unförmliche  und  unhequeme 
Gestalt  erhalten  würde. 

Noch  wollen  wir  mit  wenigen  Worten  des  Ausnahmefalles  ge- 
denken.    Ist  z.  B.  o;  <  1  und 

i;(x,  n)  =  ( — — ^Ja;2n+i 

^'(ic,  n)  =  (1  — aj)aj**, 

so  kann  man  zwar  für  x  <i  1  dem  h  einen  solchen  Werth  gehen, 
dass  ip'(x,  m),  tl>'(x,  m  -{-  1)  etc.  zwischen  x  und  a?  +  Ä  nur  wach- 
sen oder  nur  ahnehmen,  für  o;  =  1  und  ein  negatives  h  =  —  Ä  ist 
dies  aher  nicht  mehr  möglich.     Die  Function  ^'(a;,  n)  erreicht  näm- 

2n 

lieh  für  x  =  -r 7— r  ihr  Maximum;  man  mag  nun  d  so  klein  wäh- 

2wH-l  '  ® 

len  wie  man  will,  so  würde  es  doch  immer  Reihenglieder  gehen,  für 

welche 

ist  oder  deren  Maxima  zwischen  1  —  d  und  1  eintreten,  die  also 
innerhalh  dieses  Intervalles  zu-  und  abnehmen.  Die  Reihe  der  Diffe- 
rentialquotienten ist  daher  bei  diesem  Beispiele  zwar  für  x  <^1,  aber 
nicht  f ür  a;  =  1  giltig. 

IIL  Das  bequemste  Verfahren,  um  über  die  Anwendbarkeit  der 
gewöhnlichen  Differentiationsregel  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dass 
man  noch  die  zweiten  Differentialquotienten  der  Reihenglieder  be- 
rücksichtigt, indem  man  von  dem  Satze*) 

n 

Gebrauch  macht.     Lässt  man  nämlich  in  der  Gleichung 

11)  f(x)  =  *(a?,  0)  +  ^(a?,  1)  +  i,(x,2)  + 

X  um  h  wachsen,  ohne  das  Convergenzintervall  zu  überschreiten,  so 
erhält  man  nach  dem  erwähnten  Satze 


*)  Dieser  ist  ein  specieller  Fall  der  Formel  18)  in  §.  18  und  folgt 
aus  letzterer  für  /=  V>  ^^  =  *>♦»  =  2. 


12) 
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fix  +  Ä)  -  fix) 


h 

=  *'(«,  0)  +  il>'ix,  1)  -I-  il>'ix,  2)  4-  xl/ix,  3)  + 

+  |Ä[^"(a!  +  *oÄ,0)  +  f"ix  +  »ih,l)  4-  t"ix  +  »ih, 2) +  ■'■■] 
Hier  ist  einfach  zu  untersuchen,  in  wie  weit  die  Beihe 

fix -\- »oh  0)  +  *"(a;  +  *iÄ,  1)  +  i)"ix  +  »3h,  2)  +  •  • 
convergirt;  so  lange  sie  diese  Eigenschaft  besitzt,  so  lange  ist  ihre 
Summe  eine  endliche  Grösse,  etwa  ^(o;,  h),  und  wenn  sie  dies  auch 
für  Ä  =  0  bleibt,  so  wird 

Lim[hW(x,  h)]  =  0, 
mithin  nach  Nro.  12) 
13)  fix)  =  11/ ix,  0)  +  il>'ix,  1)  +  11/ ix,  2)  +  . .  .  . 

Als  Beispiel  diene  folgender  Fall.     Es  sei  x  ein  ächter  Bruch 
^(a?,  0)  =  0  und 


^(a?,  w)  =  —  Z^l  — -^j  =  Un; 


nach  §.37  (Formel  4)  convergirt  dann  die  Reihe  Wi  +  t«2  +  etc. 
Setzen  wir  daher 

»,/(.,  =  -<.-^)-,(:-^)-<,-|l)-.... 

SO  folgt 

16)  jr 

2fl;  2a;  2a; 

+  77^ 15  +  "^ 15  + 


13  — a?2    '    22  — a?2    '    32  — o;« 


(   I24.(a,  +  ^,fe)2  22  +  (a;  +  ^2/^)^      . 

■^  '*|[12  — (a;  +  ^iÄ)2]2  "*"  [22— (a;  +  '9'2Ä)2]2  "^ 

wobei  h  so  klein  glBwählt  werden  muss,  dass  auch  o;  -^  ^  ein  ächter 
Bruch  ist.  Die  Summe  der  letzten  Reihe  wird  zu  gross,  wenn  man 
statt  X  -^^  d'^h,  X  -{-  d'^h  etc.  die  grössere  Einheit  setzt,  es  ist  daher 

"^*^''''*^^[l-(«  +  Ö'iÄ)»p  +  (2«-l)«  +  (3«-l)»  +         ' 

hier  convergirt  die  von  x  unabhängige  Reihe  und  hat  eine  numeri- 
sche Summe  iS,  mithin  ist 

0  <hVix,  h)  <  __^-j_^^^  +  ÄS 
und 
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Die  Gleichung  15)  liefert  nun 

.,  V            2a?                2x  2x 

f(x)  =  — — 1 — —  A — —  +  ..... 

und  daraus  erhellt,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Differentiation 
der  Oleichung  14)  erlauht  ist. 

§.43. 
Die  unendlichen  Doppelreihen. 

Unter  einer  Doppelreihe  oder  einer  Aeihe  mit  doppeltem  Ein- 
gange versteht  man  ein  Aggregat  von  folgender  Form: 

*/  0     '      1  a     '      8      ' 

+  w^  +  w^    +  w^   Ar  %f    + 

+    «°    +    «°     +    «°     +    «°     + 

+ 

das  allgemeine  Glied  derselben  wird  durch  w^  dargestellt,  wo  m  und 

n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Man  kann  sich  die  obige  unend* 
liehe  Doppelreihe  dadurch  entstanden  denken,  dass  man  in  der  end- 
lichen, aus  mn  Gliedern  bestehenden  Doppekeihe 

2)  Wo    +  Wi    +-  ««a    + +  «*n-i 

+  <  +  <  +  <+----  +  <^t 
+ 

die  Zahlen  m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  lässt;  be» 
zeichnet  daher  S^*"^  die  Summe  der  endlichen  Doppelreihe  2),  so 
muss  man  unter  der  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  1)  den 
Grenzwerth  verstehen,  welchem  sich  ^  bei  gleichzeitig  unend- 
lich werdenden  m  und  n  nfthert  Im  Fall  dieser  Grenzwerth  exi- 
stirt  und  von  endlicher  Grösse  ist,  heisst  die  unendliche  Doppelreihe 
convergent,  ausserdem  divergent. 

I.    Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  die  unendliche  Doppelreihe 
nur  positive  Glieder  besitze  und  8  zur  Summe  habe,  so  ist 


' 


' 
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3) 


8  -  S^*"^ 

=                                               K 

+  ^  +  1      +'• 

+  < 

+   <+!       +•• 

+  -':- 

-^)J_  t/<'»-i>  4-  .  . 

+  ^«  +  1      +^ 

+ ^r  +  ^r  +••••  +  <' 

J_  ,/♦»>       4-  .  . 

^^    ^n  +  l      + 

J_  «/^"•  +  ^>  _L  •/*»  +  *>  4_  .  .  .  .  J_  ./"•  +  ^>  1    -/*»  +  !>  J-  .  . 

•T  \            "T  «j            -|-  •  •  •  •   -t-  W^ 
4- 

T^    %  +  l       ^ 

•      •     • 

und  da,  der  YoraussetzuDg  zufolge,  8^^  bei  gleichzeitig  in's  Unend- 
liche wachsenden  vn  und  n  der  Grenze  8  zustrebt,  so  kann  die  linke 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung,  mithin  auch  die  Summe  aller  rechts 
yerzeichneten  Grössen  kleiner  als  jede  angebbare  Grösse  gemacht 
werden,  wenn  man  m  und  n  gross  genug  wählt.  Wegen  des  positi- 
ven Vorzeichens  aller  Glieder  kommt  dieselbe  Eigenschaft  auch  fol- 
genden Grössen  zu: 


4-  u'        +  u^        -I-  u'         + 


.(m— 1)   I     ^Am—l)   I     _(m— 1) 


'        0                    1             '                              n— 1 
+ 

(m)  —  ^^(m)  ,        (m) 

fi  "^      n  + 

(m  +  1)    ,        fm  +  l) 


n  ^n  "^      n  +  1     ^^ 


+ , 

denn  es  besteht  jede  dieser  Summen  aus  weniger  Gliedern,  als  auf 
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der  rechten  Seite  von  Nro.  3)  verzeichnet  sind*).     Die  nunmehrige 
Gleichung 


11 


4)^  S_s(;»)=p^+p<«)+fl< 

gestattet  eine  doppelte  Schreibweise;  man  kann  erstens  dafür  setzen 

5)  s_9('»)_ö<;»)=s('»)+p^, 

und  hier  steht  auf  der  rechten  Seite  die  Summe  der  m  ersten  Hori- 
zontalreihen aus  Nro.  1).  'Bezeichnen  wir  nämlich,  wie  folgt, 


s  =  u  -\-  u  A-  u  + 

0   '      1   '  a  ' 

S^=iu^  +  u^  -\-  u^  + 

0     '         1     '  2  ' 


in  inf. 


u.  s.  w. 


wo  s,  s',  8^  etc.  selbstverständlich  endliche  Grössen  sind,  so  hat  man 
statt  der  Gleichung  5) 

Bei  imendlich  wachsenden  m  und  n  wird  hieraus,  weil  dann  q^^^  und 
(j^     gegen  die  Null  convergiren, 

6)  iS  =  s  +■  si   +  s°  -f  8™  + 

Ferner  kann  man  statt  der  Gleichung  4)  schreiben 


*)  Die  Bedeutung  von  p^,  ^^"^  und  0^*^  wird  durch  folgendes  Schema 
vollkommen  anschaulich: 


<fn 

^(-) 

'L"' 
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und  hier  enthält  die  rechte  Seite  die  n  ersten  Yerticalcolonnen  ans 
Nro.  1).     Für 

8  =  u  4-  t4^  4-  u    4-'*'«in  inf. 

0  0     '  0     '  0      ' 

s  =  u  4-  u^  4-  u^ 4- 

1         1   '      1   '      1    ' 

u.  s.  w. 
ist  nämlich 

S  -   O    —  öl"*^  =  5    +  S    +  S«  +  •  •  •   +   S„     1 
^  n  n  0  12  ^ — * 

und  hieraus  wird  bei  unendlich  wachsenden  m  imd  n 

7)  S  =  «0  +  Si  +  «2  +  «3  +  •  •  •     • 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  geben  zusammengenommen  folgen- 
den Satz: 

Wenn  eine  nur  positive  Glieder  enthaltende  Doppel- 
reihe convergirt,  so  kann  man  sie  sich  ebensowohl 
aus  einzelnen  Horizontalreihen  als  aus  Yertical- 
colonnen zusammengesetzt  denken;  die  so  gebildeten 
Reihen  convergiren  und  haben  dieselbe  Summe. 

II.  Bei  der  vorigen  Betrachtung  wurde  angenommen,  dass  die 
Convergenz  der  Doppelreihe  bekannt  sei,  und  hieraus  die  Conver- 
genz  der  einfachen  Reihen  hergeleitet,  welche  entstehen,  wenn  man 
die  Summen  der  Horizontalreihen  oder  der  Verticalreihen  als  Glie- 
der neuer  Reihen  (6  und  7)  betrachtet;  es  fragt  sich  nun,  ob  diese 
Schlüsse  umgekehrt  gelten. 

Die  Glieder  der  gegebenen  Doppelreihe  denken  wir  uns  zunächst 
auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  und  bezeichnen  letztere  wieder 

mit  u  ,  u    etc.  u  ,  u  etc.    Femer  setzen  wir  voraus,  dass  die  Reihe 
o'     1  o'      1  ' 

der  Horizontalsummen  s,  s^,  «°  etc.  convergire  und  S  zur  Summe 
habe;  es  ist  dann 

8  =  8  +  ^4-^+^+ 

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  m  ersten  Glieder  ab,  die  mit 
S(">)  bezeichnet  werden  möge,  so  bleibt 

Für  hinreichend  grosse  m  kann  die  linke  Seite  kleiner  als  jede 
angebbare  Zahl  gemacht  werden  (wegen  8  =  Lim  8^*^^);  von  der 
rechten  Seite  gilt  dasselbe,  und  wenn  daher  s  irgend  eine  willkühr- 
liche  Zahl  bezeichnet,  so  kann  m  immer  so  gross  gewählt  werden, 
dass 


-f 

i 


,»-*♦■'  -fl»-*-*'»  .»-^IJ 

-»-    «  -^    *  — '    t  -^ 

•  1  1 


1  i 

Zieht  »an  hipr^on    rie  ^'nmiiur  ier  i  ►errt«i  tTfie«!^  ib,  «i  'lieiBt' 


MX  ,1»>  


:ni«f  fnrnh  jimiidii»-  Schbiüne  wie-  rorhia    ilxrzeiiia^  jbbl  sieh.  Lercht 
düM  tM9f»^Smiim4^  kienwr  %!«  ^ecf«'  ^ifriiiifB'ZaiiL  also  «Kti  -^-- 


gßfMwrht  ^erri«»  kasa,  wvam  /t  ^Sefast.     Die  ixone  Icr  w  Rcdm 

1  *-^l  •— ^ 


h«fi  iivrt  'i^iMfi  in  Xrt).  ^),  9»  gi  iniij|pii  wir  s 
<i^  Si»i]Be  der  Glieder 


I      :m--  n  ,      .**—  n 

'  19  tt — i 


1^  .-'*»*)       1    ./»^ 


>  1 


'wt  *.  I> 


6t5flM  iflt     IVir<^  Hinsiil649!tia^  der  in  .^  eaÜultbeaaL  Gtiedar  flsfe^ 

tfCi^  ji!l»t;  ^nt^  t>^yj^pMrmhti  mit  j|im«;h&ll«  eadlieiier  i^mnnift    üntar 
Rddmeiit  aoT  Nro.  i,  gi^it  <ü«0  Iblgeiuka  Säte; 


\ 


•  •  • 


•   • 
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Wenn  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  einer  unend- 
lichen Doppelreihe,  in  Horizontalreihen  gruppirt, 
lauter  convergente  Reihen  geben  und  wenn  die  Reihe 
der  Horizontalsummen  wiederum  conyergirt,  so  ist 
auch  die  Doppelreihe  convergent  und  es  bleibt  dann 
gleichgiltig,  ob  man  die  Glieder  in  horizontaler  oder 
in  yerticaler  Richtung  vereinigt. 

Dass  dieser  Satz  zu  gelten  aufhört,  wenn  die  absoluten  Werthe 
der  Reihenglieder  nicht  mehr  convergente  Reihen  liefern,  mag  fol- 
gendes lehrreiche  Beispiel  zeigen.     Die  unendliche  Doppelreihe  sei 

J(i-J)  -J(i-D  +1(1 -J)  -J(i-})  +1(1 -J)  - 
+  l(i-J)'-J(i-iD'  +  i(i-D'-J(i~i)'  +  }(i-i)'- 

+  J(i-5)»-J(i-J)'  +  J(i-J)''-i(i-D'  +  i(i-J)' 

+ 

worin  je  zwei  in  derselben  Horizontalreihe  stehende  Glieder  sich  auf- 
heben; die  Reihe  der  Horizontalsummen  ist  hier 

8  +  8^  +  8^  +  8^  + 

=  Kl  -i)  +  Kl  -J)'  +  J(i  -J)'  + 

Für  die  Reihe  der  Yerticalsummen  findet  man 

«0  +  «1  +  «3  +  «a  + 

=i-l+i-i+i-t+t- ; 

hier  ist  bei  Addition  einer  ungeraden  (2  X;  —  1)  Anzahl  von  Gliedern 

SjA-i  =  +  }    nnd     Lim  82k -1  =  +  Ji 
dagegen  bei  Zusammenfassung  von  2  k  —  2  Gliedern 

k 

woraus  erhellt,  dass  die  Reihe  der  Yerticalsummen  nicht  convergirt, 
sondern  zwischen  -|-  )  und  —  \  hin  und  her  oscilHrt. 

Das  für  den  ersten  Augenblick  befremdliche  Resultat,  dass  die 
betrachtete  Doppelreihe  bei  der  einen  Anordnung  eine  bestimmte 
Summe  liefert  und  bei  der  anderen  unbestimmt  wird ,  erklärt  sich 

sehr  einfach,  wenn  man  erst  die  Summe  £1^*"^  aufsucht.     Man  findet 

sr=j-(i)"+^-(i-7)  +  0-ir' 

and  um  hieraus  die  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  abzuleiten 
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muss  man  m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  lassen;  dies 
giebt 

S  =  J—  1  +  JWmJWmr(l  — -)"*^n  . 

Denkt  man  sich  in  dem  letzten  Ausdrucke  erst  m  als  constant 
und  vergrössert  n  in's  Unendliche,  so  hat  man 

I^m  f  1 j        =  1,  mithini^müemlf  1 j        1  =  1» 

und  S  =  +  5* 

Lässt  man  dagegen  zuerst  n  constant  und  m  in's  Unendliche 
wachsen,  so  ergiebt  sich 

JKmrri  — — J   ^  J=0,  mithiniimJWmrri--— j  ^  J  ===0 

und  S  =  —  }• 

Man  könnte  aber  auch  m  und  n  gleichzeitig,  in  irgend  einem 
Verhältnisse  zu  einander,  unendlich  vermehren;  setzt  man  z.  B. 
m-)-  1=^9»,  wo  A  eine  constante  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so 
wird 

Man  sieht  aus  diesen  Erörterungen,  dass  (1 1  bei 

gleichzeitig  unendlich  wachsenden  m  und  n  sich  keiner  bestinun- 

ten  Grenze  nähert;  dasselbe  gilt  von  £f      und  daher  ist  die  betrach- 

tete  Doppelreihe  divergent,  obschon  sowohl  die  Horizontalreihen  als 
auch  die  Reihe  der  Horizontalsummen  convergiren.  Dagegen  wür- 
den die  absoluten  Werthe  der  Reihenglieder  keine  convergirenden 
Reihen  Hefem  (es  wäre  schon  s  =  oo)  and  eben  desshalb  besteht  das 
vorhin  ausgesprochene  Theorem  nicht  mehr. 

ni.  Es  seien  Pund  Q  die  Summen  der  beiden  convergirenden 
Reihen 

«b  +  «^+«8  +  «^H » 

von  denen  wir  voraossetzen,  dass  sie  ihre  Gonvergenz  beibehalten, 
wenn  die  Reihenglieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  werden; 
in  der  Doppefareihe 
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UqVo   +  UiVq   +  U2V0    +  UsVo    + 
+  «0^1    +  UiVi    4-  U2V1    + 

+  UqVs    + 

+ 

conyergiren  nnn  die  Horizontalreihen  und  haben  die  Summen 

Pvq  ,    Fvi  ,    PVi       Pvs  ,••••, 
auch  convergirt  die  Reihe  der  Horizontalsummen 

Fvq  +  -P^  +  ^^%  +  ^^8  +  •  •  •  • 
=  F(vo  +  Vi  +  V2  +  Vs  +•••)  =  PQ. 
Zufolge  des  in  U.  ausgesprochenen  Theoremes  convergirt  jetzt 
die  vorige  Doppelreihe  und  darf  nach  Yerticalcolonnen  geordnet  wer- 
den, d.  h.  die  neue  Beihe 

«0 1?0   +  (UqVi   +  Ui  Vq)   +  («0 1?2   +  Wi  «^1    +  W3  Vq) 

+   («0  «'s    +     U1V2    +  U2V1    +  UsVo)   +   '  •  '  ' 

ist  convergent  und  hat  PQ  zur  Summe.  Die  Betrachtung  der  Dop- 
pelreihen fiihrt  demnach  auf  den  in  §.  41 ,  II.  entwickelten  Satz 
zurück. 


Cap.  VII. 

Die  Potenzeüreihen. 

§.44. 
Theoreme  von  Taylor  und  Mac  Lauriiu 


Um  vorerst  zn  einer  Verallgemeinernng  des  in  §.  18  unter 
Nro.  17)  yerzeichneten  Theoremes  zu  gelangen,  setzen  wir  ähnlich 
wie  dort 

1)  ^(^^)=f^:,)+t:Z£f(x)  +  ^^^r(x)  +  -^ 


'    1.2...(n— ly 

und  verstehen  unter  (p  (je)  die  unbekannte  Summe  der  rechts  stehen- 
den Reihe;  gleichzeitig  nehmen  wir  an,  dass  die  gegebene  Function 
f(x)  nebst  ihren  n  ersten  Differentialquotienten  endlich  und  stetig 
bleibe  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  a;  =  a  bis  a;  =  &.  Durch 
Differentiation  ergiebt  sich 

and  da  unter  den  gemachten  Yorausetzungen  9>(x)  und  (p'(x)  von 
x  =  a  bis  x^=h  endlich  und  stetig  bleiben,  so  kann  die  Fonnel  6) 
in  §.  8  oder  die  mit  ihr  identische 
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angewendet  werden,  in  welcher  ^(x)  eine  willkürliche,  yon  jß  =  a 
bis  x  =  h  endlich  und  stetig  bleibende  Function  bedeutet,  deren 
Differentialquotient  ^'(op)  gleichfalls  endlich  und  stetig  bleiben  muss 
und  überdies  zwischen  a  und  h  keinen  Yorzeichenwechsel  erleiden 
darf.  Nach  Nro.  1)  ist  <p(b)=f(b),  femer  lägst  sich  aus  der  Formel 
für  g)'(x)  der  Werth  von  ip'(a-^^[l)  —  ä])  ableiten,  und  so  erhält 
man  aus  der  -  letzten  Gleichung  den  Werth  von  (p  (a).  Setzt  man 
auch  in  Nro.  1)  x  =  a  und  vergleicht  die  beiden  Ausdrücke  von 
9>  (a),  so  hat  man  das  Resultat 

/(«) +  ^/(a)+^-^ /»  +  ... . 

^  1.2.,.(n— 1) -^        ^' 

=-^^*>  -  V(«  +  *[6-a]) 1.2...(n-l)     /<">(«+^P'-«3)- 

Für  h —  a  =  h  oder  h  =  a-\-h  folgt  hieraus  der  sogenannte  Tay- 
lor* sehe  Satz 

2)    /(a  +  Ä)-i?,=/(a)+^Ä+^Ä»+.... 

^  1.2...(«-.l)         ' 
wobei  zur  Abkürzung 

^^         -"»—        ^'(a  +  ^Ä)       '  1.2... (w—1)  '^ 

gesetzt  worden  ist     Zur  Gültigkeit  dieses  Satzes  gehört,  dass  f(z) 

/' W./"W».../^"^(4  *W  ^nd  *'W  von  ier  =  a  bis  ß  =  a  +h 
stetig  und  endlich  bleiben  und  dass  if'  (e)  innerhalb  dieses  Interval- 
les  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt. 

Für  a=0  und'  h  =  x  ergiebt   sich   das  Theorem  von  Mac 
Laurin,  nämlich 

4)        f(x)-Iln=f(0)+^-^x  +  ^x^  + 


•  •  •  • 


"^   1.2...(»  — 1)  *      • 


_»(a;)-»(0)  (l-»)-V(«)(»x) 
"•'  -^  —      ^'(»x)      '     1.2...(»— 1)  • 

welches  aber  nur  gilt,  wenn  /(«),  f  (e),  /"  («)  ...  /<"'  («),  ^  («)  und 
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^'(-er)  von  ;ef  =  0  bis  is  =  x  stetig  und  endlich  bleiben  und  wenn 
^'  (ü)  innerhalb  dieses  Intervalles  keinen  Vorzeichenwechsel  erleidet. 
Da  der  genaue  Werth  des  positiven  echten  Bruches  d'  unbekannt 
ist,  so  lässt  sich  auch  der  genaue  Werth  des  sogenannten  Restes 
Bn  nicht  genau  angeben,  sondern  nur  sein  Maximum  und  Minimum. 
Sehr  häufig  aber  ist  bei  unendlich  wachsenden  n 

6)  Lim  22«  =  0 

und  dann  hat  man  aus  Nro.  5) 


•  •  •  • 


7)  /(«)=/ (0)  +  ''-f^x+  =^  x^  + 

d.  -h.  die  Function  f(x)  lässt  sich  unter  allen  genannten  Bedingun- 
gen in  eine  nach  Potenzen  von  X  fortschreitende  Reihe  verwandeln. 
Dass  letztere  convergirt,  versteht  sich  von  selbst.  Ob  und  unter 
welchen  Umständen  lAm  JB«  =0  ist,  bedarf  in  jedem  Falle  einer 
besonderen  Untersuchung.  Diese  kann  man  sich  einerseits  durch 
passende  Wahl  der  beliebigen  Function  ij^  {z)  erleichtern ,  anderer- 
seits kann  man  hierzu  folgenden  Satz  benutzen:  wenn  u„  einen  von 
n  abhängigen  Ausdruck  bedeutet,  und  wenn  ferner  bei  unendlich 
wachsenden  n 

ist,  so  ist  Lim  Un  =  0.  Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  augen- 
blicklich aus  der  Bemerkung,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
die  unendliche  Reihe  Wi  +  W2  +  %  +  ö^»  convergiren ,  mithin  auch 
Lim  Un  =  0  sein  muss. 

Die  Formel  7)  zeigt,  wie  man  eine  Function  /  (a;)  unter  gewis- 
sen Bedingungen  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  unend- 
liche Reihe  verwandeln  kann,  und  es  lässt  sich  erwarten,  dass  diese 
Umwandlung  nur  auf  eine  einzige  Art  möglich  sein  wird.  Die  letz- 
tere Bemerkung  bedarf  indessen  einer  genaueren  Untersuchung ;  wir 
wollen  daher  eine  Gleichung  von  der  Form 

8)  /(a?)  =«0  +  ai  a?  +  Og  a;3  -|-  flpg  ^8  ^  . . . . 

als  bestehend  voraussetzen  und  umgekehrt  fragen,  welche  Werthe 
dann  die  Coefficienten  ae,  ^i,  02  etc.  haben  müssen. 

Zum  Bestehen  der  Gleichung  8)  gehört  vor  Allem  die  Conver- 
genz  der  vorkommenden  Reihe;  der  absolute  Werth  von 

y.         «n+l  aJ**+^  j..        «n+l 

Ltm  — =  X  Ltm  — ^^ 

a„a?*»  o« 
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darf  mithin  die  Einheit  nicht  übersteigen,  folglich  muss  lAm 

^» 

eine  endliche  Grösse  sein,  welche  cl  heissen  möge;  die  Convergenz 

der  Reihe  findet  dann  sicher  statt,  wenn  der  absolute  Werth  von  a  x 

ein  echter  Bruch  ist  oder 

<a?<H 

a  a 

Bezeichnen  wir  den  absoluten  Werth   einer  Zahl  £f  wieder  mit 
[s],  so  haben  wir  nach  der  gemachten  Voraussetzung 


«»■[^■]=f"' 


<1, 


bei  hinreichend  grossen  n  muss  folglich  der  genannte  Quotient  klei- 
ner bleiben  als  ein  zwischen  [ax]  und  1  eingeschaltete  echter  Bruch 
s.  Derartige  Werthe  von  n  mögen  Ä,  Ä?  -|-  1»  ^  +  2  etc.  sein;  nach 
einer  oft  gebrauchten  Schlussweise  findet  sich  dann 

[a*+i  Ä*+i]  <  [a* a:*]  £,     [a^+a a;*+2]  <  [a^ x^]  b^.... 

mithin 

[ajtx^]  +  [a*+iiP*+T  +  [at+aa;*+2]  H 

1 

Zerlegen  wir  nun  die  Reihe  8)  wie  folgt 

/  (a:)  =  tto  +  ai  0?  +  «2  aj2  -|-  . . .  -f  a^-i  «*"* 

60  beträgt  der  absolute  Werth  des  zweiten  Theiles  rechter  Hand 
weniger  als  der  vorhin  gefundene  Ausdruck,  und  daher  lässt  sich 
die  vorstehende  Gleichung  durch  die  folgende  ersetzen 

9)  /W  =  «0  +  «i«  4-  02«?«  H +  ttk^ix^-^  +        *^  , 

worin  Q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichnet. 
Für  o;  =3c:  0  folgt  hieraus 

10)  /(0)  =  ao» 

womit  der  Werth  von  üq  bestimmt  ist.  Subtrahirt  man  die  Glei- 
chung 10)  von  der  Gleichung  9)  und  dividirt  mit  x^  so  hat  man 
weiter 

Schlömilch,  AnalyBis.  L  14 
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<-^^ :i^-^  =  Ol  4-  02  Ä  H f-  »A-i  ic*~*  +  V- 

a?  1  - 


aj*-i 


beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  x  nimmt  der  Quo- 
tient linker  Hand  die  Form  \  an,  man  findet  aber  nach  der  Kegel 
des  §.31 


11)  ^ = 


=^  dlA 


Vermöge  der  Werthe  von  Oo  und  üi  hat  man  weiter  aus  Nro.  9) 


/'  (0) 
=  as  +  a3a;  H f-  «».la;*-»  +  ^- -- 

1  —  B 

und  als  Grenzwerth  für  verschwindende  x 

Auf  gleiche  Weise   fortgehend,  erhält    man   für  irgend  einen 
Coefficienten  a^t  wenn  h'^  m  genommen  wird, 

/(m)  (0) 


a 


m 


1.2.3...WI 


Demnach  lässt  sich  eine  gegebene  Function  f(x)  nur  auf  eine 
Weise  in  eine  unendliche  unbedingt  convergirende  Potenzenreihe 
verwandeln. 

Eine  Folge  dieses  Satzes  ist,  dass  eine  Gleichung  zwischen  zwei 
convergirenden  Potenzenreihen,  also  eine  Gleichung  yon  der  Form 

=  ^  +  ^1  ^  +  h^^  +  ^3  ^'^  +  •  •  • 

nur  bestehen  kann,  wenn  die  Coefficienten   gleicher  Potenzen   von  X 
identisch  sind,  näo^ilich  äo  =  &ot  ^i  =  ^i»  Oj  =  b^  u.  s.  w. 
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§.45. 
Der  binomische  Satz. 

"Da  wir  die  Entwickelung  von  (1  +  a?)^  für  den  Fall  eines  gan- 
zen positiven  fi  bereits  in  §.  7  erledigt  haben,  so  setzen  wir  im  Fol- 
genden immer  voraus,  dass  ft  keine  ganze  positive  Zahl  sei.  Behufs 
der  Anwendung  des  Theoremes  von  Mac  Laurin  nehmen  wir  ferner 

/(«)  =  (! +a;y 
und  haben 

/(*)(aj)  =  ^(^-l)öi-2)...(ft-[Ä-l])(l+a;)^-* 
^^(^~l)(|it  — 2)...(itt  — [fe-1]) 

(1  +  ic)*-" 

wobei  die  zweite  Form  für  Ä?  >>  |X  dient,  welcher  Fall  früher  oder 
später  eintritt.  Sollen  nun  /(a:),  /'  (ic),  /''  {x)  etc.  endlich  und  stetig 
bleiben,  so  darf  der  Nenner  (1  +  a?)*""^  nicht  verschwinden,  mithin 
ist,  wenn  man  von  OJ  =  0  ausgeht,  Of  auf  das  Intervall  —  1  bis  +  oo 
zu  beschränken,  so  dass 

—  1  <  aJ  <  +  00 

die  erste  Bedingung  der  Entwickelung  ist.    Nach  Nro.  4)  und  5)  in 
§.  44  und  für  ^  [z)  =  ic^  —  (a:  —  £f  wird ,  jp  >  0  vorausgesetzt, 

1)  (l+a;)^-5„ 

"-^  +  r^+"T:2-^^'  +  — vTTz — "^  +"• 

K^— l)(/i-~2)...(|it--[n~2]) 
^  1.2.3...(w— 1) 

^(^^l)(^-2)...  (^^[n-1])    (1  ^  ^)"-P  a?" 
^  """  1.2....(n--l).jp  (1  + -ö-a?)«-^  ' 

Um  zu  erfahren,  unter  welchen  Umständen  der  Rest  bei  unend- 
lich wachsenden  n  gegen  die  Null  convergirt,  nehmen  wir  zuerst 
die  beliebige  positive  Zahl  p  =  1  und  ertheilen  dem  i2„  die  Form 

B„  =  (-l)»-Va;(l+*a;)/'-i  (l  -  f^)  (l-|)- 


•  •  « 


V         w— 1/   \l+'9'a;/ 


Da  X  zwischen  —  1  und  +  oo  liegt,  so  ist  1  -|-  "^^  jedenfalls 

14* 


212  Cap.  Vn.    §.  45.   Der  binomische  Satz. 

positiv,  mithin  fiflj(l  + -O-a:)^  ^  eine  endliche  Grösse;  daher  fragt 
sich  nur  noch,  ob  alle  übrigen  Factoren  zusammen  ein  Product  geben, 
welches  bei  unendlich  wachsenden  n  der  Grenze  Null  zustrebt. 
Nennen  wir  {  den  absoluten  Werth  von  o?,  so  ist  für  positive  x,  d.  h.  | 

für  a?  =  f , 

X'^»X_  g~^g 

1  _|_  a-a?  ""  1  +  -O-l  ^  ^' 
und  bei  negativen  o;,  d.  h.  für  x  =  —  f,  wobei  |  ein  echter  Bruch 
sein  muss, 

x--^x  ^  ~|  +  #g  ^  __  g  — ^1. 

l  +  d'x  1— a^l  1  — -d-l' 

der  absolute  Werth  des  letzten  Bruches  beträgt  weniger  als  |,  mit- 
hin ist  in  jedem  Falle 


[siä  <  «• 


+  ^x, 

wofern  nur  x  zwischen  —  1  und  -|-  oo  liegt.  Aus  den  bisherigen 
Schlüssen  geht  hervor,  dass  Lim  i2„  =  0  wird,  sobald  der  Ausdruck 

-  =  0-^)(--|)- ■•('-;^)ä- 

bei  unendlich  wachsenden  n  die  Null  zur  Grenze  hat.     Da  nun 

ist,  so  findet  die  letztere  Bedingung  in  dem  Falle  |  <[  1  sicher  statt, 
während  dagegen  f ür  |  ^  1  sowohl  Lim  Un  als  LimBn  unendlich 
werden  würden.  Aus  der  Gleichung  1)  folgt  jetzt  durch  Uebergaug 
zur  Grenze  für  n  =  oo 

8)     (!+.).=  !  + f. +^i(fll^ 

-  1<  a?  <  +  1. 

Die  beiden  extremen  Fälle  x  =  -}-  1  und  x  ==  —  1  bedürfen 
noch  einer  speciellen  Untersuchung.  Für  x  =  -{-  1  haben  wir  aus 
Nro.  2),  indem  wir  die  beliebige  Zahl  p  durch  n  ersetzen, 

''^      ^     ^     ^  1.2.3 n  Vi  +-^7 

Der  erste  Factor  ist  immer  von  endlicher  Grösse;  der  letzte 
Factor  liegt  zwischen  0  und  1 ,  doch  darf  man  hieraus  nicht  schliea- 
aen,  dass 


Cap.  VII.    §.  45.    Der  binomische  Satz.  213 

^■•^  Ktt^)"]  = « 

sein  müsse,  weil  d"  auf  unbekannte  Weise  von  n  abhängt*);  das  Ver- 
schwinden von  JRn  findet  daher  nur  in  dem  Falle  sicher  statt,  wo 
der  zweite  Factor  gegen  die  Null  convergirt.  Um  hierüber  urtheilen 
zu  können,  unterscheiden  wir  die  Fälle  eines  positiven  und  eines 
negativen  fi.  Bei  positiven  (i  giebt  es  immer  zwei  aufeinander  fol- 
gende ganze  positive  Zahlen  A;  —  1  und  k,  zwischen  denen  ft  ent- 
halten ist;  dem  entsprechend  kann  folgende  Zerlegung  vorgenommen 
werden 

ft(|[i-l)(^  — 2)  .  .  .  (/i-[n-l])^ 

H((t—i)...(li—[k—l']) '  (k—{i,)(h—ti+l)...{k—n+n—h—l) 


(-1) 


u~  k 


1  .  2  . . .  Ä  (Ä  +  1)  (Ä  +  2)  . . .  (Ä  +  n  —  Ä;) 

Der  erste  Bruch  rechter  Hand  besitzt  einen  unveränderlichen 
Werth;  der  zweite  Bruch  ist  von  der  Form 

ß(ß  +  l)(ß  +  2).,,.(ß  +  fn^l) 
a(a  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  .  (a  +  m  —  1)' 
a  =  k  -\-  1,     ß  =  k  —  fi,     m  =  n  —  k 

und  hat  nach  §.36  die  Null  zur  Grenze,  weil  hier  a  ^  ß  ist.     Für 

jedes  endliche  positive  ft  gilt  daher  die  Gleichung 

^>  -^^ 1.2.3....n ^' 

Wenn  zweitens  (t  negativ  etwa  fi  ^  —  A  ist,  so  wird 

ftO»  —  1)  Oi  —  2)  .  ..(f*-[n— 1]) 


=  (-  1)" 


A(A4-1)  (A  +2)  .  .  .  (A+-W  — 1) 


1       t^mÖ»»%»»»Vh 

und  nach  dem  vorhin  erwähnten  Satze  convergirt  der  Bruch  rechter 
Hand  gegen  die  Null,  wenn  1  ]>>  A,  d.  h.  —  1  <[  —  A  oder  —  1  <C  f* 
ist.  Die  Formel  5)  gilt  daher  unter  der  Bedingung  —  1  <;  fKC^  -|-  oo , 
und  dann  hat  man  auch  LimBn  =  0. 

Im  zweiten  Hauptfalle  a?  =  —  1  giebt  die  Formel  2) 

6)  iJ„  _(-.!)  i.2....(n-l).i) (^-^^'^    "^^ 


*)  So  würde  z.  B.  für  ^  =  —  der  obige  Grenzwerth  nicht  =  0  son- 


dem  =  —  werden. 

e 
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Wir  betrachten  hier  zuerst  den  Fall,  wo  ft  negativ  =  —  l  ist 
und  nehmen  dann  jp  =  1 ;  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

_  (^  +  i)(A+2)...(A  +  «-l)  ». 

1.2. («-1)       *(i_a-)*+i 

besteht  jetzt  aus  zwei  Factoren,  von  denen  der  erste  in's  Unendliche 
wächst,  während  der  zweite  jedenfalls  mehr  als  A  beträgt;  demnach 
wird  Lim E„  =  od,  Ist  dagegen  fi  positiv ,  so  kann  man  p  =  fi 
nehmen  und  erhält  aus  Nro.  6) 

7)  B,  -  (-  1) 1.2 (n-1) ' 

mithin  nach  Nro.  1) 

r-n«-i  »-i)(f^-2)...(^-[n~i]) 

^       ^  1.2 (w  ~  1) 

_  ^         |it(^— 1)        /[t(^--l)  (/i  — 2) 

1^1.2  1.2.3  ^ 

4-  r—  1>-i  ^(^— 1)     ■  -  (f^  —  L^^— 2]) 
'     '  "^  ^        ^  1.2 (w— 1) 

Dieses  Eesultat  bestätigt  sich  auch  durch  die  identische  Glei- 
chung (§.  36) 

ß(ß+l)(ß  +  2)....(ß  +  m^l) 
a(a  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  .  (a  +  m  —  1) 

""      "^      a       "^  «(«  +  1)  "^  a(a  +  1)  (a  +  2)  ^  ' 

....        (|3^«)/3(/?  +  l).     ..(^  +  m~2) 
'  *  "^  «(«  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  .  (a  +  m  —  1) ' 

welche  für  a=l,  /3=1  —  ft,  m  =  w —  1  Dasselbe  giebt.  Durch 
die  Schlüsse,  womit  die  Gleichung  5)  erreicht  wurde,  überzeugt  man 
sich  ohne  Mühe,  dass  auch  hier 

1.2 (^  —  1) 

mithin  LimBn  =  0  ist.  Alles  Bisherige  führt  zusammengenommen 
zu  folgendem  Theoreme: 

Die  binomische  Entwickelung 

(l+a;)i"     * 

^1^1.2  ^  1.2.3  ^ 

gilt  für  jedes  endliche  fi,  wenn  der  absolute  Werth 
von  X  ein  ecnter  Bruch  ist;  im  Falle  x  =  -\-  1,  muss 


Oap.  Vn.    §.  45.    Der  binomische  Satz.  215 

dagegen  ft  zwischen   —  1    und   +.oo    liegen,    und    im 
Falle  X  =  —  1  darf  fi  nur  positiv  sein. 

Häufig  vorkommende  specielJe  Fälle  dieses  allgemeinen  Binomial- 
theorems  sind: 


•  •  •  • 


•  •  •  •  • 


8)      (r+-^=l-2aJ  +  3a;«-4a!»  + 

-  1  <«<  +  1; 

''      Yl+x  2      ^2.4  2.4.6       ^ 

-  l<a'^+  1; 

,       Y     -r*        ^  T^  2         2    4  ^  2.4  6  ' 

-  1  ^«^  +  1; 

ans  der  letzten  Gleichung  erhält  man  noch  durch  Anwendung  einer 
bekannten  Formel 


_  X        1.3  a;3        1.3.5.7  a?» 
~  2  "^2.4   6   "'"2. 4. 6. 8  10  "*"'"''' 

—  l  ^  «  <  +  1. 

Handelt  es  sich  um  die  Entwickelung  der  fiten  Potenz  einer 
zweitheiligen  Grösse,  so  nenne  man  a  denjenigen  Theil,  dessen  abso- 
luter Werth  der  grössere  ist,  und  h  den  übrigen  Theil;  es  ist  dann 

12)  (a  +  b)f'  =  af(l  +  ^y 

=4 +fi+'-^e)'+ ■•■■]• 

-  1  <  -  <  +  1- 
a 

Diese  Formel  lässt  sich  u.  A.  zur  Ausziehung  der  Wurzeln  belie- 
big hoher  Grade  anwenden;  so  ist  z.  6. 


=  5   1  +  —  • 


f  132  =1?^  125  +  7  =y  125(1  +  ^) 

^     J[ Ij^  /  7   Y        1.2.5  /  7   Y  j 

3  '  125         3.6X125/    "'"3.6.9X125/        "i' 
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ir7i  =  f  81-5='\/8l(l-^j) 

I         4     81        4.8  \81/        4,8.12V81/  j 

Das  hierbei  befolgte  Princip  wird  man  leicht  erkennen. 

§.46. 
Die  logarithmisohen-  Beihen  und  die  Exponentialreihen. 

I.     Die  Annahme 

f{x)  =  l{l+x) 
giebt  sranächst 

^''[^'^- öT^i ' 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  /(a?),  /'  (üj),  /"  (x)  etc.  endlich  und  stetig 
bleihen  so  lange  x  zwischen  —  1  und  -f*  ^  liegt.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung und  für  ^  (^)  =  xp  —  (x  —  ;ef)P  führt  das  Theorem  von 
Mac  Laurin  zu  folgender  Gleichung 

1)  l(l+x)^Rn 

=  \x^lx^  +  lx^ +  tll^^«-l^ 

Für  p  =  1  erhält  der  Rest  die  einfachere  Form 
-^  ,       N      ,        a?        /x  —  d'x\*^~'^ 

^  =  (- 1)"-' rpr.  (iT^)    •' 

wegen  —  l  <^  co  <^  -\-  cx)   istl  +  '^'a?  positiv,    mithin  der  erste 

Bruch  jederzeit  von  endlicher  Grösse;   ferner  gilt  wie  im  vorigen 

X ""—  '9'3/ 
Paragraphen  die  Bemerkung,   dass  der  absolute  Werth  von  — 

1  -|-  v'a? 

weniger  beträgt  als  der  absolute  Werth  von  x.  Der  Rest  convergirt 
daher  gegen  die  Null,  wenn  der  absolute  Werth  von  x  ein  echter 
Bruch  ist;  bei  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  Nro.  1) 

2)  l(l+x)  =  X  —  Ja?2  4.  ia.3  —  Iaj4  _| ^ 

-  1  <  aj  <  +  1. 

Die  extremen  Fälle  a?  =  +  1  und  x  =  —  1  verlangen  eine 
besondere  Untersuchung.  Für  o?  =  +  1  ergiebt  sich,  wenn  p  =  n 
genommen  wird, 


•  •  » 


•     •     •    • 
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_    (-  l)«-! 

"  "~  n(l  +  »)« 
mithin  bei  anendlich  wachsenden  n 

lÄmBn  =  0. 
Für  a;  =  —  1  und  p  =  n  wird 

•^"  "^  »(l-Ö-)»' 

hier  wächst  zwar  der  erste  Factor  des  Nenners  in's  Unendliche,  dage^ 
gen  könnte  %"  die  Einheit  zur  Grenze  hahen  und  folglich  der  Nenner 
die  unbestimmte  Form  oo  .  0  erhalten ;  man  darf  daher  nicht  behaup- 
ten, dass  lAmBn  =  0  sei.     Nach  diesen  Bemerkungen  haben  wir 

3)  l(l+x)  =  \x^lx^  +  lx^-\x^  + 

—  1  <  i»  <  +   1. 

Lässt  man  — o;  an  die  Stelle  von  x  treten,  so  folgt 

4)  1(1— x)  =  —  Ix  —  Ix^  —  Ix^  —  |aj*  — 

-  1  <a?<+  1; 
die  Differenz  der  Gleichungen  3)  und  4)  ist 

5)  ^(j~^)  =  ^(i''  +  b'  +  b'  +  •  •  •  •). 

- 1  < » <  +  1. 

g \ 

•        Für  X  =  -,  wo  z  jede  positive  Zahl  sein  darf,  folgt  weiter 

und  damit  ist,  -wenigstens  theoretisch,  die  Aufgabe  gelöst,  zu  jeder 
positiven  Zahl  den  natürlichen  Logarithmus  zu  finden.  Bei  kleinen 
Werthen  von  0,  wie  z.  B.  für  ;ef  =  2  und  je?  =  3,  ist  die  Formel  6) 
zur  numerischen  Berechnung  vollkommen  brauchbar;  bei  grösseren  ;er, 
z.  B.  schon  für  ;e^  =  10,  convergirt  dagegen  die  Reihe  so  langsam, 
dass  sie  praktisch  nicht  mehr  benutzt  werden  kann. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  l(a  -\-  6)  =  Za  -}-  lil-] )  ist,  er- 
hält man  leicht  unter  Anwendung  von  Nro.  3) 

7)    iia+i>)=ia  +  i-i{^y+i{^y , 


" 
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diese  Formel,  welche  auch  mittelst  des  Taylo raschen  Satzes  ent- 
wickelt werden  kann,  dient  zur  Berechnung  von  7(a  -|-  &),  wenn  la 
bekannt  ist.  Eine  zu  demselben  Zwecke  noch  bequemere  Formel 
ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

7/     I  i.\        1     I    7i  2a +  5 


2a-\-h^ 

wenn  der  zweite  Logarithmus  rechter  Hand  nach  Nro.  5)  entwickelt 
wird,  nämUch 

8)  ^(a+5)  =  .a  +  2[^+i(^y  +  i(^y  +  ...]. 

Diese  Formel  gilt  für  alle  positiven  a  und  5,  weil  dann — 

2a-\-'b 

immer  ein  echter  Bruch  ist.  Hat  man  aus  Nro.  6)  den  Betrag  von 
12  gefunden,  so  kann  man  jetzt  13,  Z4,  1^5  etc.  berechnen,-  indem 
man  5=1  und  a  =  2 ,  3 ,  4  etc.  setzt ;  selbstverständlich  braucht 
man  nur  die  Logarithmen  der  Primzahlen  mittelst  unendlicher  Bei- 
hen  zu  berechnen. 

Die  künstlichen  Logarithmen  der  Zahlen  lassen  sich  aus  deren 
natürlichen  Logarithen  auf  folgende  Weise  herleiten.  Es  ist  gleich- 
zeitig 

/s  =  6^*  und  0  =  b*'^fl''»  • 

mithin,  wenn  man  von  beiden  rechten  Seiten  die  natürlichen  Loga- 
rithmen nimmt  und  vergleicht, 

la  .  le  =2  Hog/a  .  Ih  oder  I0  =  ^loge  .  Ib, 
und  umgekehrt 

wo  Ml,  den  sogenannten  Modulus  des  aus  der  Basis  h  construirten 
Logarithmensystems  bezeichnet.  Für  das  Brigg'sche  System  ist 
b  =  10  und  nach  den  vorigen  Formeln 

ZIO  =  2,30258509,     Mio  =  0,43429448. 

n.  Nehmen  wir  f(x)  =  e^,  so  ist /W  (a;)  =  e*  und  es  bleiben 
daher /(a;),/'(a?),/"(ic)  etc.  durchaus  endlich  und  stetig;  der  Mao 
Laurin'sche  Satz  giebt  dann 

e'  —  Bn 
11  1 

=  1   +—X  +  —tX^  H -f- rTa?»-^' 

1  1.2  1  .  2  .  .  .  (n  —  1) 
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und  zwar  ist,  wenn  ^  (je?)  =  «"  —  (x — ^)*  gesetzt  wird, 

^"  —  1.2.3...n^     • 
Man  übersieht  augenblicklich,  dass  LimRn  =  0  wird,  sobald  x 
eine  endliche  Grösse  ist,  und  wenn  der  Ausdruck 

gg* 

^"  ~  1.2.3...n 
gegen  die  Null  convergirt;  wegen 

lAm  ^^  =  Lim-^  =  0 

findet  die  letztere  Eigenschaft  bei  jedem  endlichen  x  statt,  mithin 
ist  LimRn  =  0  und 

9)  ex=H._  +  _+__+.... 

Für  o:  =  1  erhält  man  ein  Resultat,  welches  im  Wesentlichen 
mit  dem  übereinstimmt,  was  in  §.  7  gefunden  wurde. 

Lässt  man  —  o;  an  die  Stelle  von  x  treten ,  so  ergiebt  sich  aus 
Nro.  9)  die  Gleichung 

X    .     x^  x^        . 

10)  e-'  =  l--  +  — -j-^H- 

welche  mit  der  vorigen  durch  Addition  oder  Subtraction  verbunden 
werden  kann;  man  erhält 

u)       — _n._-|-_^-^  +  .... 

12)  flZLiÜ.  ^  £    .    _^!_    .       .^^         . 

■'  2  1^1. 2. 3^1. 2.. .6^ 


•    •    •    • 


Die  Formel  9)  führt  auch  zur  Entwickelung  einer  beliebigen 
Exponentialgrösse  a^,  wenn  nur  deren  Basis  a  positiv  ist;  man  hat 
nämlich 

13)  a*  =:  (e'«)*  =  e''« 

xla    ,    (a??a)^    ,    (a? ? a)^    , 

~      +"-]-  +  "772"  +  1.2.3  "• 

Setzt  man  in  Nro.  9)  e'  =  xr  und  nimmt  beiderseits  die  Loga- 
rithmen irgend  eines  Systemes,  so  folgt  x  =  ,  mithin 

14)  ,=^i+ll£il^J-  (I2il)'   ..... 
'  »       1  -r  j  j^g  T  1,2  \%e/   ^ 

Hierin  liegt  die  Lösung  der  Aufgabe,  aus  dem  LogarithmuB  einer 
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Zahl  die  letztere  herzuleiten.  Am  emfachsten  wird  die  Formel  bei 
natürlichen  Logarithmen. 

>»■ 

§.47. 
GoniometriBChe  and  cycLometnache  BeflieiL 

L  Da  die  Differentialqnotienten  des  Ck>8ina8  abwechselnd  Sinns 
und  Cosinus,  mithin  jederzeit  endlich  und  stetig  sind ,  so  lisst  sich 
der  Mac  Laurin'sche  Satz  auf  den  Fall /(x)  =  cosx  anwenden  und 
giebt,  wenn  im  Beste  if  (g)  =  af*  —  {x — ;?)*  genommen  wird, 

1)  cosx  —  .    n    Q -co8(^nx-\-»x) 

1.25. «9. ..91 

X«    ,        Ä*  «*       ,  .         ^"~^  (n— 1)« 

=  1 .  4 tC08- ^—  • 

1.2^1.2.3.4      1.2. ..6^       ^1.2...(jt— 1)  2 

Aus  Abschnitt  IL  des  vorigen  Paragraphen  weiss  man  femer, 
daes  bei  unendlich  wachsenden  n 

X* 

Lim  =  0 

1.2.  «9.. .ft 

ist;  verbindet  man  hiermit  die  Bemerkung,  dass  cos(\nJi  -\-  d'x) 
nicht  über  das  Intervall  —  1  bis  -l-  I  hinausgeht,  so  gdiuigt  man  zu 
der  Formel 

welche  far  jedes  endliche  x  gilt. 

IL    Auf  ganz  ähnlichem  Wege  findet  man 

3)  8inx  —  ^    ^   ^ sindna  +  d'x) 

'  1.2.3...n^ 

X  x'^       .        x^  ,         a?"-^  .    (n~l)Ä 

»^— ,   «_  ■    -^   ^— — — ^    —    ...    -4- Ritt 

~l         1.2.3   ^  1.2... 5  ^1.2...(n— 1)  2 

und  bei  unendlich  werdenden  n 

^  1         1.2.3  ^  1.2.. .5 

Da  sich  aus  sin  x  und  cos  x  die  übrigen  goniometrischen  Functio- 
nen des  Bogens  x  herleiten  lassen,  so  ist  hiermit  das  Problem  der 
Berechnung  aUer  goniometrischen  Functionen  gelöst,  üebrigens  wer- 
den wir  später  noch  besondere  Beihen  für  tanx,  cotx,  secx  und 
cscx  entwickeln. 
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ni.  Um  das  Theorem  von  Mac  Laurin  auf  den  Fall  f(x) 
=  aresin X  anzuwenden,  lassen  wir  zunächst  w  -f-  1  an  die  Stelle 
von  n  treten  und  schreiben  demgemäss 

fix)   -  Rn^l 

=/(o)  +  -j-x  +  -3-2-0:2  +  ....  +  YTäT::^^  • 

Aus  der  in  §.  14,  Nro.  7)  entwickelten  Formel 

/(*  +  i)(a;)  =  D^  +  ^  arcsinx  = 

2*(l-a;)*/r=^(         2Ä— 1  l+a;"''(2Ä;— 1)(2Ä;~3)  \1+ J     "1 

geht  nun  zunächst  hervor,  dass  /(a?),  /'(a?),  /"(a;)  etc.  endlich  und 
stetig  bleiben  so  lange  x'^  die  Einheit  nicht  erreicht;  wir  müssen 
daher  —  1  <^  o;  <;;  -j-"  1  voraussetzen.  Die  genannte  Formel  liefert 
auch  die  Werthe  von  /'  (0) ,  /"  (0)  etc.,  doch  kann  man  dieselben  kür- 
zer aus  der  Relation 

^(*  + ,)  (^)  _  (2ft+l)^/(*+«(a;)  +  fcVW(a:) 

1  —  X^ 

herleiten  (§.  14,  Nro.  6);  es  folgt  nämlich 

/(*  +  2)(0)  =  Ä;VW(0) 
mithin,  weil/(0)  =  0  und/(0)  =  1  ist, 

/"(O)  =  0  ,    /iv(0)  =  0         ,    /VI  (0)  =  0  

/'"(0)=13,    /V(0)  =  12.32,    /vu(0)=  12.32.52, 

Denken  wir  uns  n  als  ungerade  Zahl,  so  haben  wir  bis  jetzt  fol- 
gendes Resultat 

Ö)  aresin  X  —  JB»+i 

""1   "^   2    3  "'■2.4   5   "^  "'"2.4...(t^— 1)   n' 

welches  noch  durch  eine  Discussion  des  Restes  zu  vervollständigen 
ist.  Wollte  man  letztere  auf  die  bisherige  Weise  ausführen,  so  würde 
man  eine  etwas  complicirte  Untersuchung  anstellen  müssen;  wir 
benutzen  daher  ein  anderes  Verfahren.  Dieses  beruht  auf  der  Bemer- 
kung, dass  der  Differentialquotient  von  aresin  x  eine   algebraische 

Function,  nämlich  gleich  der  Potenz  (1  —  ic2)"~i  ist  und  dass  folglich 
der  Diflferentialquotient  der  Gleichung  5)  mit  einer  nach  dem  bino- 
mischen Satze  vorgenommenen  Entwickelung  übereinstimmen  muss. 
Um  diesen  Gedanken  auszuführen,  bezeichnen  wir  den  Rest  JB«^_i, 
der  jedenfalls  von  x  abhängt,  mit  q)(x),  und  setzen  n  =  2  m —  1* 
es  ist  dann 
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6)  arcsinx  =  -  +  -_  +  __  +  .... 

.    1.3. 5. ..(2m  — 3)   a;2«-i     , 
^  2.4.6...(2m  — 2)2*w  — 1  ^  ^^^ 

und  dnrcli  Differentiatioii 

^>VTb=^  +  ^^'  +  0^  + 

1.3. 5... (2m  —  3)    o_._Q    ,       ,,  V 
^  2. 4. 6. ..(2m  — 2)  ^^  V^  W 

Andererseits  ist,  wenn  man  in  Formel  9)  des  §.  45  — »^  für 
X  setzt, 

^         =  1  +  -^a;»  +  i^as*  +     


.....    l-3.5...(2m-3)  , 

^  2. 4. 6. ..(2m  — 2) 

1.3..(2«-1)        (         2>»+l  (2»»+l)(2m  +  3)  | 

^2.4....(2»n)  r^2m  +  2      ^(2«» +  2)  (2»» +  4)      ^       ) 

nnd  nun  giebt  die  Yergleichong  beider  Resultate 

9'(*)  = 
1.3..(2»»-1)        I        2«,  +  !  (2»t  + 1)  (2m  +  3)  > 

2.4. ...(2m)  <    ^2m4-2      ^(2m  +  2)  (2m  +  4)      ^    i 

Aus  den  Gleichnngen  6)  und  7)  geht  femer  hervor,  dass  ^{(Xi) 
und  fp\x)  innerhalb  der  Grenzen  —  1  und  +  1  endlich  und  stetig 
bleiben;  zur  Ermittelung  von  (p{x)  lässt  sich  daher  das  Theorem 

(p{x)  =  9(0)  +  X(p'(d'x) 

benutzen,  und  zwar  giebt  dies,  weil  9(0)  =  0  ist, 

^^  ^        2.4 (2m)  f     '  2m  +  2 

(2m +  1)  (2m +  3) 
^  (2m +  2)  (2m +  4)  ^ 

Die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe  liegt  zwischen  Null  und 
1  +  ^»a:«  +  »*x*  +  .  •  .  =  i3^, 
sie  kann  daher  mit 
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s 

i  —  d-^x^ 

bezeiclmet  werden,  wo  s  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  ech- 
ten Bruch  vorstellt.     Zufolge  des  hiermit  gefundenen  Werthes  von 
q>(x)  ist  nun  nach  Nro.  6) 
^.  .  1.3.5...(2m— 1)  fiO^^m^Sm  +  l 

8;  arcstnx  —  ^    ,   ^ .^    ^ ; — ^^   . 

'  2.4.6 (2m)         1  — '9'2a?3 

X  ,.    1  x^    ,    l.S  x^   ,  ,    1.3...(2w  — 3)    a?2«»-i- 

=  "7   +  IT  T  +  TTT  T  +  '  '  '   + 


1     '     2    3     '    2.4   5    '  '    2.4...(^m--2)  2w— 1 

Die  hier  vorkommende  Reihe  zählt  m  Glieder  und  wird  unend- 
lich für  m  =  oo;  weg^en  a:^  <  1  ist  in  diesem  Falle  Limx^^  =  0, 
während  1  —  d'^x^  immer  von  Null  verschieden  bleibt.  Hieraus 
folgt  sehr  leicht,  dass  sich  der  Rest  der  Grenze  Null  nähert  und 
dass  mithin  die  Gleichung  besteht: 

^.  a?    ,     1   a?3        1 . 3  aj5        1 . 3 . 5  a;7 

9)     arcstnx  =  —  h 1 H h 

j         i^u^^         1^2    3^2.45^  2.4.6   7  ^ 

-  l<a?<  +  1. 

Für  o;  =  +  1  verliert  diese  Schlussweise  ihre  Gültigkeit;  der 
Rest  erhalt  nämlich  die  Form 


,    1.3.S...(2w  — 1)       B 

I    — —- — - —  .  — - 


-d-« 


m 


2.4.6 (2w)  1  —  ^2 

und  besteht  aus  zwei  Factoren,  deren  erster  zwar  gegen  die  Null 
convergirt,  von  denen  aber  der  zweite  unendlich  wird,  falls  %'  die 
Einheit  zur  Grenze  hat,  was  man  nicht  wissen  kann.  Wir  stellen 
daher  noch  folgende  Betrachtung  an. 

Bezeichnet  u  einen  Bogen  des  ersten  Quadranten,  so  gilt  die 
Gleichung 


Vl—cosu     ,      1  .     l/l 
-r oder  \u  =  arcstn   y  — 


1            1/1 — cosu     ,      ,                       1/1 — cosu 
8tn  ^u  =  ]/ oder  ^u  =  arcstn   ]/ 


worin  das  Wurzelzeichen   im   absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist;  für 
sinu  =  X  wird   cos u  ==  Vi  —  x^^  u  =  arcstn x,  mithin 

=  aresin  y^ 

wobei  y  eine  von  selbst  verständliche  Abkürzung  vorstellt. .    Wäre 
nun  die  Gleichung  9)  auch  nur  für  alle  Werthe  von  x  =  0  bis  o? 


n 


'=:  Y  -^r  bewiesen,  ßo  könnte  man  doch  die  rechte  Seite  von  Nro.  10) 
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entwickeln,  da  hier  y  das  Intervall  0  bis  1/  —  durchläuft,  wenn  x 


von  0  bis  1  geht;  demgemass  ist 

I  armnx=   y +  i     y^  - 


—1/^1— a;2 


3 

+ 


2 

Das  erste  Glied  lässt  sich  für  alle,  die  Einheit  nicht  überstei- 
genden Werthe  von  x'^  in  eine  Potenzenreihe  verwandeln,  wie  For- 
mel 11)  in  §.45  zeigt;  dasselbe  gilt  von  den  übrigen GHedem,  wenn 
man  beide  Seiten  der  erwähnten  Formel  der  Reihe  nach  auf  die  Sie^ 
5te  etc.  Potenz  erhebt;  man  hat  daher 

\  arcsinx  =  |a?  +  ^x^  -f  ^x^  + 

+  ^(^^^ +  ••••) 
+ 

Diese  Doppelreihe  erfüllt  alle  Bedingungen,  welche  nach  §.  43 
nothig  sind,  um  die  Reihenglieder  in  Yerticalcolonnen  summiren  zu 
dürfen;  vereinigt  man  daher  die  unter  einander  stehenden  Glieder 
und  multiplicirt  nachher  mit  2,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

11)  arcsinx  =z  x  -\-  \x^  -|-  ^x^  +  ••••, 

und  zwar  gilt  dieselbe  von  a;  =  0  bis  rc  =  1  oder  auch  von  o?  =  —  1 
bis  flj  =  4"  1»  ^*  beide  Seiten  immer  gleiche  Vorzeichen  besitzen. 
Zufolge  des  in  §.  44  bewiesenen  Satzes  muss  die  jetzige  Entwicke- 
lung  11)  mit  der  früheren  9)  identisch  sein;  formell  gelangt  man 
also  zu  keinem  neuen  Resultate,  wohl  aber  erfahrt  man,  dass  die 
Gleichung  9)  auf  das  IntervaD  x  =■  —  lbisaj=-|-  1  ausgedehnt 

werden  darf,  wenn  sie  früher  auch  nur  von  oj  =  0  bis  a?  =  y    ■5- 

gegolten  hätte. 

Giebt  man  dem  x  einen  solchen  Zahlwerth,  dass  arcsinx  einen 
bekannten  aliquoten  Theil  der  Kreisperipherie  ausmacht,  so  erhält 
man  in  jedem  Falle  eine  Reihe  zur  Berechnung  der  Ludolp haschen 
Zahl;  so  ist  z.  B.  für  o;  =  | 

6   ~  2  ■'"   2  '3.28"''2.4'5.25"'' 


•  •  •  • 


=n 


Die  Specialisirungen  aj  =  j/  — -  und  rc  =  1  liefern  ähnliche 

Reihen,  jedoch  convergiren  letztere  zu  langsam  für  die  numerische 
Berechnung. 
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Aus  Formel  9)  lässt  sicll  endlich  noch  eine  Reihe  für  arccosx 
ahleiien,  wenn  man  von  der  Beziehung 

arccosx  =  Itc  —  aresin  x 
Gehrauch  macht. 

IV.     Die  in  §.  14,  IV.  entwickelten  Formeln  zeigen,  dass  die 
Differentialquotienten  von 

f(x)  =  ardanx 
für  jedes  endliche  x  continuirlich  und  endlich  hleiben;  femer  ist 

/f")(0)  =  0,    /f"+i>(0)  =  (— 1)*  1.2.3. ..(2Ä), 
mithin  nach  Mac  Laurin  für  ^^(e)  =  x"^  —  {x  —  zY 

arctan  x \  ^  ==-  sin  l  n  aretan  -r—  \ 

Der  absolute  Werth  von     ,  =  beträfft  weniffer   als    der 

absolute  Werth  von  x\  der  Ausdruck 

x^ _1^  /  fl?  \» 

nV(l+'^2a?2)n  ~  nVvT+ä^/ 

convergirt  also  bei  unendlich  wachsenden  n  gegen  die  Null,  wenn 
Inmi—x^j  =  0  ist,  und  Letzteres  findet  so  lange  statt  als  der 
absolute  Werth  von  x  die  Einheit  nicht  übersteigt.  Da  femer 
sin  (n  arctan  -^J  das  Intervall  —  1  bis  +  I  keinenfalls  überschrei- 
tet, so  hat  der  Rest  unter  den  vorigen  Bedingungen  die  Null  zur 
Grenze,  und  mithin  ist 

12)  arda1^x  =  \x  —  ^x^  +  Ix^  — » 

—  1  <  a?  <  +  1. 
Im  Fall  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Einheit  beträgt, 
kann  man  die  Gleichung 

13)  ardanx  =  g^r  —  arccotx  =  |ä  —  arctan  ■— 
benutzen  und  arctan  —  nach  der  obigen  Formel   entwickeln;    dies 

X 

giebt,  X  als  positiv  vorausgesetzt, 

7C         1.1             1       , 
ardanx  =—  —  --  +  tzb  '^  TZ^  + 

2  X  oX^  OX'* 

X>1. 
Scblömilch,  Analysls.    I.  15 
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Bei  negativen  x  sind  beiderseits  die  Yorzeiclien  nmzokelireii. 
Bnrcli  die  Formel  13)  erledigt  sich  auch  die  Entwickelung  von 
arccotx. 

In  dem  speciellen  Falle  x  =  1  geht  die  Gleichung  12)  über  in 

dieses  Resultat  ist  indessen  nur  formell  merkwürdig  und  eignet  sich 
wegen  der  ausserordentlich  langsamen  Gonvergenz  der  Reihe  nicht 
zur  numerischen  Berechnung  von  n.  Bequemere  Formeln  erhält  man 
dadurch ,  dass  man  J  3r  in  zwei  oder  mehrere  kleinere  Bogen  zerlegt 
und  diese  einzeln  berechnet.  So  findet  man  z.  B.  nach  Formel  10) 
in  Abschnitt  n.  der  Einleitung 

1«  =  arctan  \  -j-  ardan  |, 

\n  =  arctan  \  -|-  ardan  \  -|-  ardan  |, 

und  hier  kann  man  die  einzehien  Bögen  leicht  nach  Formel  12)  in 

rj^h  convergirende  Reihen  verwandehi. 

§.  48. 
Die  Methode  der  unbestimmten  Ooeffloienten« 

Bei  Functionen,  die  irgendwie  ans  sogenannten  einfachen  Fnnc 
tionen  zusammengesetzt  sind,  gelingt  es  nicht  selten,  direct  das  Inter- 
vall zu  bestimmen,  innerhalb  dessen  eine  Reihenentwickelnng  für  die 
zusammengesetzte  Function  existiren  muss;  in  solchen  Fällen  wird 
die  Restuntersuchung  unnöthig  und  sind  nur  noch  die  Coefficienten 
der  Reihe  zu  ermitteln.  Hierzu  benutzt  man  oft  mit  Yortheil  ein 
vom  Mac-Laurin'schen  Satze  unabhängiges  Verfahren,  das  im 
Wesentlichen  darauf  hinauskommt,  die  Goefßcienten  vorläufig  unbe- 
stimmt zu  lassen  und  sie  durch  irgend  eine  Eigenschafb  der  gegebe- 
nen Functionen  erst  später  zu  bestimmen,  wie  dies  schon  in  §.  7  ge- 
schehen ist;  gewohnlich  leisten  hierbei  Differentiationen  gute  Dienste. 
Das  Detail  des  Verfahrens  wird  man  aus  den  folgenden  Beispielen 
ersehen. 

I.  Multiplicirt  man  die  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen 
mit  sich  selbst,  was  nach  §.  41  ohne  Weiteres  erlaubt  ist,  so  gelangt 
man  zu  dem  Resultate 

{arcsinxp  =  x^  +  Ix*  +  «^»^  +  '•••> 
welches  fElr  alle,  das  Intervall  —  1  bis  -{- 1  nicht  überschreitendem 
gilt.    Das  Bildungsgesetz  der  Goefficienten  tritt  aber  bei  jener  Multi- 
plication  nicht  klar  zu  Tage  und  würde  auch  nach  dem  Mac-Lau- 
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ri  naschen  Satze  schwer  zu  finden  ^sein,  weil  hier  f^^\x)  ein  äusserst 
complicirter  Ausdruck  ist ;  wir  setzen  daher  vorläufig 

1)  {arcsinxY  =•  a^^x'^  -^^  a^x*  +  «e^®  +  •••••  » 

—  1  <  a?  ^  +  1. 

Aehnlich  verhält  sich  die  Sache,  wenn  man  die  Reihe  für  aresin  x 

mit  der  Reihe  für  (1  — x^y^  multiplicirt,  wohei  nicht  zu  ühersehen 
ist,  dass  die  letztere  nur  unter  der  Bedingung  —  1  <;^  a:  <^  -}-  1 
convergirt;  man  erhält  dann  eine  Gleichung  von  der  Form 

aresin  x 

2)  w,        o  =  ^^  +  hsx^  +  h(^^  + 

Vl  —  x^ 

-  1  <  Ä  <  +  1, 

und  auch  hier  ist  das  Bildungsgesetz  der  Coeificienten  nicht  näher 
bekannt. 

Um  nun  alle  a  und  h  zu  bestimmen,  differenziren  wir  die  Glei- 
chung 1)  und  erhalten 

^.  2  aresin  X       ^  ,    ^       •    •  -..       .    . 

3)  y  =  2020?  +  4:a4,x^  +  ßaeX^  +  ••••; 
Vi  —  x^ 

diese  Differentiation  ist  erlaubt,  weil  sowohl  die  ursprüngliche  als 
die  abgeleitete  Reihe,  welche  letztere  mit  Nro.  2)  übereinstimmen 
muss,  innerhalb  des  Intervalles  —  1  bis  +  1  convergirt  Multipli- 
cirt man  die  Gleichung  3)  mit  yl  — x^  und  differenzirt  noch  ein- 
mal, so  wird 

-j    ^        =  (1.202  +  3.404Ä«  +  5.6a«ar4  H )Vl— a;« 

Vi  —  «» 

X 

—  (203«  +  4o4a;^     +  öoeaj*     -f-  •  •  -),>  t 

Vi— a?» 

nach  Multiplication  mit  Vi  — x^  verschwinden  die  Radicale  und  es 
lassen  sich  dann  alle  negativen  Grössen  auf  die  linke  Seite  schaffen, 
wodurch  bei  gehöriger  Zusammenziehung  folgende  Gleichung  entsteht: 

1,203  +  3.4o4aj3  +  5.60««*  + 

=         2  +  2«02a?«      +4204»*      -f  •... 

Die  Yergleichung  der  CoefGlcienten  gleich  hoher  Potenzen  vono? 
£^ebt  nun 

22  22 

02  =  1.     04  =  02  —  =  —. 

4«  22.4« 

^«  =  ^*  576  ^  3.4.5.6'  "^  '•  ''• 

16» 


1 
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überhaupt  für  jedes  ganze  positive  h 

_  2K4^.6K.,(2Jc  —  2y  _  2.4.6...(2Ä;  — 2)    2 
^*  ""      3. 4. 5. 6. ..(2*)       ~  3.5.7. ..(2Ä—1)'   &' 

und  demgemäss  haben  wir  nach  Kro.  1) 

4)  (arcstn  ^)2  =  -.  +  --  +  _-  +  ...., 

—  1  <  a?  <  +  1. 

Man  übersieht  augenblicklich,  dass  sich  auf  ähnlichem  Wege 
auch  die  höheren  Potenzen  von  arcHnx  entwickeln  lassen;  die  Coef- 
ficienten  werden  aber  weniger  einfach. 

Substituirt  man  dieWerthe  von  o^,  04,  Os  etc.  auch  in  die  Glei- 
chung 3),  80  erhält  man  noch 

^N  arcsinx  ,2     .   ,    2.4   ,    , 

- 1  < « <  4- 1- 

Dieses  Resultat  gevmnt  eine  bemerkenswerthe  Fonn,  wenn  man 
X  =  —r=    mithin    aresin  x  =  ardan  sf 

setzt;  es  wird  nämlich 

Mit  Hülfe  der  schon  in  §.  47  benutzten  Gleichung 

\yt  =  arctan  J  +  aräan  | 
findet  man  z.  B.  aus  Nro.  6) 

4         10  L   ^  3   10  ^  3.5  VlO/    ^  3.5.7  VlO/   ^        J 

^  10  L  ^3  10  ^  3.5  Vioy  ^  3.5.7  VlO/  ^     J' 

wonach  die  Berechnung  von  it  sehr  leicht  ist. 

IL  Zufolge  der  in  §.  47  fär  den  Cosinus  eines  beliebigen 
Bogens  gefundenen  Reihe  hat  man 

,  .     X        ,        ii^  (aresin  x)^   ,   a*  (arcstn  a?)* 

oder  auch,  wenn  man  die  Potenzen  von  aresin  x  entwickelt, 


•  •  • 
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cos Qi aresin x)  =  1  —  -^  (a?»  -f  Ja?*  -f-  ^x^  +  ••••) 

720  ^      ^  ^ 


+ 


Alle  hier  vorkommenden  Horizontalreiben  convergiren  von 
X  =  —  lbisaj=  +1»  ferner  convergirt  die  Reihe  der  Horizontal- 
smnmen  (die  vorige  Reihe)  und  sie  behält  ihre  Gonvergenz  auch  in 
dem  Falle,  wo  man  den  Gliedern  gleiche  Vorzeichen  giebt;  es  teind 
also  die  Bedingungen  erfüllt,  unter  denen  die  Doppelreihe  nach  Yer- 
ticalcolonnen  geordnet  werden  darf  und  folglich  ist 

cosifarmnx)  =i^-x^  +  —^"^ 

«  fte^20^*  +  64^^  ^  ^ 

720  ^ 

oder  mit  anderen  Worten,  es  existirt  eine  Reihenentwickelung  von 
der  Form 

7)      cos  (ji  aresin  x)  =  1  —  Ä2X^  +  Ä^x^  —  AqX^  +  ••••» 

—  1  <  a?  <  4-  1. 

Durch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  von  (1  —  x^)    a  er- 
hält man  noch 

^.      cos  ij^  aresin  x)        ,        t>    o    i    t>    i        t>    ß   i 
y  1  — x^ 

-  1  <  0?  <  +  1. 

Ganz    ähnliche  Betrachtungen    knüpfen    sich   an   die  Function 
sin  {jx  aresin  x)\  diese  kann  zunächst  in  die  einfache  Reihe 

^  aresin  X       ii^  (aresin  xy       fi'^  (aresin  xy 
i  1.2.3       "**  1.2.3.4.5 

verwandelt  werden,  welche  nach  Entwickelung  der  Potenzen  von 
aresin  X  in  eine  Doppelreihe  übergeht.  Letztere  genügt  den  Bedin- 
gungen, unter  denen  die  Anordnung  nach  Yerticalcolonnen  erlaubt 
ist,  und  so  ergiebt  sich  ein  Resultat  von  der  Form 

9)  sin(ii aresinx)  =  fix  —  A^x^  -\-  A^x^  — 

—  1  <aj^  +  1; 

durch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  von(l — x^)    ^  folgt  noch 
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10)  £*;^^^)  =  ^a,-B.»»  +  B,*. 

Vi  —  «*  i 

-  1<  «  <  +  1. 

Um  nun  die  Goeffidenten  zu  bestiminen,  differenziren  wir  die 
Gleichiuig  7)  und  erhalten 

,,.       U8in(a aresin x)       ^  .  ..  ^     •    i    «  ^     - 

Vi— iC« 

die  Befngniss  zu  dieser  Differentiation  liegt  darin,  dass  sowolil  die 
ursprüngliche  als  die  abgeleitete  Reihe  11),  welche  letztere  mit 
Nro.  10)  übereinstimmen  mnss,  zwischen  —  1  nnd  -f-  1  convergirt. 

Wir  mnltiplidren  femer  die  Gleichung  11)  mit  Vi  —  x^  und  diffe- 
renziren noch  einmal;  das  Ergebniss  ist 

fi^cosiii  aresin  x) 

Vl^x^  

=  (1.2^3  —  3.4^0;«  +  6.6 Aex^ )  V^l— jr» 


—  (2A3X  —     4A4X^  +     6AeX^ ) 


X 


oder  nach  beiderseitiger  Moltiplication  mit  Vi  — x^  und  gehöriger 
Znsammenziehnng 

12)  ^^cosQi  aresin  x) 

=  l.2Ai  —  BAA^x^  +  b.ßA^x*  —  7.SAsX^  +  •  •• 

—    2^2  0?»  +     49A4X^  —     6«J«««  -) 

Diese  Entwickelnng  kann  nicht  verschieden  von  Nro.  7)  sein; 
substitnirt  man  in  Nro.  12)  für  eos(ji  aresin  x)  die  ursprüngliche  Reihe 
und  schafft  die  zweite  Reihe  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite,  so  hat 
man 

f*'— 0*^—22)^2 rc2  +  (/*«— 42)^4»*  —  (fi2— 6»)^aj«  -\ 

=  I.2.I2  —  BAÄ^x^  +  6.ßAsX*  —  7.8^8«?^  +  •  •  • 

mithin  durch  Yergleichung  der  GoefEcienten 

^»  — o*  -^    '^~iTr—  1.2.3.4  • 

^  — ^"öTe"-     1.2.3.4.5.6    '"^ 

Zufolge  dieser  Werthe  ist  nach  Nro.  7) 

13)  eosijiarcsinx) 

1.2       ^    1.2.3.4  1.2..   .6  ^ 

—  1  <  «  <  +  1» 
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nnd  nach  Nro.  11) 

,..  sin(fi  aresin  x) 

~  1  1.2.3  "^  1.2. ..5 

-  1  <  fl?  <  +  1. 

Die  Coefficienten  der  beiden  übrigen  Reihen  8)  und  9)  bestim- 
men sich  durch  eine  sehr  ähnliche  Rechnung.     Man  differenzirt  zu- 
nächst die  Gleichung  9)  und  erhält 
^w\       II  cosQi  aresin  x)  _  .     «    i    ^  ^     a 

Vi— ar^ 
was  mit  Nro.  8)  übereinstimmen  muss;  man  multiplicirt  femer  mit 

Vi  — «*,  differenzirt  und  multiplicirt  wieder  mit  Vi  —  x^\  dies 

giebt 

11^  sin  (ji,  aresin  x) 

=  2.3^3^?  —  4.5^5aj8  +  6.7^7^?* 

Substituirt  man  für  sin  (ji  aresin  x)  die  ursprüngliche  Reihe  9) 
und  vergleicht  dann  die  beiderseitigen  Coefficienten,  so  gelangt  man 
znrEenntniss  von  ^,  Ä^  etc.  und  überhaupt  zu  folgendem  Resultate 
16)  '  sin  (ji  aresin  x) 

_fi      Kfi!ziü),;8  4.  fiai^~i^)(ft»-3^)    

— T  1.2.3  ^  1.2.3.4.5 

—  1  <a?<  +  1; 
endlich  giebt  die  Gleichung  15) 

cos  (jji  aresin  x) 


17) 


vr:^ 


X 


2 


=  ^ 172"'^    +  1.2.3.4         "^ 


-  1  <  flj  <  +  1. 

Nicht  selten  ertheilt  man  den  Gleichungen  13)  und  14),  16)  und 
17)  eine  goniometrische  Form,  indem  man  aresin x  =  w,  mithin  x 
=^  sinu  setzt;  dem  Intervalle  rc=—  1  bis  «=4-1  entspricht 
dann  das  Intervall  w  =  —  |ar  bis  w  =  +  |ä,  und  unter  der  ge- 
meinschaftlichen  Bedingung 

gelten  bei  jedem  ft  folgende  vier  Gleichungen : 
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18)  co$nu  =  1  —  ^^stn^u  4-    ,  ^*7   ,    /  stn^u 

finf^^~2«)»2^42) 

1727^76 '*^^  + ' 

19)  — ^—  =  ^  setiw  —     r  ^   ^     sm^u 

cosu         1  1.2.3 

,    ^(ft«-- 22)  (1^3^42)    . 
+  ^    2      5 ^*^  ** ' 

a  u(u^ — 12) 

20)  sin(iu  =  ~  siwtt  —  stVw 

1  1  •  2  .  o 

^  1.2.3.4.5 

21)  — ^---  =  1  —  ~-T-  stn^u  -f  -^ — ,   /  ^^  , sin^u 

^   cöSM  1.2  '  1.2.3.4 

Dabei  ist  nur  zu  bemerken,  dass  die  Formeln  18)  und  20)  auch 
für  tt  =  +  gjr  richtig  bleiben,  während  dann  die  beiden  übrigen 
ihre  Gültigkeit  verlieren. 

Nimmt  man  für  ft  eine  gerade  Zahl,  so  brechen  die  in  18)  und 
19)  vorkommenden  Eeihen  ab,  d.h.  sie  werden  zu  endlichen Beihen, 
deren  erste  aus  '|fi  +  1,  und  deren  zweite  aus  |f*  Gliedern  besteht, 
lyian  kann  sich  in  diesem  Falle  leicht  überzeugen,  dass  jene  Glei- 
chungen für  alle  u  bestehen.  Ist  nämlich  k  irgend  eine  ganze  Zahl, 
V  ein  Bogen  des  ersten  Quadranten,  und  bezeichnet  (p  (u)  die  Summe 
der  Reihe,  so  hat  man,  weil  sin(k7i^  —  v)  z=z  -^^  sinv, 

(p{k%  —  t;)  =  9?  (t;)  =  cosyLv  =  cos^(k7t  —  v) 

oder  (p  (w)  =  cosfiio,  wo  w;  =  Ä  ä  —  v  jeden  beliebigen  Bogen  vor- 
stellen kann.  Eine  ähnliche  Schlussweise  gilt  für  die  Formel  19). 
Nicht  minder  leicht  ist  einzusehen,  dass  bei  ungeraden  [i  die  Glei- 
chungen 20)  und  ^1)  allgemein  richtig  bleiben.  Damit  kommt  man 
auf  dieselben  Resultate,  welche  bereits  am  Ende  von  §.  7  angedeutet 
wurden. 


§.  49. 
Die  unendlichen  Producte  für  Sinus  und  Cosinus. 

Nach  der  bekannten  elementaren  Formel 
1)  smu  ==  2fim  -—  sm  — - — 
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hat  man  zunächfit 

sinz  =  2  sin  —  sin  — - — , 

femer.,  wenn  rechter  Hand  jeder  Sinus  wieder  nach  Nro.  1)  zerlegt 
wird, 

stn0  =  23  stn  -7-  sin  — - —  atn  — ■- —  $m  — -: — : 

4  4  4  4 

die  Wiederholung  desselhen  Verfahrens  liefert 

stnz  =  2^  8%n  —  stn  — - — stn  — - —  •  •  •  siw  — ■ • 

008  8 

Wendet  man  überhaupt  diese  Zerlegung  n-mal  an  und  setzt  zur 
Abkürzung  2"  =  j?,  so  erhält  man 

stn  z  =  2'»~i  sin  —  stn  — ■ —  stn  — • -  -  stn  — -^^ — 

oder  in  kurzer  selbstverständlicher  Bezeichnung 
2)  sinz  =  2P*^  SqSi  Sq  .  .  .  Sp^i. 

Die  Reihe  der  Factoren  So, Si,,..Sp-i  werde  nun  in  zwei  Grup- 
pen Soj  «1  .  .  .  Si     .  und  Si  ,  Si_ ,  1,  .  .  .  Sp— 1  getheilt  und  die  zweite 

Gruppe  in  umgekehrter  Ordnung  folgendermaassen  unter  die  erste 

gesetzt 

So,     Si,     S2,      •      .     .     Sl      1, 

Sp— 1,  S2>-.2)  •      •      •      ^Ip-fi»  ^lp> 

irgend  zwei  unter  einander  stehende  Factoren  sind  dann 

.    Aar  +  z 
Sf^  =  stn , 

P 

.      (p   ^  h)  7t   +  Z  ,      JlTC  —  Z 

8p-,ji  =  Stn =  stn • 

P  .  P 

Das  Product  derselben  ist 

h  Jt  z 

ShSp^h  =  sin^ sin^  — ; 

p  p/ 

macht  man  hiervon  Gebrauch  für  h  =   l,2,...|p  —   1   und 
beachtet  noch  die  Gleichung 

z 
s%   =  cos  — , 

^  p 

so  erhält  man  statt  der  Gleichung  2)  die  folgende 
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Bf         IC  z\  /      o  2ä  *  t\ 

3)  ünB  =  2i^ism  —  ( sin*  —  —  stw*  —  )  ( wn" sw*  — ) .  • 

^\        V  P/\        P  P/ 

\  P  P)       P 


•  •  t  * 


Hieraas  folgt  noch  eine  specieUe  Fonnel,  wenn  man  heiderseits 
mit  z  dividirt  and  nachher  zur  Grenze  für  anendlich  ahnehmende  M 
übergeht;  sie  laatet 


2P— 1  %  2  Ä         3  ff 

4)       1  = s»n'  —  fitn*  —  »f»*  — 

P  P  P  P 


^.  OPziiL«. 


Dividirt  man  die  Gleichung  3)  durch  Nro.  4)  and  bezeichnet 
zur  Abkürzung  |p  —  1  mit  g,  so  kann  man  den  Qaotienten  in  fol- 
gender Form  darstellen 

ünB 

6) 


B  B 

psin  "  C08- 
P       P 


1— 


stn 


'\ 


1- 


Stn 


2n 


WJ 


stn 


i.\ 


2 


1— 


Stn 


qn 


pj} 


Lässt  man  p  ins  Unendliche  wachsen,  so  convergirt  die  linke 


stnB 


Seite  dieser  Gleichung  gegen  die  Grenze  ,  während  das  rechts 

B 

1 
verzeichnete  aus  g  =  —  |?  —  1  Factoren  bestehende  Product  zu 

einem  unendlichen  Prodacte  wird.  Man  ersieht  hieraus  die  Mög- 
lichkeit, sinB  in  Form  eines  unendlichen  Prodactes  darzustellen; 
die  Ausführoug  dieses  Gedankens  verlangt  aber  eine  genauere  Dis- 
cussion  des  Prodactes  in  Nro.  5). 

Zur  Abkürzung  geben  wir  der  Gleichung  die  folgende  Gestalt 

sinB 

B  B 

p  sin  —  cos  — 
P       P 

=  (l  -  Tj)  (1  -  T,)  (1  -  Ta)  ....  (1  -  T,\ 
worin  irgend  eine  der  Grössen  T,  z.  B.  T^  darch  die  Formel 

stn  —  \ 
6)  Ta  =  '         " 


P 


stn 


kB 
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bestimmt  ist.  Ulster  Je  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  <[  g.  ver- 
stehend, zerlegen  wir  die  obigen  q  Factoren  in  zwei  Ghrappen,  deren 
erste  h  Factoren,  und  deren  zweite  die  übrigen  q  —  h  Factoren  ent- 
hält; dem  entsprechend  schreiben  wir 

sin  z 

7)  

SS  s 

p  »in  —  cos  — 
P       P 

=  (1  -  r,)  (1  -  T,)  (1  -  T,)  ...  (1  -  T,).B, 

8)  JJ  =  (1  -  r*+i)  (1  —  Tt+i)  ...  (1  -  T,), 

und  untersuchen  zunächst  das  Ergänzungsproduct  B,  In  den  Nen- 
nern der  mit  Tjt-^i,  Tjt^2^  -  .  *  Tq  bezeichneten  Brüche  kommen  die 

Bögen  vor 

(Je  -\-  l)7t   (k  +  2)7C  qn_ qn 

Iß        '         p        ""  p    —  2q  +  2' 

die  sämmtlich  <C|^  sind;  in  den  Zählern  steht  dmmer  der  Bogen 

~,  welcher  kleiner  als  alle  jene  Bögen  ist,  wenn  e  K^kn  oder 

Ä>  —  gewählt  wird,  was  im  Folgenden  immer  vorausgesetzt  werden 

möge.  Da  im  ersten  Quadranten  dem  grösseren  Bogen  der  grössere 
Sinus  entspricht,  so  sind  die  Nenner  von  T^+i ,  Ti^2 » /  •  •  Tg  immer 
grösser  als  die  zugehörigen  Zähler,  mithin  T^+i ,  2^+2»  ...  Tg  posi- 
tive echte  Brüche;  daraus  folgt 

(1  -  T*+i)  (1  -  T*+2)  ...  (1  -  Tg)<l 
d.h. 

9)  B<1. 

Um  zweitens  eine  unterhalb  B  liegende  Grösse  zu  erhalten, 
benutzen  wir  den  leicht  erweisbaren  Satz,  dass  jedes  Product  von 
der  Form  (1  —  Si)  (1  —  £2)  •  •  •  mehr  als  die  Differenz  1  — 
(^1  H"  *3  4"  •••)  beträgt,  falls  «1,62»  •  .  .  positive  echte  Brüche  sind*). 
Hiemach  gilt  die  Umgleichung 

10)  ^  ^  B>1  —  (T*+i  +  r*+a  +  •  •  •  .+  T,), 

die  sich  vereinfachen  lässt,  wenn  man  die  Bemerkung  hinzubringt, 

sinx  . 
dass  die  Function •  innerhalb  des  ersten  Quadranten  fortwährend 

X 


*)  Es  ist  nämlich  unter  der  obigen  Yoraussetzung 
(1  —  ei)  (1  —  ea)  =  1  —  («i  +  e^)  +  e^s^  >  1  _  (^^  4.  e^; 
daraus  folgt  durch  Multiplication  mit  dem  positiven  Factor  1  —  £3 

(1  -  fii)  (1  -  82)  (1  -  «») 
>  1  —  («1  +  «a  +  h)  +  («1  +  «2)«8  >  1  —  («1  +  «a  +  h) 

'U.  s.  w. 
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abniiaiuct,  wie  men  mw  dem  negiüren  Tofaeidieii  des  Pifeieniiai- 
qnotientea  «nekt.  Ffir  einen  swiflchen  0  mnd  \%  KegeBden  Bogot 
I  lit  dalier 


!!^  >  ?*'JJ!  ote   ' 


jt»! 


2| 


\* 


^  4  \*  —  1        */ 


mitliiii,  wenn  {  =?  —  geeeiit  mid  qiiadrirt  wird. 

Diese  Umc^iehung  miiHipliciien  wir  mit  der  folgenden 
nnd  erlialten  Temdge  der  Bedeohixig  toü  T*  (Kro.  6) 

Dareb  Addition  aDer  f&r  A  =  |;-{-  1,  l;-}-2,  ...g  hiersne  eni- 
■tebenden  ümgleiclmngen  ergiebt  nck  femer 


femer 


+  ^^>i-7i; 


4ik 


1  —  (ü+i  +  r*+,  + 

und  um  so  mehr  nacb  Nro.  10) 

12) 

Die  ZnsanunenstelloBg  der  üngleichnngen  9)  und  12)  zeigt,  Aan 

gesetzt  werden  darf ,  wo  Q  einen  nicht  näher  bekannten  podtiTen 
echten  Brach  bedeutet.     Unter  den  Bedingungen 

(^y  <  *»  <  fl»  und  0  <  (^  <  1, 
gilt  nnn  die  Gleichung 
13) 


stnz 


1— 


stn 


0 


1- 


stn 


kx 


(-0 


Der  Uebergang  zur  Grenze  f&r  unendlich  wachsende  p  bietet  jetzt 
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keine  Schwierigkeit  mehr,  wenn  man  sich  dabei  h  als  constante  Zahl 
denkt;  mittelst  der  Werthe 

.  .  sm  — 

/  z\  V  z 

Lim  ( p  st n  —  1  =  jer,  lAm  — r —  =  t— 

sin  — 
P 

erhält  man  nämlich  aus  Nro.  13)  die  Formel 

14)  «n,  =  ,(l  -^)(l  -^)  ...  (l  -^)(l  -fl), 

welche  nor  an  die  Bedingung 

—  hn  <i  z  <Z  -\-  hTt 
gebunden  ist.     Statt  der  Oleichung  14)  kann  man  schreiben 

4* 
und  wenn  nun  auch  die  beliebige  ganze  positive  Zahl  k  als  unendlich 

wachsend  gedacht  wird,  so  convergirt  linker  Hand  der  Nenner  gegen 
die  Einheit,  wofern  e  irgend  einen  endlichen  Werth  behält;  das  end- 
liche Product  wird  zu  einem  unendlichen,  und  so  ergiebt  sich  die 
für  jedes  endliche  z  gültige  Formel 

16)        ^n.  =  .(l-^)(l-^,)(l-^) 

In  dem  speciellen  Falle  g  ^=z\n  erhält  man  hieraus 

n     1  ..3     3.5     5.7 


•  •  •  • 


•  •  •  • 


.  •  •  •  • 


2        23         42  6* 

oder  umgekehrt 

ÜL  — A    A    i.    J     A    -i 
2~l'3'3*    5*5*7 

Ganz  ähnliche  Umwandlungen  können  mit  der  Gleichung  18)  in 

§•  48  vorgenommen  werden ,  doch  gelangt  man  zum  Endresultate 

kürzer  auf  folgendem  Wege.    In  Nro.  15)  ersetzen  wir  einmal  h 

durch  die  gerade  Zahl  2Ä;,  das  andere  Mal  z  durch  \z  und  haben 

dann  die  beiden  Gleichungen 

sinz 


1  — 

QlZ^ 

8Jg 

Ä)(' 

z^ 
3«  Ol 

.) 

sin 

\^ 

• 

1  — 

Q^Z^ 

16k 

''\( 

1       J 

?2 

(1 fi_A 


"~  ^'  V       2»  «V  V       4«  3tV  V        6»  Ä»j  V       (2fc)««V 
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worin  Qi  und  Qq  positive  echte  Brüche  sind.     Die  erste  Gleichung 
dividiren  wir  durch  das  Doppelte  der  zweiten  und  erhalten 

welche  Formel  das  Correlat  zu  Nro.  15)  bildet.    Für  unendlich  wer- 
dende k  geht  diese  Gleichung  über  in 

18)    c<«}.  =  (l-^)(l_3i^)(l_^)...., 

auch  ist  noch,  wenn  e  durch  2isf  ersetzt  wird, 

-)  -=('-s)(-^)(-^)-- 

wobei  e  jeden  beliebigen  Bogen  von  endlicher  Grösse  bedeuten  darf. 

Aus  den  Gleichungen  16)  und  19)  geht  unmittelbar  hervor,  dass 
überhaupt  alle  sechs  goniometrischen  Functionen  in  Form  von' un- 
endlichen Producten  dargestellt  werden  können. 

§.  50. 
Die  Reihen  für  Tangente,  Cotangente  eto. 

Es  liegt  sehr  nahe,  von  den  unendlichen  Producten  des  vorigen 
Paragraphen  die  Logarithmen  zu  nehmen,  um  wieder  auf  unendliche 
Reihen  zu  kommen;  die  etwa  vorhandenen  negativen  Factoren  lassen 
sich  hierbei  vermeiden,  wenn  man  die  Gleichungen  erst  quadrirt,  be- 
vor man  zu  den  Logarithmen  übergeht.  Dies  giebt  folgende  Re- 
sultate 

1)    i(*',)  =  !OT  +  ![(»-F^)"]  +  '[(»-2^)']  +  -. 

daraus  erhält  man  femer  durch  Differentiation,  welche  nach  §.  42 
erlaubt  ist, 

«.       ^  1  2/s  2js  2e 

3)    cot ß  = — — •  •  •  • . 
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2£S  20  2g  . 

oder  auch,  wenn  \z  für  0  gesetzt  wird, 

Addirt  man  die  Gleichungen  3)  und  5),  indem  man  linker  Hand 
die  Formel  cot 0  4*  ^^ le  =  CSC0  henutzt,  so  findet  sich 

.  1  20  20  20 

6)    CSC0  —  —  +  (i^y_g2  -^  (2ä)«  — ^2  "^  (3ny'  —  0-^ 

um  noch  eine  Reihe  für  sec  0  zu  eshalten,  hringen  wir  ^  die  Glei- 
chung 6)  auf  die  Form 


C8C0 


1  +  1-3^ L 

0         in  —  0       « 4- 


)        I      1  1 


0     ■    (« —  0       n-\-0)        rSar  —  0        2yc-^-0\ 

1 


+iäj^ 


und  lassen  |}r  —  jer  an  die  Stelle  von  0  treten;  durch  Vereinigung  der 
einander  entsprechenden  Brüche  folgt  dann 

_v  X  3^  ,  5^ 

7)       s«?5  =  7i-T? — T^  —  Ttn:^ — 15  + 


•   • 


Die  imendliclien  Reihen,  welche  in  den  bisherigen  Gleichungen 
vorkommen,  gestatten  weitere  Umwandlungen,  wodurch-  sie  wieder 
zu  Potenzenreihen  werden.     Beschränkt  man  nämlich  in  Formel  1) 

die  Yariabelo  0  auf  das  Intervall  —  ä  bis  +  ä,  so  sind  — ,  -r—,  rr- 

etc.  echte  Brüche;  dann  ist  femer 

'(^)='(-Tfe)+<-^)+'(-ife)+- 

und  hier  lassen  sich   rechter  Hand  alle  Logarithmen  mittelst  der 
Formel 

1(1  — x)  =  —  X  —  §05*  —  \x^  —  •  .  .  ., 

—  1  <a?<  +  1 
entwickeln;  dies  giebt 

Z  (^^^\ fL. 1  -fL. 1    ^*     _ 

0^  ,    0^  1    if« 

•^—  *  — — ^—  ■—  .  .  •  . 


22  Ä«        ^2^n*       »2«  «6 
3^Ä«        *3*«*        *3««« 
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Die  Yonstehende  Doppelreihe  genügt  den  Bedingungen,  unter 
welchen  die  Anordnung  nach  Yerticalcolonnen  erlaubt  ist,  folglich 
hat  man  auch 

\     0     /  1    \  13     ^     22     ^     3»     ~  /   3C2 

2  \  14   ^   2*   ^   3*   ^         /  »4 

3  \  le   "T"   2»   "^   8*  "'"         J  n^ 

Bezeichnet  man  die  Summen  der  eingeklammerten  HoHzontal* 
reihen  mit  829  S4,  8q  etc.,  so  dasQ  überhaupt 

®)  ^«  =  "1^  +  "2^  +  -3^  + 

ist,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

'(8ine\_       ^S^z^        1  S4ir4        ^8^z^ 

—  «:  <  jer  <;  +  Ä. 

Eine  ganz  ähnliche  Triansformation  kann  mit  der  Gleichung  2) 
vorgenommen  werden,  sobald  z  innerhalb  des  Intervalles  —  |  ^  bis 
-|-  1^  liegt;  mit  Hülfe  der  Abkürzung 

10)  T«  =  — — I — ^  A — ^  4- 

erhält  man 

,,.     ,  .2^TiZ^       .2*T^z*       .2^T6Z^ 

11)  icosz  =  ^\-^^l^--^^l-^^.... 

Die  hier  vorkommenden  Summen  2\,  ^4,  Tq  etc.  lassen  sich 
wieder  durch  82,  iSi,  8e  etc.  ausdrücken;  nach  Formel  8)  ist  nämlich 

2«!     "*         2*"  4**  6"* 

und  wenn  man  dies  von  Nro.  8)  abzieht,  so  bleibt 

2"  -  1    q     _      1         ,         1        ,         1         , „ 

2m        *^  1»»      •      3m    "t"    5m    "r  ■^»»' 

Demnach  wird  aus  der  Gleichung  11)  die  folgende 

12)  Icosz 
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Die  Formeln  3)  und  4)  lassen  sich  analog  behandeln,  wobei  man 
die  für  —  hn  <:^  ig  <^  -\-  Jcjc  geltende  Reihenentwickelung 


(Je  ny  —  z'^        (k  n) 


•  '-(£)' 


^  I  ^'  i  ^'  I 

^  (knY  ^  (hnY  "^ 


Qcny     '     {Tony     '     (hny 

m 

ZU  benutzen  hat;  das  Endresultat  findet  sich  aber  rascher  durch  Dif- 
ferentiation der  Gleichungen  9)  und  12),  nämlich 

13)    co*.  =  ^-Ml-i^-i^-..... 

e  n*  n*  n^  ' 

—  n  <:  e  <  +  3t; 

,.N      ,  2(2'  — l)fitjÄ    ,    2(2*— 1)S4«» 

14)  tanz  =  -i —   /         4-  -^^ .' 

.    2(2«-l)Se^^    , 

Ersetzt  man  in  der  letzten  Gleichung  ß  durch  |  e  und  addirt  die 
entstehende  Gleichung  zur  vorhergehenden,  so  erhält  man  noch 

15)  csc.  =  ±  +  (^^^^^  +  <^^^^ 

""  2^n^         -r  •  •  •  •» 

—  jr  <  je?  <  +  Ä, 

wie  sich  auch  durch  Transformation  von  Nro.  6)  finden  würde. 

Um  endlich  eine  Potenzreihe  für  secz  Zugewinnen,  beschranken 
wir  in  Nro.  7)  die  Variabele  e  auf  das  Intervall  —  |  sr  bis  -f"  i  ^ 
und  entwickeln  die  einzelnen  Glieder  nach  der  Formel 

nit  4  1 


^n3r)2  — ^2        nTt  /2;er\8 

'  \nn/    '    \nn/    ' 


rnt 
Indem  wir  zur  Abkürzung 

__J L-L-i L-i. 

setzen,  gelangen  wir  zu  folgendem  Ergebnisse 

SchlOmilch,  Analysis.  I.  16 


•  •  •  • 
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17)  «,,  =  _l+_|_  +  --^+...., 

—  !«<«<  4-1«- 

An  die  GleicfcäBgen  14)  und  17)  knüpft  sich  noch  eine  werth- 
volle  Bem^kung.  Die  Tangentenreihe  mußs  nämlich  gleichfalls  zum 
Vorschein  kommen,  wenn  man  das  Theorem  von  Mac-Laurin  un- 
mittelbar auf  die  Function  f{£)  =  tan  &  anwendet^  es  ist  daher 
innerhalb  der  schon  bekannten  Grenzen 


1  X  •  ^ 


und  zwar  bezeichnet  hier  (D*<a»jer)o  den  speciellen  Zahlwerth,  wel- 
chen der  Ate  Differentialquotient  von  *a«  je?  für  ä  =  0  erlangt  Der 
Vergleich  mit  Nro.  14)  zeigt  erstens,  dass  bei  geraden  Ä;  jederzeit 
(D*  imi  z\  =  0  ist,  wie  man  auch  auf  anderem  Wege  leicht  findet, 
und  zweitens,  dass  für  ungerade  Ä  die  Kelation 

(2)*ton;g)o  2(2*  +  ^— l)iSf^  +  i 

^®^  1.2.3 &  ~  ar*+i 

besteht.  Um  den  Zähler  linker  Hand  zu  ermitteln,  benutzen  wir  die 
Formel  4)in§.  14fiira?  =  0  und  setzen  zur  Abkürzung 

(D*  tan  z)o  =  t^,  (Jk  ungerade) ; 

wir  haben  dann  bei  ungeraden  n 

19)  ^n  —  W2'^n-3  +  (»)4tr„-4 =  sm|njr, 

und  hieraus  ergeben  sich  der  Reihe  nach  Vi,  rs,  ts  etc.,  wenn  succes- 
siv  w  =  1,  3>  5  etc.  genommen  wird.     Man  hat  nun  einerseits 

20)  ton .  =  ^ .  +  -f-^  ^'  +  1  .  2'!  .  .  5  ^^  +  •  •  •  • 


1 

2 


^<^<    +   1^ 


femer  nach  Nro.  18),  wobei  zu  grösserer  Deutlichkeit  h  =  2p  —  1 
sein  möge, 

^  ^^~.2(22i>  — 1)  .1.2...  (2i)  — 1) 

Aus  der  Formel  19)  geht  hervor,  dass  ri,  r^,  t^  etc.  ganze  ra- 
tionale Zahlen  sind,  und  zwar 

Vi  =  1,     ta  =  2,     t^  =  16  etc.; 
betrachtet  man  sie  als  bekannt,  so   zeigt  die  Formel  21),  wie  mit 
ihrer  Hülfe  die  Summen  82,  S^,  Sq  etc.  gefanden  werden  können,  z.  B. 
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12      '      2-*      '      3'^      •  6 

1  +^  +  J,+ 


1.1.1.  n^ 


+  ^^+-^  + 


16    ^    26    ^    36      '  945  ' 

u.  s.  w. 

Was  zweitens  die  Gleichung  17)  anbelangt,  so  ist  zunächst  klar, 
dass  dieselbe  innerhalb  des  angegebenen  Intervalles  mit  der  Ent- 
wickelung 

secjs=l  -| je?  -i-  — - — r — jer'  -|-.  .  .  .  • 

1  1      m     Ji 

übereinstimmen  muss;  demnach  hat  man  für  ungerade  h 

(I>^sec0)o  =  0 
und  für  gerade  h 

^  1  .  2  .  3  .  •  .  Ä  :nc*  +  i 

Zur  Abkürzung  sei 

(D'^secjs)Q  =  r^,  (h  gerade); 

diö  Formel  2)  in  §.  14  liefert  dann  für  a:  =  0  und  bei  geraden  n 

23)  r„  —  (n)2r„_2  +  (n\rn-i  — =  0, 

woraus  man  t^,  x^y  Tq  etc.  erhält,  wenn  man  der  Beihe  nach  n  =  2, 
4,  6  etc.  nimmt.     Es  ist  nun  einerseits 

24)  sec.=  l+^.'+j-^^i3-^.^  +  ..--. 

—  i«<«<  +  i«. 

andererseits  nach  Formel  22)  .für  k  =  2p 

25)  ir,,+i  _  22p+2i.2...(2i,)' 
mithin  können  die  rationalen  ganzen  Zahlen 

r2  =  1 ,      r4  =  5 ,      tß  =  61  etc. 
zur  Bestimmung  der  Summen  üi,  üs,  ü^  etc.  dienen;  so  ist  z.  B. 

11,1  n^ 


la  33     ^      53  32 

u.  s.  w. 
Schreibt  man  in  Formel  23)  rechter  Hand  sin\nn  sta^t  0,  was 
bei  geraden  n  richtig  ist,  so  erhält  man  dieselbe  Gleichung,  welche 


16 


* 
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inNro.  19)  für  ungerade  n  verzeichnet  ist;  demnach  sind  die  Tangen- 
tencoefficienten  nach  derselben  Regel  gebildet  wie  die  Secantencoef- 
ficienten.     Ans  der  Bemerkung,  dass 

sece  +  fang  =  tan^Tt  +  \£i) 

ist,  folgt  noch  die  Formel 

26)  tan(i^  +  l^)  =  l  +  A^  +  -^^.  +  _|_^s+  .... 

worin  alle  mit  r  bezeichneten  Goefficienten  vorkommen. 

Die  Reihen  für  Cotangente,  Tangente  und  Cosecante  stellt  man 
häufig  unter  einer  etwas  anderen  Form  dar,  mit  deren  Angabe  wir 
diese  Untersuchungen  beschliessen  wollen.  Nach  Formel  13)  ist 
nämlich 

.  1  O)  X*  Si  x^ 

s  X  cot  a  a?  =  1 : ; 

dagegen  würde  das  Theorem  von  Mac-Lanrin  liefern 

27)  Ix  cotlx  =z  1  —  ^^^ ^^^ , 

^        *         »  1.2         1.2.3.4  ' 

—  2ä  <  a?  <  -f  2ä, 
wobei 

J?fp-i  =  —  lD^P(^xcot\xy]o 

gesetzt  wurde.  Aus  Grründen,  die  sich  später  ergeben  werden,  hat 
man  die  Form  27)  vorgezogen  und  die  Coef&cienten  ^i,  Bs,  B^  etc. 
mit  dem  Namen  der  Bernoulli'schen  Zahlen  belegt;  es  ist  daher 

8-2  p B^p'—i 

2;ip-^7C^p~  1  .2  .3...  (2p) 

oder 

2'^P-''^  B^p^in^P 
1.  2.  3...  (2p)' 

und  nach  den  Formeln  13),  14),  15) 


28)  82p  = 


'  8  1-2  1.2.3.4 


2«^»  , 

1  .  2  .  .  .  6  * 


,  —  3r<if  <  +  n\ 


•    •    •    • 


•    •    •    • 
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„^.       ,  22(22—1)5,      ,    2^(2*— 1)^3  , 

26(26-1)5, 
^    1  .  2  ...  6        ^ 

—  i»<^<  4-  i^; 

o,x  1      .    2(21—  1)5|  2(28— 1)J?3 

2(25-1)5. 
^    1  .  2  ...  6       ^ 

—  Ä  <  ir  <  -|-  3r. 

Ein  Mittel  zur  Berechnung  der  Bern oulli' sehen  Zahlen  erhält 
man  durch  Yergleichung  der  Formeln  21)  und  28);  es  folgt  nämlich 

^^)  -»2P-1   —   22p-l(22p-«l)  » • 

mithin  können    die  Bernoulli' sehen  Zahlen  aus    den    Tangenten- 
coef&cienten  hergeleitet  werden,  z.  B. 

5i=-g-,    -»3  =-30'    ■^»  =  12''    •^'=30''    ■^'='66'' 
T>  691        R     _    7       „     _  3617  _  43867 

Anfangs  fallen  diese  Werthe,  von  B^  an  steigen  sie  wieder,  und  da 
nach  Nro.  28  bei  unendlich  wachsenden  p 


1 


ist,  so  nehmen  die  Bernoulli'schen  Zahlen  schliesslicli  rascher  zu 
als  irgend  eine  geometrische  Progression. 

§.  51. 

Beihenentwickeliingen  für  Functionen  mehrerer 

Variabelen. 

Da  nach  dem  Taylor 'sehen  S&tze  f(x -\- h)  in  eine  nach  Poten- 
zen von  h  fortschreitende  Reihe  verwandelbar  ist,  so  lässt  sieh  der 
Analogie  nach  erwarten,  dass  bei  zwei  Variabelen  x  und  y  die  ge- 
änderte Function  F(x  +  Ä ,  y  -\-k)  nach  Potenzen  von  h  und  h  ent- 
wickelbar sein  werde.  In  der  That  macht  sich  dies  leicht  mittelst 
folgenden  EunstgrifiPs.  Die  zu  entwickelnde  Function  kann  als  der 
specielle  Werth  angesehen  werden,  welchen  der  Ausdruck 
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1)  fif)  =  F(x  +  ht,p  +  li) 

fuT  t  =z  1  annimmt;  als  Function  von  t  betrachtet,  lasst  sicli  /"(O 
nach  der  Mac-Laarin'schen  Formel 

/(o=/(o)+^,+m,,  + 


***"'"  1.2. 3. ..(n  —  l)  ^^ 

in  ane  Beihe  umsetzen  und  liiersas  mnsa  för  t  =  1  die  gesuchte  Ent- 
wickelang von  JF(«-f-Ä,  y4-*)  henrorgehen.  Durch  succesaiTe 
Differentiation  der  Gleichung  1)  erhält  man  die  Formeln 

XL  S.  W« 

▼on  deren  Richtigkeit  man  eich  leicht  überzeugt,  wenn  man  JP  zuerst 
als  Function  zweier  Yariabelen  |  und  17  behandelt,  welche  mit  t 
dnrch  die  Gleichungen  £  ==  2  -|-  ht  und  7i  =.  y  -f-  Ä;<  verbunden 
sind.     Für  ^  =  0  wird 

/(0)  =  JP'(^,y), 

82F  ö'^  8*y* 

Ui  8.  W., 

überhaupt  stimmt  f^^^(0)  mit  dem  Yollständigen  mten  Differential 
von  F(x,  y)  überein,  wenn  man  sich  in  demselben  dx  durch  h^  und 
dy  dnrch  h  ersetzt  denkt;  in  kurzer  symbolischer  Form  geschrieben 
ist  also 

/c-.>(0)  =  (^»  +  ^fc)VP. 
Dies  giebt  folgende  Beihenentwickelung 

2)    fix  +  ht,y  +  ki)=Fix,t/)  +  Q^J*+j-h)^t 

/  1  1     \«  d^F 

^\8a;    ^8y  /  1.2 

+  (8^*  +  8^*)       1.2....(n-l)^"~^ 
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wobei  noch  der  Rest,  wofür  wir  die  Form  wählen 

1  •  iS  .  O  •  •  •  .  I» 

dnrch  F  auszudrücken  ist.  Die  Vergleichung  von  /'(f)  und/'(0), 
/""(O  und/"(0)  etc.  lehrt  nun,  dass/^"^(<)  als  Dasjenige  betrachtet 
werden  kann,  was  aus  /(*^(0)  wird,  wenn  o?  +  Ä^  für  o? ,  und  y-\-ht 
für  y  eintreten;  bezeichnet  man  daher  wie  folgt 

3)  Fn(x,  y,  h,  k)  =  (^Ä  +  ^fc)W, 

SO  ist 

/W(0  =  F„(z-^ht,  !f  +  ht,  h,  Je), 
mithin,  wenn  Q't  em  die  Stelle  von  t  gesetzt  wird, 
4j  j^^  ^  t''Fn(x-\-»ht,y  +  &M,  h,  Tc) 

Für  t  =  1  hat  man  schliesslich  folgende  Entwickelung 

"^1.2.3...(w— 1) 

Fn(x^^h,y  +  ^k,h,h) 
"^  1.2.3...n  ' 

diese  gilt  aber  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die  Functionen  F,  Fi 
F^i  .  .  •  Fn  stetig  und  endlich  bleiben,  während  x  hia  x  -^  h  und  y 
hiB  y  -\-  Je  zunimmt. 

Setzt  man  nach  Ausfährung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Diffe- 
rentiationen x=0,  y  =  0  und  schreibt  dann  x  und  y  für  h  und  Je, 
ßo  erhält  man  die  Entwickelung  von  F(x,  y)  nach  Potenzen  von 
X  und  y. 

Aehnliche  Formeln  gelten  für  Functionen  mehrerer  Variabelen 
und  sind  mittelst  des  anfangs  erwähnten  Kunstgriffs  so  leicht  herzu- 
leiten, dass  eine  nähere  Auseinandersetzung  unterbleiben  kann. 


§.  52. 

Das  TJnendlichkleiiie. 

In  allen  Untersuchungen  dieses  Capitels  kam  es  darauf  an,  mit- 
telst der  Differentialquotienten  einer  Function  für  let^stere  eine  Reihe 
zu  finden;  es  kann  aber  auch  umgekehrt  die  Reihenentwickelung, 
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wenn  sie  schon  bekannt  ist,  zur  Ableitnng  der  Differentialqnotienten 
dienen.  Gesetzt  z.  B.,  man  habe  durch  irgend  welche  Mittel  für 
fix  -}-  Ä)  folgende  Reihe  gefanden 

1)    /(^  +  Ä)  =  Ze  +  Ixh  +  Z2Ä*  +  •  •  •  +  Z»-iÄ— '  +  9«^% 
^^  Xoi  Zi>"*Zn— 1  bekannte  Functionen  von  x  und  (>»Ä"  den  gleich- 
üalls  bekannten  Rest  bedeuten,  so  ist  erstens  für  ^  =  0 

Diese  Gleichung  werde  von  Nro.  1)  abgezogen  und  der  Unterschied 
mit  h  dividirt;  dies  giebt 

und  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

Setzt  man  femer  in  Nro.  1)  f(x)  für  Xo  ""»d  f'{x)  für  j;i ,  so 
folgt 

5) _ =a:»+z3Ä+-+ii:«  lA-'+M"-» 

und  bei  verschwindenden  h 

6)  =^  =  X,    oder  fix)  =  1  .  2z,. 

Den  weiteren  Fortgang  dieser  Schlüsse  übersieht  man  leicht 
und  findet  bei  jedem  ganzen  positiven  m,  wenn  n  ^  m  genommen 
wird, 

/(«»)(a?)  =  1.2.3..  .mxm^ 

Hiermit  rechtfertigt  sich  die  anfangs  ausgesprochene  Behaup- 
tung' und  zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  vorausgesetzte  Entwicke- 
lung  1)  mit  der  Taylor 'sehen  Reihe  übereinstimmen  muss. 

An  diese  Ableitung  knüpft  sich  noch  eine  wichtige  allgemeine 
Bemerkung.  Der  Vergleich  von  Nro.  3)  und  Nro.  4)  zeigt  nämlich, 
dass  in  Nro.  3)  das  Hinschreiben  der  Glieder  x^  h,  %z  h^  etc.  überflüs- 
sig war,  da  letztere  gleichzeitig  mit  h  verschwinden;  aus  demsel- 
ben Grunde  hätte  man  sich  in  Nro.  5)  das  Hinsetzen  der  Glieder 
Xs^i  7U^^  ^^'  ^^sparen  können.  Beachtet  man,  dass  h  der  Zuwachs 
von  x^  also  =  ^ix  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen  die  prakti- 
sche Regel: 

In  allen  Fällen,  wo  es  auf  die  Ableitung  eines  Diffe- 
rentialquotienten oder  einer  Differentialgleichung 
ankommt,  darf  man  die.Glieder  weglassen,  welche  hö- 
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here  Potenzen  von  ^x  enthalten,  als  die  Ordnung  der 
Differentialgleichung  beträgt. 

Will  man  z.  B.  den  binomischen  Satz  für  ganze  positive  Expo- 
nenten, der  in  der  That  auch  ohne  Differentialrechnung  beweisbar 
ist,  zur  Bestimmung  vonc?(aJ*")  benutzen,  so  verfährt  man  der  obigen 
Regel  gemäss  folgendermaassen ;  es  ist 

^(af»)  =  (a?  +  ^a?)"*  —  af*  =  mx^'^^^x  +  etc., 
mithin  bei  Weglassung  aller  mit  „etc.**  bezeichneten  Glieder 

d(x!^)  =  mx^^^dx. 

Vielleicht  ist  ein  geometrisches  Beispiel  nicht  überflüssig.  Be- 
deutet q>(x)  die  über  der  Abscisse  OM=x  stehende  Fläche  BOMP, 
^x  die  Abscissenzunahme  MMi  =  PU,  y  die  Ordinate  JfP,  r  den 
Berührungs Winkel  UPT  (Fig.  39),  so  hat  man 

Fig.  39.  Fläche  B  OMiPi  =  Fläche  BOMP 

+  Rechteck  MMi  UP 
+  Dreieck  PUT 
+  Abschnitt  PTPi 
oder  in  den  obigen  Zeichen  und  mit  Rück- 
sicht auf  den  Umstand,  dass  der  Abschnitt 
PTPi   einen  Bruchtheil  des  Dreiecks  PPi  Ü 
*  ausmacht, 

q)(x-{'  ^x)  =  (p(x)  +  y  ^x  -j-  \icimx  .  Jx^  +  \Qdx^y^ 

-  i<9<i; 

daraus  folgt 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  ^x 

— ^ —  =  y    oder    d(p{x)  =  ydx. 
(tx 

Hier  übersieht  man  augenblicklich,  dass  die  Genauigkeit,  welche  das 
Dreieck  PZJTund  den  Abschnitt  PTPi  in  Rechnung  zog,  am  un- 
rechten Platze  angebracht  war ;  man  hätte  kürzer  sagen  können,  „je 
kleiner  jdx  ist,  um  so  genauer  kommt  der  Flächenzuwachs  ^g)(x) 
mit  dem  Rechtecke  yjJx  überein*'  und  indem  man  die  Worte  „je 
kleiner,  um  so  genauer^  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  z/  in  die 
Sprache  der  Analysis  einführt,  gelangt  man  sofqjrt  zu  der  Gleichung 
dq)(x)  =  ydx. 

Dieselben  Bemerkungen  wiederholen  sich  bei  mehreren  Yaria- 
belen;   so  hat  man  z.  B.  bei  der  Entwickelung  von  d^fipo^y)  alle 
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Grössen  wegzulassen,  die  von  höherer  Dimension  als  von  der  srweiten 
sind,  nämlich  jdxl^^y,  dx^y^^  Zlx^  etc. 

Nicht  selten  nennt  man  Grössen,  welche  die  Null  zur  Grenze 
haben,  unendlich  klein  werdende  oder  kurz  unendlich  kleine  Grössen; 
in  diesem  Sinne  sind  die  Differentiale  dx^  dy  etc.  unendlich  kleine 
Grössen,  und  zwar  der  ersten  Ordnung;  Producte  von  zwei  Diffe- 
rentialen, wie  z.  B.  dx^^  dx  dy,  dy^j  heissen  entsprechend  Unendlich- 
kleine  zweiter  Ordnung,  ebenso  sind 

dx^j      dx^-^dy,      dx^'^^dy^,      dx^'-^dyde^  etc. 

Unendlichkleine  von  der  Ordnung  m.     Als  Regel  gilt  dann: 

Bei  der  Bildung  einer  Differentialgleichung  sind  alle 
unendlichkleinen  Grössen  wegzulassen,  deren  Ordnun- 
gen die  Ordnung  der  gesuchtenDifferentialgleichung 
übersteigen; 

eine  Ungenauigkeit  ist  hierbei  nie  zu  fürchten,  weil  es  sich  immer 
nur  um  Grenzwerthe  handelt,  und  weil  bei  jedem  solchen  Grenzüber- 
gänge alle  jene  Grössen,  welche  der  Einfachheit  wegen  im  Voraus 
weggelassen  worden  sind,  in  der  That  gegen  die  Null  convergiren 
und  deshalb  auf  das  Endresultat  keinen  Einfluss  ausüben. 


Oap.  VnL 

Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

§.  53. 

Die  algebraischen  Functionen  complexer  Zahlen. 

Sowie  man  sich  jede  negative  Zahl  — y  dadurch  entstanden 
denken  kann,  dass  eine  absolute  Zahl  y  mit  der  negativen  Einheit 
multiplicirt  wordto  ist  [ —  y  =  ( —  1)  y] ,  so  kann  man  auch  imagi- 
näre Zahlen  bilden,  indem  man  y  mit  der  imaginären  Einheit  V  —  l 
multiplicirt;  dabei  wird  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  genommen 

und  gewöhnlich  zur  Abkürzung  V  —  1  =  i  gesetzt,  so  dass  die  Glei- 
chungen 

(  i«  =  —  1 ,     t*  =  +  1 ,     t6  ==  -,  1  ^  .  ^8  =  _|-  1 , 

^  l  P  z=  —  i  ,  i»  =  4-  $  ,  i^  z=  —  t  ,  *»  =3  -|-  *  »  •  •  •  • 
statt  finden.  Aus  einer  reellen  Zahl  x  und  einer  imaginären  Zahl 
iy  lässt  sich  femer  ein  Complex  x  -^  iy  bilden;  dieser  heisst  eine 
complexe  Zahl,  x  ihr  reeller,  y  ihr  imaginärer  Theil.  Während  wir 
nun  bisher  immer  voraussetzten,  dass  die  unabhängige  Variabele  B 
einer  Function  f(e)  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen  beschränkt 
sei,  wollen  wir  jetzt  allgemeiner  e  als  eine  complexe  Yariabele  be- 
trachten und  untersuchen,  welchen  complexen  Werth  die  Function  in 
diesem  Falle  erhält.  Hierzu  wird  es  aber  nöthig  sein,  auf  die  ersten 
Elemente  der  Buchstabenrechnung  zurückzugehen,  da  alle  bisherigen 
Rechnungsregeln  nur  für  reelle  Zahlen  bewiesen  sind. 

Zwei  complexe  Zahlen  heissen  gleich,  wenn  ihre  reellen  und 
gleichzeitig  auch  ihre  imaginären  Theile  gleich  sind.  Für  o?  =  {, 
y  =  1^  ist  hiernach  a?  +  ty  =  S  +  *^  ^"^d  umgekehrt. 
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Addition  und^  Subtraction.  Unter  der  Summe  zweier  com- 
plexen  Zahlen  x  -\-  iy  und  S  +  ti^  verstehen  wir  den  Ausdruck 
(a?  +  I)  4-  i  (y  +  I?) ;  die  Addition  complexer  Zahlen  geschieht  dem- 
nach eben  so,  als  wenn  i  ein  reeller  Factor  wäre.  Für  die  Sub- 
traction behalten  wir  die  gewöhnliche  Erklärung  bei,  dass  der  ge- 
suchte Rest,  mit  dem  Subtrahenden  vereinigt,  wieder  den  Minuenden 
geben  muss.  Hiemach  findet  man  sehr  leicht  (X-\-iY)  —  (a?  +  *y) 
=  (X  —  x)  -\-  i{T — y)  ganz  wie  bei  reellen  Zahlen. 

Multiplication  und  Division.  Unter  dem  Producte  zweier 
complexen  Zahlen  versteht  man  den  Ausdruck,  der  ebenso  gebildet 
ist,  als  hätte  man  jene  Zahlen  wie  reelle  multiplicirt  und  dabei 
t'2  =  —  1  gesetzt,  nämlich 

2)  i(c  +  iy)(t  +  iv)  =  (^^—yv)  +  i(pn  +  y^' 

Bei  der  Division  behalten  wir  die  gewöhnliche  Definition  bei  -^ 
und  bestimmen  in  der  Gleichung 

x-\-iy  ,    . 

X-^iY  ^ 

die  Unbekannten  u  und  v  aus  der  Bedingung 

x-iriy  =  (X  +  iT){u-\-iv)  =  {Xu-'Yv)  +  HXv^Yu). 

Diese  liefert  die  Gleichungen 

X  =  Xu  —  Yv  ,    y  =  Xv  ■\'  Yu, 
und  wenn  man  die  hieraus  gezogenen  Werthe  von  u  und  v  in  die 
obige  Gleichung  substituirt,  so  erhält  man 

x±^_Xx±Yy_         Xy-Yx^ 

O)  ;y  _^  ^Y  ""  X2  +  r2    ^       X^  +  Y^ 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  auch  dadurch,  dass 
man  linker  Hand  Zähler  und  Nenner  mit  X  —  iY  multiplicirt  und 
die  Gleichung  {X-\-iY)  (X  —  iY)  =  X^  +  Y^  beachtet 

Eine  andere  Methode  zur  Ausführung  der  Multiplication  und 
Division  complexer  Zahlen  beruht  auf  der  Bemerkung ,  dass  jede 
complexe  Zahl  x  -\-  iy  unter  der  Form  r  {cos  0  +  i sin  0)  dargestellt 
werden  kann.     Aus 

4)  X  +  iy  =  r(cosd  +  isinß)  =  rcosO  +  irsinO 

folgen  nämlich  die  Gleichungen 

xr=rcosdi    y  =  rsind 
und  diese  geben,  wenn  r  und  ö  als  Unbekannte  angesehen  werden, 

6)  x^  +  y^  =  r^    r  =  Vx^  +  y^ 

6)  M.z=tand9      0  =  aräan'-'  +  h^t 

^  X  ^ 
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worin  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Man  nennt 
hier  r  den  Modulus  der  complexen  Zahl  x  -^  iy  und  nimmt  ihn 
stets  im  absoluten  Sinne;  das  Quadrat  des  Modulus,  also  den  Aus- 
druck a;*  -f-  y^,  nennt  man  die  Norm,  6  das  Argument  oder  die 
Amplitude. 

Nach  dieser  Umwandlung  von  x  ■\'  iy  va  r(co$d  +  isinO) 
ist  es  nicht  mehr  nöthig,  complexe  Zahlen  der  ersten  Form  zu  be- 
trachten. 

Man  hat  nun  bei  gewöhnlicher  Multiplication 

r(cosd  -{-isinO)  .  ri(co80i  -\-i8indi) 

=  rri  [cos  6  cos  öi  —  sin  d  sin  di  +  i  (sin  0  cos  di  +  cos  0  sin  Oi)] 

=rri  [cosiO  +  öx)  +  isin{d  +  öi)], 

der  neue  Modulus  ist  also  das  Product  des  früheren  Moduli,  das 
neue  Argument  die  Summe  der  gegebenen  Argumente. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Kegel  gelangt  man  zu  der 
allgemeineren  Formel 

7)     Ti  (cos  öl  +  i  sin  0i) .  r^  (cos  öj  +  i  sin  Ö2) . . .  rfn(cos  dm  +  i  sin  dm) 

=  nr^  ...r,„[cös(0i  +  Ö3  +  •••  +  Ö«,)  +  isin(di  +  0^  +  -  +  Ö„)]. 

Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  der  Division.  Multiplicirt  man 
nämlich  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 

r(cosO  +  isinO) 
ri(cosüi  +  isinüi) 

mit  — (cos  dl  — f  sin  öl),  so  wird  der  Nenner  =  1  und  folglich  ist 

der  gesuchte  Quotient 

~  (cosd  +  isinO)  (cosOi  —  isinOi) 
^1 

=  —  [cosd  cosdi  +  sind  sindi  +  i(sind  cosOi  —  cosd  sind^) 
^1 

oder  zusammen 

_.  r(cosd  +  isinO)  r   .      ,^      /i  x  t   •  •  //i      n^ 

«>  n(cosO,+i^nOO'=7,  [cos(0-ÖO+t««(ö-0,^. 

Potenzirung  und  Radicirung.  So  wie  man  bei  ganzem  po- 
sitiven m  unter  z^  das  Product  versteht,  welches  aus  dem  Producte 
jöTi  je^a  .  .  .  jer„,  für  gleiche  jer  entsteht,  so  möge  [r(cosd  +  isind)]^ 
Dasjenige  bezeichnen,  was  aus  dem  Producte  in  Nro.  7)  wird,  sobald 
alle  r  und  d  gleich  sind;  man  hat  dann  die  Formel 

9)  [r(cosd  +  isind)y^  ;=  r^(cosmd  +  isinmd), 

welche  den  Namen  des  Moivre'schen  Satzes  führt. 
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m 

IJnter  £*  yerstehen  wir,  sowohl  bei  reellen  als  bei  complexen  M 
diejenige  Zahl,  deren  nie  Potenz  gleich  js^  ist;  setzen  wir  daher 

m 

10)  lr(cosO  +  t»w»fl)]*  =  Q(cosfi  -f*  «swii?)» 
wo  Q  nnd  fj  nicht  bekannt  sind,  so  mass  nmgekehrt 

lr(cosd  +  tst»fl)]"*  =  lQ(co8ri  -\-  isinfi)]* 

sein.     Bei  ganzen  positiven  m  nnd  n  giebt  dies,  dem  Mo ivr ersehen 
Satze  zufolge, 

r^(cosmd  +  isinmßf)  =  Q*(eosn7i  -f-  fÄMinij) 

nnd  dnrch  Yergleichnng  der  reellen  nnd  imaginären  Theile,- 

Q^cosnri  =  r^cosmd  ,     Q^sinnri  =  r^sinmO. 

Hieraus  erhalt  man  zunächst 

m 

Q  =  r    , 

wobei  Q  nnd  r  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  sind«  Durch  Substi- 
tution dieses  Werthes  Ton  Q  gehen  femer  die  vorigen  Gleichungen 
in  die  folgenden  über 

cosnri  =  cosmd  ,    sinnri  =  sinmO, 

welche  nur  dann  zusammen  bestehen  können,  wenn  die  Differenz 
zwischen  ni}  und  md  ein  gerades  Vielfaches  von  sr  beträgt.  Wir 
haben  daher,  wenn  k  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahl 
bezeichnet, 

nri  =  mu  -f-  2Jc3C    oder    i|  = ■ , 

n 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  Q  und  rj  in  Nro.  10) 

1 1)  [r{co$d  +  tstnU)}     =  r    j  cos 1-  tstn ■ }  • 

Da  k  das  Gebiet  der  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  -|-  oo  durch- 
laufen kann,  so  scheint  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung 
unendlich  viel  verschiedene  Werthe  zu  haben,  doch  ist  dies  nicht  der 
Fall.  Giebt  man  nämlich  dem  k  das  eine  Mal  den  individuellen 
Werth  Ä,  das  andere  Mal  den  Werth  »  +  Ä,   so  ändert  sich  der 

Bo^en  um  2  X  und  hat  dann  wieder  denselben  Cosinus 

°  n 

und  Sinns  wie  vorher;  bei  positiven  k  braucht  man  also  nur  k  =  0, 

1 ,  2 ,  .  .  .  (n  —  1)  zu  nehmen.     Femer  bleibt  die  rechte  Seite  der 

obigen  Gleichung  dieselbe  fyr  k  =  —  h  und  für  k  =  n  —  h.    Die 

negativen  k  liefern  also  keine  neuen  Werthe.    Demnach  hat  der  Aus- 
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m 


druck  [r(cQsO  -{-  isind)]^  nur  n  von  einander  verschiedene  Werthe, 
welche  aus  Nro.  11)  für  Ä?  =  0,  1 ,  2,  ...  (n  —  1)  hervorgehen. 

Setzt  man  in  der  allgemeinen  Formel  11)  Ä  gleich  einem  Viel- 
fachen von  9n,  etwa  h  =:  hm^  und  lässt  in  der  neuen  Gleichung 


m  m 


lr(cosa  +  tstno)}    =*r    j  co5 r  tsin t 

m 
m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  und  zwar  so,  dass  — 

sich  einer  irrationalen  Zahl  fi  nähert,  so  gelangt  man  zu  der  neuen 
Gleichung 

12)  [r(co8d  +  isin(f)Y  =  rf^icosfiiO  -f  2Ä3r)  +  «smfi(ö  -f-  2hn)}. 
Hier  ist  h  eine  willkührliche  ganze  Zahl,  und  die  rechte  Seite  hat 
unendlich  viele  verschiedene  Werthe. 

Wie  bei  Potenzen  mit  reeller  Variabelen  jßf,  so  verstehen  wir 
auch  bei  einem  complexen  js  unter  js'^p  den  reciproken  Werth  von 
gP'y  hiemach  ist  z.  B.  für  ganze  positive  m 

rr(cos9  +  «sm0)]~""»  =  ■=—, — ,.  .    .  .  ^.>-,    =  — z ..  ,   ,  . — rr 

*•  ^  lr(cosd +  tsinö)y*        r*»(cosmÖ +«sewwÖ) 

=  r~^(cosmd  —  isinmO) 

und  ähnlich  in  jedem  anderen  Falle. 


§.  54. 
Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 

"L  Dem  Moivre^Bchen  Theoreme  zufolge  gilt  die  Gleichung 
cosmd  +  isinmO  =  (cosd  +  isind)^; 
die  rechte  Seite  ist,  m  als  ganz  und  positiv  vorausgesetzt,  ein  Pro- 
dnct  aus  m  gleichen  Factoren,  zu  dessen  Ausrechnung  der  binomische 
Satz  benutzt  werden  kann,  weil  die  Multiplication  bei  reellen  und 
b^  imaginären  Factgren  auf  völlig  gleiche  Weise  geschieht.  Nach 
beiderseitiger  Vergleichung  der  reellen  und  der  imaginären  Theile 
gelangt  man  zu  folgenden  brauchbaren  goniometrischen  Formeln 

1)  cosmd  =  (fn\cos^O  —  (m)2C0$^''^dsin^d 

+  (m\cos^~'*dsin^d  —  .  .  .  - 

2)  sinmO  =  (i»)iC08*»~^ö  einO  —  (m)sC08'^''^d  sin^d 

+  (m\co$^~'^0  sin^O  — 
oder 


.  •  •  • 
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cosfyi  0 
8)    -^^piqj  =  (♦»)«  -  (m)jton«Ö  +  (m)ttan*d 

—  (m)e  tan^d  +  •  •  • 

sifiwi  0 
4)    — -TT-  =  (m)i  fand  —  (m)^  ian^O  +  {wi)^  tan^O  — 


•  • 


cos^O 

IL    Die  Auflösung  der  Gleichung  a?«  =  -)-  1.     Aus  der 

vorstehenden  Gleichung  folgt  x  =  (+  1)" ;    die    gesuchten  Werthe 
von  X  können  folglich  nach  Nro.  11)  berechnet  werden,  wenn  man 

r  ==  1,  ö  =  0,  m  =  1,  Ä  =  0,  1, (n  —  1)  setzt,  und  sie  sind 

in  der  allgemeinen  Form 

2Jc7t     .     .   .      27c7t 
X  ==  cos 1-  isin 

enthalten.     Man  kann  hierbei  gerade  und  ungerade  n  unterscheiden; 
im  ersten  Falle  nimmt  man  der  Reihe  nach 

Ä  =  0,  1,  2, ^  —  1. 

~,  n— 1,  n— 2, "2  +  ^' 

im  zweiten  Falle 

Ä;  =  o,  1,  2, — g— , 

w  — 1,  w  — 2, ^?-^ 

Für  ein  gerades  n  sind  hiemach  die  Werthe  von  x 

+  1.  -  1 

2^     ,     .  .     23r  2it         .   .     2ä 

cos \-  %stn ,  cos t  sm , 

n  n  n  n 

43r    ,     .   .     43r  4«         .  ,     4;r 

cos h  t  stn ,  cos t  stn , 

n  n  n  n 

cos h  t  stn ,  cos %  stn , 

n  n  n  n 


(»— 2)3r    .    .  .    (n  — 2)jr  (n—2)7t        .  .    (n— 2)3r 

n  n  n  n        * 


dagegen  für  ein  ungerades  n: 


1 
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+  1, 


2x    ,    .  .     25r 
cos y-  t  sin 


n 


n 


4jr    ,    .  .     4« 
cos f-  t  stn » 


n 


n 


6jr    .     .   .     6jr 
cos 1-  t  stn 


n 


n 


2ä         .  .     2;r 

cos %  stn , 

n  n 

4:X         .   .     4ir 

cos i  stn , 

n  n 

6x         .   .     6« 

cos i  stn , 

n  n 


(n — l)jr    ,    .  .    (n—l)n           (n— l)ar        .  .    (n — 1)« 
cos ' 1-  isin  ^ —  ,   cos isin  ^ — 


n  n 

So  Hat  z.  B.  die  Gleichung 


n 


n 


folgende  6  Wurzeln 


aj6=  +  1 


l  +  i 


+  1, 
.VT 


2 


\  +  i 


.VT 


2    ' 


l-i 


1 

3 


-1, 

.VT 

2 


in.  Die  Auflösung  der  Gleichung  x^'=  —  1.  Für  r  =  l, 
0  :;=  or,  m  =  1  erhält  man  aus  Nro.  11)  als  allgemeine  Form  der 
Wurzeln 

(2h-\-l)n    .    .  .    (2k -\-  l)ar 

X  =  cos ■ — \-  tstn ■ — —  ; 

n  n 

bei  geraden  n  hat  demnach  x  folgende  Werthe: 


3r  .   .      n 

cos  —    -\-  tstn  —  , 
n  n 


cos 

n 
6x 

t 

isin 

•      • 

n 

cos 1-  i  sin , 

n  n 


cos  —   —  tstn  —  , 
n  n 

S7t         .   .     33r 

cos  -■ t  stn , 

n  n 

67t         ,  ,     bjc 

cos r  t  sm , 

n  n 


(n— 1)ä    .    .  .    (w-"1)ä           (n— l)3r        .  .    (w—1)ä 
co^  i i 1_  isin  ' ^-—  ,    cos tsin ^ 


n 


n 


n 


n 


dagegen  bei  ungeraden  n: 

Schlömilch,  AualyBls.  I. 
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-  1, 

COS  —   +  tstn  —  ,  cos  —  —  tsm  —  , 

n                   n  n                   n 

3«    .    .  .     33r  3«         .  .     3« 

cos \- tstn ,  cos tstn , 

n                   n  n                   n 

5«    ,    .   .     5ä  6x         .  .     Öar 

cos \-  tstn ,  cos tstn , 

n      ^             n  n                   n 


(n— 2)5r    ,    .  .    (n— 2)3r  (n— 2)«        .  .    («— -2)5r 

cos ' 1-  tÄtn  ^^ —  ,    cos  ' tsm  ^ — 


§.  55. 
Die  EzponentialgröBBen  mit  oomplexen  Varlabelen. 

Unter  der  Zahl  e  wurde  der  Grenzwerth  des  Ausdrucks  (  1  -| I 

fOr  unendlich  wachsende  cd  verstanden;  demgemäss  ist 

oder,  wenn  ojet  =  tu,  mithin  —  =  —  gesetzt  wird, 


e' 


=  Lim  \(l  -I-  i-Vl  »  (für  m  =  oo). 


Diese  Gleichung  hat  den  Sinn,  dass  die  Exponentialgrösse  als 
Grenzwerth  einer  gewissen  Potenz  angesehen  werden  kann ;  sie  eignet 
sich  daher  sehr  gut  zur  allgemeinen  Definition  der  Exponentialgrösse, 
weil  man  nach  den  vorigen  Untersuchungen  för  jeden  Fall  die  Be- 
deutung der  Potenz  kennt,  Wir  definiren  demnach  e*"^*'  durch  die 
Gleichung 

1)  e'+"  =Lm[(l  +  ^±^y'\,  (ftrmrrro») 

und  setzen  der  Einfachheit  wegen  f»  als  ganze  und  positive  Zahl 
voraus. 

Um  den  angedeuteten  Grenzenühergang  auszufahren,  hringen 
wir  zunächst  die  Basis  der  Potenz  auf  die  Normalform,  nämlich 

2)  1  +^^^^  =  ricose  +  isme). 


i 
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woraus  sicli  ergiebt 


=    1  +  —  +       ^-       ,      tand  = 
L         m  m^    J 


m 


/v.        » 

1+- 


setzeu  wir  femer 

V 


arctan =  'S", 

m 


so  folgt  ans  der,  ftir  tanO  angegebenen  Gleichung 

ö  =  -8"  +  Jen, 

wo  k  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet.     Die  Glei- 
chung 2)  lautet  jetzt 


m 

f ür  a?  =  0  und  y  =  0  wii*d  r  =  1 ,  -ö"  =  0 ,  mithin 

1  =  coskTC  +  isinkn  =  coskx, 
woraus  hervorgeht,   dass  k  eine  gerade  Zahl  sein  muss«     Man  hat 
desswegen  einfacher 

l+^Ltü  —  r(cosd'  +  isind) 
fn 

und  nach  dem  Moivr ersehen  Satze 

3)  6*+'»'  =  Inm  {r'^icosmd'  +  isinmd)}  • 

Darin  ist 

r.  =  U  +  ll  +  ^2±Jlf\ 
\         m  m^    / 

und,  wenn 

2a?        a?^  +  y^  __  2. 

gesetzt  wird,  so  stellt  sich  r^  unter  folgende  Form : 

...    .«"•    r/.  .  iN^T  /j" 

•m 


=(-+r=[('+^)T- 


=[(•4)1 


Bei  unendlich  wachsenden  m  couvergirt  —  gegen  die  Null,  mit 
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hin  wird  fft  nnendlicli  gross,  und  die  yorstehende  Glcidiiiiig  aeigt 
daniif'dass  r*  den  Ausdruck  e'  zur  Grenze  hat. 
Was  femer  m^  anbelangt,  so  ist  identisch 

f»v  =  - — ::-  •  mtan9  = 


ian^  sind'         i  i    * 

bei  unendlich  wachsenden  m  convergirt  9  gegen  die  Null,   — ^ — 

gegen  die  Einheit,  folglich  md  gegen  den  Werth  y.  Nach  diesen 
Bemerkungen  zusammen  wird  die  Gleichung  3)  zu 

4)  e*+  'F  =  e*(casy  +  isinff). 

Fast  genau  dieselben  Schlüsse  sind  auf  die  etwas  aDgemeinere 
Exponentialgrösse  a'  anwendbar.    Bei  reeDen  g  ist 

und  wenn  man  diese  Gleichung  als  Definition  für  den  FaO  e  = 
X  -\-  iy  beibehält,  so  findet  man  ohne  Mühe 

5)  a'+«>  =  a'[cos{3ßla)  +  «9tn(y7a)]. 

Um  zu  entscheiden,  ob  die  Fundamentaleigenschaft  der  Eiqpo- 
nentialgrösse,  nämlich  die  Gleichung  a*  •  a^  =  a'+^,  auch  bei  com- 
plexen  z  und  ^  richtig  bleibt,  multipliciren  wir  die  Gleichung  5)  mit 

a^+'«J  =  a^lcas(fila)  +  isin(fila)] 
und  benutzen  rechter  Hand  den  Satz 

r(cosd+i8ine).ri(cosei  +  mnÖi)=rri[cös(ö  +  Öi)  +ism(d  +  öi)]; 
das  Besultat  ist 

und  es  erhellt  hieraus,  dass  jene  Eigenschaft  in  der  That  für  com- 
plexe  Exponenten  gilt^  Alle  übrigen  Eigenschaften  der  Exponen- 
tialgrösse, wie  z.  B.  (a*)*  =  a**,  sind  Folgerungen  der  erwähnten 
Eigenschaft  und  bleiben  daher  gleichfalls  ungestört 

Eine  brauchbare  Anwendung  der  obigen  Theoreme  ist  folgende. 
In  Formel  4)  setzen  wir  x  =  0^  das  eine  Mal  y  =  u^  das  andere 
Mal  y  =  —  u,  und  haben  dann 

e<"  =  C08U  +  isinu  ,    e^'*  =  cosu  —  isinUt 
mithin  durch  Addition  und  Subtraction 

6)  2  cosu  =  c'»  +  c-'»,     2  isinu  =  c'»  —  e-'». 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  man  beiderseits  auf 
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die  mie  Potenz  erhebt  und  rechter  Hand  den  binomischen  Satz  für 
ganze  positive  m  anwendet, 

7)  •  2"^co8^u 

8)  2"*  t"*  sm"*  w 

=  Wo  e'*»«  —  (m)i  c'(»»-2)»  ^  (m).2  e'(«-*)«»  — 

Hier  kann  man  jede  Exponentialgrösse  wieder  in  Cosinus  und  Sinus 
umsetzen  und  nachher  die  reellen  und  imaginären  Theile  auf  beiden 
Seiten  vergleichen.     Aus  Nro.  7)  erhält  man  so 

2^cos^u 

=  (m\cosmu-\-(in)iCOs(m — 2) u -\- (m)^  cos(m — 4)w  -f-  •  •  •  • 

Nicht  überflüssig  ist  es,  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  unge- 
raden m  zu  unterscheiden.  Bei  geraden  m  giebt  es  einen  mittelsten 
Binomialcoefflcienten  (m)i      und   jeder    andere  GoefQcient    kommt 

gm 

zweimal  vor;  daher  lassen  sich  die  mit  gleichen  Coefficienten  ver- 
sehenen Summanden  vereinigen,  was  nach  beiderseitiger  Division  mit 
2  zu  folgender  Gleichung  führt: 

9)  2^'~^cos"^u 

=  (w)e  cosmu  -\-  (w)i  cos(m —  2)u-\-  (m)^  cos(m — 4)  w  +  •  •  •  • 

•  •  •  -f"  Wi         cos2u  +  |(»»)i    . 

Dagegen  ergiebt  sich  für  ungerade  m: 

10)  2"»-^  cos*»«* 

=  (w)o  cosmu  +  (w)i  co8(m — 2)  u  +  (m)2  cos(m — 4)  w  -J"  •  •  • 
•  •  •  +  Ml,      ,,  co$3u  +  (m)  cosu. 

Die  Gleichung  8)  gestattet  eine  ganz  ähnliche  Behandlung,  und 
zwar  findet  man  bei  geraden  m: 

11)  (—1)^    S»»-!  sin'^u    ' 

=  (w)e  cosmu  —  (m)i  cos(m — 2)w  +  (w)2  cos(m — 4) w  —  •  •  •  • 

...  +  (- 1)^"*"'  (m\        cos  2«  +  (- 1)^*"  l(m), 
dagegen  bei  ungeraden  m: 

12)  (-.l)ä^"*'"^^2"»-i  sin'^'u 


I 


gl» 


=  (m^sinmu  —  (m)isin(m — 2) u -]- (m)^ sin(m — 4)w — 

••  +  (— 1)*  Wi,      .sen3«*  +  (— 1)*  Wi.      ,«*»««• 
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Die  bier  entwickelten  vier  Gleichungen  bilden  gewissermaassen 
die  Umkehningen  der  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  in  §.  54. 


§.66. 

Die  lK>garifhnien  oomplexer  Zahlen« 

unter  dem  allgemeinen  Logarithmas  einer  Zahl  t  Ter- 
stehen  wir  jede  reelle  oder  complexe  Grösse  r,  welcher  die  Eigen- 
schaft ^  =  t  zukommt.  Bezeichnen  wir  diesen  allgemeinen  Loga- 
rithmus von  t  niit  Lt  und  setzen 

1)  i  (1  +  »1?)  =  «  +  «y. 

wo  X  und  y  vorläufig  noch  unbekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

oder 

e'  (cosy  +  isiny)  =  |  +'  in 

sein.     Die  beiden  hieraus  folgenden  Gleichungen 

2)  e'  cosy  =  ^^        e'siny  =  n 
liefern  erstens 

3)  e'  =  V I*  +  ij»,  x  =  \l  (I«  +  n^l 

und  zwar  nehmen  wir  das  Wurzelzeichen  im  absoluten  Sinne,  weil 
e*  bei  reellen  x  nicht  negativ  sein  kann.  Die  Gleichungen  2)  werden 
durch  Substitution  des  Betrages  von  e*  zu  den  folgenden 

4)  cosy  =    .  ,  stny  r=  , 

5)  tany  =  -^^  y  =  ardan  -4-  +  m «, 

wo  w  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  die  sich  etwas  naher  be- 
stimmen lässt,  wenn  man  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  nega- 
tiven I  unterscheidet.  Für  ly  =  0  wird  nämlich  y  =  +  mar  und 
nach  Nro.  4)  cosy  =  -\-  1  oder  cosy  =  —  1,  je  nachdem  |  positiv 
oder  negativ  ist;  hieraus  geht  hervor,  dass  im  ersten  Falle  m  eine 
gerade,  im  zweiten  Falle  eine  ungerade  Zahl  sein  muss.  Bezeichnet 
h  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  haben  wir  vermöge  der  Werthe 
von  X  und  y  folgende  Formeln:  für  ein  positives  £: 

6)  i  (S  +  in)  =  I?  (I*  +  n')  +  •  rarc<an|-  ±  2kn\ 
dagegen  für  ein  negatives  |: 
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7)  i  (I  +  »1?)  =  \l  (f«  +  1?«)  +  i  lardan^  ±  (2Ä  +  l)3r]. 

In  dem  sehr  einfachen  Falle  |  =  +  1  und  17  =  0  erhält  man 
hieraus 

8)  i  (+  1)  =  ±  2k7Ci,         i  (—  1)  =  ±  (2Jc  +  1)«», 
mithin  kann  hei  positiven  | 

?)      i  (1  +  »12)  =  \i  d«  +  nV  +  *•«»•<*««  f  +  ^  (+  *)• 

und  hei  negativen 

10)        -L(f+ii?)  =  n(5'  +  ^')  +  iarcfan^  +  i  (— 1) 

gesetzt  werden.  Die  unendliche  Vieldeutigkeit  der  Logarithmen  wird 
ührigens  nicht  üherraschen,  wenn  man  sich  erinnert,  dass 

H  =  Lim  [n  (]p^—  l)],        (für  n  =  00) 

ist  und  dass  y^^  den  Untersuchungen  des  §.  54  zufolge,  n  verschie- 
dene Werthe  hesitzt. 
Aus  der  Gleichung 

ergieht  sich  hekanntlich  die  Haupteigenschaft  der  Logarithmen 

jene  Relation  hesteht,  wie  in  §.55  gezeigt  wurde,  auch  hei  com- 
plexen  Zi  und  £^2,  mithin  gilt  die  letztere  Eigenschaft  gleichfalls  hei 
complexen  Si  und  ^2*  Eine  Anwendung  des  Satzes  besteht  darin, 
dass  man  die  Werthe  von  i(H-  irj)  und  L(^  —  tri)  ^^^h  Formel  6) 
oder  nach  Formel  7)  entwickelt  und  die  beiden  erhaltenen  Gleichun- 
gen von  einander  abzieht;  man  findet  so 

^^)  2^(|-i^)  =  2*jardan|-±Ä5r}, 

wo  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 


§.  67. 

Die  goniometrisohen  und  oyolometrisohen  Functionen  mit 

complexen  Variabelen. 

L    Die  in  §.  55  Nro.  6)  entwickelten  Gleichungen 
cos  u  = ,  stnu  =2 — 


i6A    Cs^  YIIL  §.  57,  Die  ^onwmetrBdteii.  n.  crdontelnadiai 

woOai  wir  als  (fie  angifmgTfMyn  analytuefad  DpfinifeiMMB.  ¥iBi.  flHfli 
mii  JMS  beJLehaltep;  ea  ist  dann. 

«»(»P)= 1 =  2 » 


(»>)  = TT =  i 


2i  —'         2        • 


«»(r -!-«»  = 


2  2 


2i  2i 

odn^y  woui  »am  ^+''  sowie  e~''  dorch  eosz  nud  smx  ansdro^t, 

1)  öw(a:  -f  tjf)  = «08X  —  1 jmXt 

2)  »»fx  +1»  =  ^J^ MX  +  i ^ €»«. 

Termdge   da*   Wertiie  ron   «m(i»  «ad  M(fjr)   fcnm  naa  dafio' 


ftw(x  +  «3f)  =  eMxe0s(tf)  —  mxjifi(«», 

««(x+iy)  =  dnixa»(ijf)  +  eo8Xjni(f», 

frovai»   kesTo^eht,  dasa  die   bekannten  Fc»niidn  &r  O0s(a  -{-  ^ 

und  9m  (a  -{-  ß)  aodi  bei  imaginäreii  ß  liditig  UeibenL     Die  Glei- 

dmingeA  1)  md  2)  Hefon  ferner 

die  Kdaii<m  ^»^'j^-f-M^^^s  1  besieht  daher  andi  bei  com]4ezen  jb: 

FSr  die  fibngea  gomometrifdiea  Fimetioiieii  behalten  wir  die 
gim^ihhhAtit  Befiniücfnen 

1           ^               sinß 
seeg  = -,     fims=z n.  &  w. 

COSZ  €OSS 


tnffiAt^ai^  bei«     Hioiiach  ist  z»  B* 

üm(z  +  in)  —  ("  +  '~')»^'  +  ije'-e-^ecsx 

oder^  wmn  man  den  Xenner  dnreh  Mnltiphcaüom  mit 
rmß  madkt» 


t 
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3)  tan  (a?+  ty)  =    .     ,    ^      ^^ — : ^ 

f  \    \     itj         ^^  j^  2cos2x  4-  e~2y 


Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  alle  übrigen  goniometrischen  Func- 
tionen des  complexen  Bogens  x-\-iy  auf  die  Form  ^>{x^y)  +■  i'^ip^y) 
bringen. 

Die  beiden,  in  d-en  vorigen  Formeln  öfter  vorkommenden  Func- 
tionen 

C  +  «"»^       ,  e^  —  ^rv 
—2 ™^-^— 

nennt  man  nicht  selten  den  hyperbolischen  Cosinus  und  den 
hyperbolischen  Sinus;  man  bezeichnet  sie  entweder  mit  (S^o^jy 
und  ®tn^  oder  zweckmässiger  mit  cshpy  und  snhpy.  Dieselben  be- 
sitzen u.  A.  die  Eigenschaften 

cshp^y  —  snhp^y  =  1,    8nhp2y  =  28nhpyeshpy^ 

welche  gewissen  goniometrischen  Formeln  analog  sind. 

Nach  dieser  Bezeichnung  hat  man  folgende  Relationen 

co8(x  +  iy)  =  eo8X  cshpy  —  isinx  snhpy, 
sin(x  +  iy)  ==  sma?  cshpy  +  itosx  snhpy, 

tan(x  +  ty)  = — ~~  , 

^    ^    ^'         cos2x  +  cshp2y' 

^,      ,    .  V              sin2x  —  isnhp2y 
eot(x  +  ty)  z= -il-^ . 

C082x  —  C8hp2y 

n.  a.  Unter  dem  Symbole  Ärcsin^  verstehen  wir  im  Folgenden 
jede  reelle  oder  complexe  Grösse  £f,  welcher  die  Eigenschaft  sinez=z^ 
zukommt.  Hiemach  gilt  für  ein  reelles  |,  dessen  absoluter  Werth 
die  Einheit  nicht  übersteigt,  die  Formel 

4)  Ärc8in^  =  mn  +  arcsin^^     (1^  ^  1); 

dabei  ist  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  und  ea 
entspricht  das  obere  Vorzeichen  einem  geraden,  das  untere  einem 
ungeraden  fn. 

Setzt  man  allgemeiner 

5)  Aresin  (|  +  tri)  =  r»  +  iy, 

wo  X  und  y  vorläufig  unbekannt  sind,  so  folgt  umgekehrt 

sin  {x  +  iy)  =  {  +  «iy, 
d.  i.  nach  Nro.  2) 

cy  +  e-y.  er  —  e-y 

r StnX  -|-  % r C08X  =  §   +  tlj, 
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mithin  dienen  znr  Bestimmung  von  x  und  y  die  beiden  Gleichungen 

s»na?  =  f, cosx  =  % 


die  sich  folgendermaassen  auflösen  lassen. 
Man  erhält  zunächst 

"  "T^*  ■•"  ""**  =  1  +  I*  +  n\ 


C- 


und  wenn  hierzu  die  Gleichung* 

2  .  — -^- ««a?  =  2| 

erst  addirt,  dann  subtrahirt  wird,  so  entsteht  linker  Hand  jedesmal 
ein  vollständiges  Quadrat»  woraus  folgt 


6) 


2 


—  sfna?  =  ]/(i  —  1)2  +  ij«. 


2 

Die  Wurzelwerthe  müssen  hier  im  absoluten  Sinne  genommen  wer- 
den, weil  bei  reellen^  und  x 

l(^  +  6r-y)  >  1,    sinx  <  1 

mithin  jeder  links  stehende  Ausdruck  positiv  ist.  Die  Gleichungen  6) 
führen  nun  zur  Eenntniss  von  x  und  y;  setzt  man  nämlich  zur  Ab- 
kürzung 

7)        « =  |{y(i  +  D»  + 1?» + V(i  -  e«  +  q»}, 

8)  « =  j{V(i  +  !)•  +  ij»  - 1/(1  - 1)*  +  '»»l 

so  folgt  erstens 

Btnx  :=  r  mithin  üJ  =  ^rcstn  r, 
zweitens 

^"""^-^  =  (5  mithin  y  =  K<f±  Vtf«  —  1). 
Wegen 


(f  —  ]/<y«  —  1  = 


kann  man  den  Werth  von  y  auch  in  folgender  Form  schreiben 

y  =  ±Hö  +  1/(52  _  1) 


und  hat  dann  ]/02  —  1  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen.  Bezeichnet 
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s  eine  reelle  positive  oder  negative  Einheit,   so  ist  yermöge  der 
Werthe  von  x  und  y 

Aresin  (|  +  in)  =  Arcsinr  +  IbI  (ö  +  ^6^  —  1) 
oder  wenn  Arcsint  durch  aresin  t  ausgedrückt  wird, 

9)  Aresin  (|  +  i^)  =  mmp  +  (—  1)™  arcsint  +  i£l(6  +  ]/6^  —  1). 
.  Um  zu  bestimmen,  in  welchen  Fällen  6  =  -|-  1  und  in  wel- 
chen s  =  —  1  zu  nehmen  ist,  setzen  wir  speciell  |  =  0  und  rj  als 
positiv  voraus ;  es  liegt  darin  keine  Beschränkung  des  ij,  weil  i ( — ij) 
=  ( —  i)ri  ist  und  daher  ein  etwaiges  negatives  Vorzeichen  d%s  ij 
auf  Rechnung  von  i  geschrieben  werden  kann.     Für  die  erwähnten 

Werthe  von  f  und  ^  ergiebt  sich  r  =  0,  Ö  =  |/l  +  ^'  mithin 

Aresin  (irf)  =  iwä  +  isl(yi+ri^  -f-  ^)» 
umgekehrt  muss  also  die  Gleichung  bestehen 

10)  in  =  sw  [wjr  +  isl(yi  +  iy»  +  i^)]. 
Setzt  man  vorübergehend 

woraus  folgt 

11)  ^  z=  l/l  +  1^2  4-  ^^     ß-A  _  yi  ^-  fi9  —  IJ, 

so  erhält  man  aus  Nro.  10). 

»iy  =  sin  (mjt  -{-  isX)  =  cosmn  .  sin  {ieX) 

—  (-.  i)m  ^siniiX)  =  (—  1)"»  «t  ^    "^^ 

d.  ist  nach  Nro.  11) 

in  =  (—  1)*^  Bin  mithin  «  =  (—  1)"*. 
Zufolge  von  Nro.  9)  gilt  nun  die  definitive  Formel 


12)  Aresini!^  +  iiy)  =  m tt  +  (—  1)«  [aresinr  +  il{6  +  ^ö«— 1)}, 
worin  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 

Versteht  man  unter  aresin  (|  -j-  in)  denjenigen  speciellen 
Werth  von  Aresin  (J  +  *^)>  welcher  für  »l  =  0  zum  Vorschein 
kommt,  so  ist 

13)  aresin  (f  +  in)  —  arcsinr  +  i?(ö  +  l/ö»  _  i)^ 
und  daraus  geht  hervor,  dass  die  Relation 

14)  Arcsint^  =  mn  +  ( —  \)^a/rcsini 
auch  für  complexe  J  gültig  bleibt. 

Als  specielle  Fälle  sind  die  folgenden  der  Erwähnung  werth. 
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Für  1}  =:  0  und  |'  <]  1  liefern  die  Formeln  7)  und  8) 

^ ^  i+_Lf_0_zJ)  =  1,   T ^  1  +  g  -  (1  - 1> ^ g 

mithin  wird  nach  Nro.  13)  arenn|  =:  ainestM  ^  Dagegen  ist  für 
ij  =  0  und  I»  >  1 

tf_ i,      X _1 

mithin 

15)  aresmi  =  |«  +  «(I  +  VW^^\    I'  >  1; 

dieses  Besnltat  wird  nicht  überraschen,  wenn  man  beachtet,  dass 
einem  die  Einheit  übersteigenden  Sinns  kein  reeller  Bogen  ent* 
sprechen  kann. 

Für  £  =  0  ergiebt  sich 

16)  armn(ir()  =  t7(]/i~+~^  -f  ly). 

,  b.  Bei  reellen,  das  Intervall  —  1  bis  -f*  1  nicht  überschreitenden 
I  bedeute  Ärccos^  irgend  einen  Bogen,  welcher  £  znm  Cosinus  hat^ 
dagegen  arccas^  den  kleinsten  (d.h.  den  zwischen  Oundar  fallenden) 
jener  Bogen;  es  ist  dann 

17)  Ärccos^  =  2  mit  ±  arceos^,    (|*  ^  1), 

wobei  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet 
und  ebensowohl  das  obere  als  das  untere  Vorzeichen  von  arccos^ 
gut. 

Es  sei  nun  allgemeiner 

18)  Arecos{i  +  t  ly)  =  o?  +  ty, 
so  folgt  umgekehrt 

C08{x  +  iy)  =  I  +  ti^ 

d.  i.  nach  Formol  2)  und  durch  Ycrgleichung  der  reellen  und  ima- 
ginären Theile 

^  ■\-  (TV  ,  e^  —  e-y    . 

— I- C08X  =  g,  r smx  =  —  iy. 

Mittelst  einer  ähnlichen  Rechnung  wie  im  vorigen  Abschnitte 
findet  man  hieraus 

^^-±-^  +  cosx  =  V(i  +  I)»  +  n\ 
'^  \'^  -  cos«  =  1/(1  -  ö«  +  n', 
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C08X  =  t  mithin  X  =  Ärccost. 

—^ =  .?    „        y  =  slia  +  y«'  -  1), 

also  nach  Nro.  18)  wenn  gleichzeitig  Ärccos  t  durch  arccos  t  aus- 
gedrückt wird^ 

19)  Arccos  (I  +  iv)  =  ^wor  ±  arecost  -\-  i£l(6  +  y<j2  —  i). 
Zur  Bestimmung  von  s  dient  wieder  die  Specialisirung  |  =  0;  sie 
giebt 

Ärccos(i0i)  =  2M3r  +  |«  +  ta?(yi  +  ly*  +  ly) 
und  umgekehrt 

ii^  =  co8(2fnn  +  5«  -j-  i6^)  =  +  m(tfiA) 
=:  +  S8in(iX)  =  "^  siri. 

Hiernach  ist  6  = —  1  oder  =-f-  1  zu  nehmen,  je  nachdem  arecost 
in  Nro.  19)  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  hat;  die  allgemeine 
Formel  lautet  also 

20)  Ärccos(^  +  tri)  =  2wä  +  {arecost  —  il(ö  -f  ]/<52  —  1)} 
Definirt  man  arccos  {^  4~  ^^)  durch  die  Gleichung 

21)  arccos(^  -f  *^)  =  arecost  —  il(6  +  V<J^  —  1), 
so  erhellt  augenblicklich,  dass  die  Eelati6n 

22)  Ärecosi  =  2m7C  +  arecost 

auch  für  complexe  t  gilt.  Ebenso  zeigt  die  Addition  der  Gleichungen 
13)  und  21),  dass  die  Gleichung 

23)  arcsint  +  arecost  =  |ä 
allgemein  richtig  bleibt. 

c.  Dem  bisherigen  analog  bezeichne  Arctan^  irgend  einen 
Bogen,  dessen  Tangente  die  reelle  Zahl  |  ist,  es  besteht  dann  die 
Relation 

24)  Äretan^  =  wä  -|-  aretan^, 

worin  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet 
Setzt  man  allgemeiner 

25)  Arctan  (|  +  tij)  =  a?  +  ty, 
so  ist  umgekehrt  mit  Beachtung  der  Formel  3) 


S  +  «^  =  ^öw(»  +  iy) 


sm2x  +  ».l(e2y  — c-2y) 


cos2x  +  \(e^y  +  €r-^vy 
oder  wenn  man  für  den  Augenblick  die  Abkürzungen 
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»nfubrt  und  bcidenert»  die  redlen.  aoim  (fie  imagmarai  Tbeila 
gleicht. 


Subtrahirt  man  die  QnadyatBamme  dieaw  Gi&chnngesn.  rom.  dar  ^ßn- 
heit  und  dividirt  den  Rest  durck  2,  ao  eriialt  msn  wegen  I  — 
$m^  2s  =  000^2^ 

ea82x  1— (|»+,J^ 

«w2^  +  «  2  * 

d&r  Qnotimt  ans  der  erston  Gleidmng  in  Nim.  26)  od  der  toc^ 
8ieliend«i  Gleichung  liefi^ 

i  —  (P  +  n^ 

od  deTflPOB  £i>lgt 

Addirt  man  die  Qaadratsamnie  der  Glesdinngen  36)  znr  Ein- 
heit nnd  diyidirt  die  Summe  durch  2,  m  »hält  man  w^pen  1  +  0* 

n  ^l  +  ^  +  flt 

eas2x  -^  u  2  ' 

In  Terbindnng  mit  der  zweiten  Gleichnng  in  Nro.  26)  giefai  diea 
weiter 

u+^      ^  1  +  I»  -h  if»   , 
eos2x  +  u  2  "^  ^* 

«m2j?  +  »  2  '' 

femer  dnreh  DiTinon 

«L±f  =  IL±iL±:3>! 

n^v       |»  +  (1  -i,)>* 

Zufolge  der  Bedeutungen  Ton  n  und  t?  ist  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  einerlei  mit  e^ ,  daher 


,jri»  +  (i  +  i>)n 


Nachdem  hiermit  die  Werthe  Ton  x  und  jf  bestimmt  sind,  gilt  nach 
Nro,  25)  die  Formel 
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2* 

28)  Ärdm  ({  +  «ij)  =  \Ärct<m  ^  _      *  _^ 

^  *    Li'  +  (1  -  nn 

welche  aber  einer  weiteren  Discussion  bedarf,  weil  der  reelle  Theil 
rechter  Hand  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet,  sobald 
der  Nenner  1  —  (S*  +  V^)  »^  ^^^  Positiven  durch  Null  ins 
Negative  übergeht. 

Ist  nun  erstens  ^^  -\-  ^^  <C  ^9  bo  kann  man  schreiben 

29)  Äräan  ({  +  in) 

=  ä(-«  +  "*« .  -  'L  ,->)  +  i"  [FTTBf  ] 

oder  für  |  +  1 1^  =  q^^ 

Arctan  (fief^) 

=  lfm«  +  aräan  ^^^  +  \il  \\jUL±M^l 
'\  1  —  pV  Li  +  P^  —  2Q8in(oy 

mithin,  wenn  der  echt  gebrochene  Modulus  Q  bis  zur  Null  ver- 
mindert, o  dagegen  nicht  geändert  wird, 

Äräan  0  =  \mn:  d.  h.  t(m\m7t  =  0: 

hieraus  folgt,  dass  m  eine  gerade  Zahl  sein  muss. 
Im  Falle  1^  +  i?«  >  1  hat  man 

30)  Ärdanii  +  in) 

-  ii^tn^r  -  arctan  g,  ^  ^,  _  ^  +  i^^  [|,  +  (1  ^  ^),J 
oder 

=  lfm«  -  «rcte«  £J^)  +  \il  (l-±SL±li^) 
'\  P^  —  1/  \1  +  ^'  —  2(f8tnG)/ 

und  specieller  für  p  =  oo ,  G9  =  0 

ilrdanoo  =  \mn  d.  h.  tan\mn  =  00 

wonach  in  eine  ungerade  Zahl  sein  muss. 

Aus  den  Formeln  29)  und  30)  ergiebt  sich  nun,  wenn  in  der 
ersten  m  =  2n,  in  der  zweiten  m  =  2n  4"  1  gesetzt  und  unter  w 
eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  verstanden  wird. 
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31)  Ärdan  (|  +  tij)  =  n«  +  \aretan  ^  _      * 

+  J»'  [|,  +  (1  _  n)4'     ^' +  '»'<!' 

32)  Breton  (I  +  *ij)  =  »  «  +  §  («  —  arc<an  .^         ^^ \ 


+  **^  U«  4-  (1  -  ij)»J'    ^   +'» 


>1. 


In  dem  speciellen  Falle  n  =  0  schreiben  wir  arctan  statt 
Arctan  nnd  haben 

33)  arc<a«  (|  +  tjj)  =  Jardan  ^  _  /J  ,    ^ 

+  ***  [|,  +  (1  _  ^),J'     !*  +  '»'<  1. 

34)  arcton  (|  -}-  «ij)  =  äf«  —  arcte»  rj-^;; — | ) 

der  Vergleich   mit   den    vorhergehenden  Formeln  zeigt,   dass  die 
Relation 

Arctan i  =  nn  ■}-  arctan t 

anch  bei  complexen  t  richtig  bleibt. 

Für  1  =  0  ergeben  sich  die  besonderen  Formeln 

ardan(iri)  =  \%l  \j^\  n^  <  1, 

35)  I 

\arctan{iiti)  =  \]%  +  il  (^-^J)],      n^  >  1. 

Auf  Ähnliche  Weise  können  Ärccot  (|  +  ^V)i  Ärc$ec(^  -{-  iri) 
nnd  Arccsc{^  +  irj)  entwickelt  werden,  doch  sind  diese  Functionen 
von  so  seltenem  Gebrauch,  dass  wir  ihre  Discnssion  übergehen 
können. 
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§.  68. 


Differentiation  complexer  Ausdrücke. 


Den  vorigen  Untersnchungen  zufolge  kann  eine  Function,  welche 
ausser  der  Yariabelen  z  noch  die  imaginäre  Einheit  i  enthält,  auf 
die  Normalform 

1)  f{pA=^(z)-\-xi>{z) 

gebracht  werden,  dann  lässt  sich  aber  auch  eine  bündige  Erklärung 
über  den  DifPerentialquotienten  von  f{z^i)  geben.  Unter  /'(^,0 
versteht  man  nämlich  den  Ausdruck  ^>\z)  +  «^'(^)  und  es  ist 
daher 

dz  dz  dz 

Dieser  Definition  folgend  wollen  wir  die  DiflFerentialquotienten 
der  einfachen  Functionen  complexer  Yariabelen  aufsuchen. 

Die  Potenz.     Setzen  wir  nach  §.  53  - 
{x  +  ty)/"  =  \r{cosO  +  isindyy*  =  rf*cos(iO  +  irf^sin[ii^d, 

r  =  Yx^  4-  y»,  fand  =  -^, 

so  erhalten  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 

dx  ^  ^     dx        '^  ^     dx 


es  ist  aber 

Sohlömiloh,  Analjsis.  L  18 
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0Ö y       sind 

dx  Ä*  +  2/2  r  ' 

^r  X  in 

—  =  +  =  +  cos  ö, 

mithin  nach  Substitution  dieser  Werthe  und  gehöriger  Zusammen- 
ziehuug 

^^^^  tx^^^  =  ^^^"'  ^^^(^  "~  ^^^  +  tfAri"-ism(ft  —  1)0 

=  ^ri"-i[cös(fe  —  1)0  +  isin{\i  —  l)ö] 
d.h. 

Ca; 
Durch  eine  gleich  einfache  Rechnung  findet  man 

4)  '•^   T         =  *f*(^  +  «y>"~s 

oy 

und  nun  folgt  aus  den  Formeln  3)  und  4),  dass  die  Differentiation 
einer  Potenz  mit  complexer  Basis  ebenso  auszufSLhren  ist,  als  wenn 
i  ein  reeller  Coefficient  wäre. 

Die  Exponentialgrösse.  Durch  Differentiation  der  Gleichung 

6«+^=  c*  cosy  +  i^siny 
erhält  man  augenblicklich 

5)  -^ =  &^co8y  4-  ie'^siny  =  c*+^, 

6)  — —  =  —  e'siny  +  ie^coay  =  «e*+^; 

wie  man  sieht,  bleibt  auch  hier  die  Differentiationsregel  ungestört. 

Der  Logarithmus.     Die  Formeln  6)  und  7)  in  §.  56  können 
in  die  folgende  zusammengezogen  werden  / 

i(|  +  ir,y=  im^  +  n')  +  i  (arOan  ^  +  c), 

WO  Oeine  von  |  und  i}  unabhängige  Grösse  bezeichnet;  daher  ist 
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81 

1*  +  »j» 

1 

l  +  t,,' 

8i(l  +  t'?) 

»? 

dn 

1^  +  12» 

.      1 

l'  +  jj»      l*4-ij» 


> 

Auch  hier  geschieht  die  Differentiation  ebenso,  als  wenn  i  reell  wäre. 
Die  trigonometrischen  Functionen.     Aus  der  Gleichung 

szn  (a;  +  ty)  = stnx  + « cos  x 

erhält  man 

dsin(x-^iy)        e^ -\- e—^  ,ev  —  e^v   . 

9)  \ ^  = r cosäj  —  % -^ stnx 

^  dx  2  2 

=  cos(x  +  iij), 

10)  ^ —  =  r SmX  +  i ^- CÖSÄ 

=  t  cos  (a? +  ««/). 

Für  die  übrigen  trigonometrischen  Functionen  ist  ebenso  leicht 
nachzuweisen,  dass  die  gewöhnlichen  Differentiationsregeln  ungeändert 
bleiben. 

Die  cyclometrischen  Functionen.  Setzen  wir,  wie  in 
§.  57,  Nro.  4) 

Aresin  (|  +  «»;)==  a?  +  ty, 
wobei  zwischen  x  und  y  die  Gleichungen 

ey  +  e-y  .  y      ey  —  e-y 

smx  ==  §, cosx  =  rj 

stattfinden,  so  haben  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  g 
folgende  drei  Gleichungen 

'dArcsin (|  +  tiy)  _  ^x         ,dy 

ey-\-e~y  dx    .    ey  —  e~y  .       dy 

^—cosxjj  +  —2 stnxjj  =  1, 

eo  —  e-»  .      dx    ,    C  +  e-"  8« 

2 ''"^8r  +  — 2 ^s^8|-  =  0- 

18* 
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Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man 

dx l(e'  -\- e^9)  cos X 

W  ~  \\(ev  +  e-v)cosxy  +  [l{ei^  —  e-9)sinx]^' 

dp |(ey  —  e~y)sinx ^ 

'H~  \^{ei' ^  e-y) cos xl^  +  i\{ev — e-y) sin x^ 

Bubstituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  11)  und  berücksich- 
tigt die  Relation 

P  +  tg  _        1 

so  gelangt  man  zu  der  Formel 

d  Aresin  (1  +  *i?)  1 


85  \{ey -\- e-y) cos x  —  «|(c'  —  e^y)sinx 

1  1 


cos{x-\'iy)        Vi— stn2(a?  +  *y) 
oder 

d  Aresin  {^  Ar  iri)  1 


12) 


8S  Vl-(|  +  ti?)3 

Durch  eine  ähnliche  Rechnung  findet  sich 
d  Aresin  (1  +  »ij)        .  1 


^n  yi-(|  +  «ij)» 

es  gilt  daher  die  gewöhnliche  Regel  zur  Differentiation  des  arcus 
sinuis  auch  bei  complexen  Variabelen.  Für  die  übrigen  cyclometri- 
sehen  Functionen  gestaltet  sich  die  Sache  ebenso. 

Durch  die  Zulassung  der  Differentialquotienten  complexer  Aus- 
drücke erreicht  man  häuüg  den  Vortheil,  verschiedene  Differential- 
quotienten  unter  einen  gemeinschaftlichen  Gesichtspunkt  zu  bringen. 
So  sind  z.  B.  die  Gleichungen 

d arctan -^ —  =    „  .  v, —  dx 

nicht  wesentlich  von  einander  verschieden ;  setzt  man  nämlich  in  der 
ersten  iß  für  /3,  so  wird 

r,   {a  +  ißx\l  _         aß 
d.  L  nach  Formel  11)  in  §.  56 
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idlardan^—  +  Äinr  )  =  i   ,  .    ^,  ^dx, 

was  mit  der  zweiten  Gleichung  übereinkommt. 

Dass  der  Gebrauch  complexer  Zahlen  auch  bei  der  Entwickelung 
höherer  Differentialquotienten  von  wesentlichem  Nutzen  sein  kann, 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 

Aus  der  identischen  Gleichung 

a         _    1    /       1 1       \ 

«2  4-/^2^:2—  2i\ßx--ia        ßx  +  icc) 

erhält  man  durch  w- malige  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 
D-(       ""       \      (~l)"1.2...m/3^(  1 1 

_(--l)"»1.2...w/3^  (/3a;  +  t«)^+^— (/?a;  — i«)"*+^ 

Um  die  imaginären  Ausdrücke  wieder  wegzuschaffen,  setzen  wir 

ßx  +  ia  =  r(cosd  +  isinff) 

r  =  V  ß'^x'^  +  a^,        0  =  arctan-^; 

'^  px 

es  wird  dann 

(/Ja?  +  ia)"»+i  —  (j3ä;  — ««)"•  +  ! 
==  r"»  +  i[cüs(m  +  l)ö  +  isin(m  +  l)ö] 

—  j^m  +  i  [cos(iw  -|-  1)0  —  isin(m  +  1)0] 

===  2  «>♦»+!  sm  (m  +  1)  Ö  =  2  «X«^  +  ^2a;2)"2"^'""*'^^mr(wH- 1)  ar^^^^ 


mithin 


14)  -D"'(j^r4^)  =  (-l)'"l-2-3..^^'» 


szwl  (m  +  1)  arctan  yr— 


Aus  der  identischen  Gleichung 

a3  +  /32ic3         2i  \/3aj  — «a  "^  ßx  +  iaJ 
erhält  man  nach  derselben  Methode 

.  cos[(»»+l)arc«a»-|-] 


•     ■     •     • 
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Setzt  man  in  der  Formel  14)  a=^ß  =  l,fn  =  n  —  1  und 
berücksichtigt,  dass 

D*^^^  (r—, — :;)  =  D^ardanx 

ist,  so  kommt  man  auf  dasselbe  Besultat  zurück,  welches  in  §.  14, 
Nro.  13)  durch  ein  weit  umständlicheres  Verfahren  gefunden  wurde. 

§.  59. 
Fotenzenreihen  mit  imaginären  Variabelen. 
Vergleicht  man  die  beiden  früher  erhaltenen  Formeln 

^^  1^(^31)  =  J*  +  i^'  +  i^'  + 

2)  arctany  =  \y  —  \y^  -\-  \y^  — 

—  I<a!<  +  1,      -l<y<+l, 

so  fallt  in  die  Augen,  dass  die  erste  Beihe  mit  der  zweiten  identisch 
werden  würde,  wenn  man  ihr  den  Zeichenwechsel  zu  verschaffen 
wüsste.  Dies  erreicht  man  durch  die  Substitution  x=z  iy\  die  linke 
Seite  der  Gleichung  1)  verwandelt  sich  dabei  in 

wobei  1 1  als  eindeutig  =  0  vorausgesetzt  wird ;  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  1)  geht  über  in 

«a»  - 1»' +  is/o  - ). 

ob  aber  die  Gleichung  1)  unter  diesen  Umständen  noch  besteht,  ist 
eine  andere  und  zwar  nicht  überflüssige  Frage,   weil  die  Formel  1) 
nur  für  reelle  x  bewiesen  wurde.     Die  Gleichung  2)  zeigt  nun,   dass 
in  der  That  die  Gleichung  1)  für  x  =  iy  ihre  Gültigkeit  behält. 
Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Formeln 

X     ,     1    a;3    ,    1  .  3  ic*    , 
arcszn  a.  =  _  +  __  +  ^__  + , 

i(j^  +  YTT^)  =  l-^-LiL  +  LJ,yL^ 

^-  ^^^  1  23^2.45  ' 

-i^x^  4-1,      -  i<y<  +  1, 

deren  zweite  man  auf  demselben  Wege  erhalten  kann,  der  in  §.  47 
zur  Entwickelung  der  Beihe  für  aresin  x  eingeschlagen  wui'de;  auch 
hier  lässt  sich  durch  Substitution  von  x  =  iy  die  erste  Reihe  in  die 
zweite  überführen,  woraus  folgt,  dass  die  Reihe  für  aresin  x  für  ima^ 
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ginäre  x  richtig  bleibt,  wenn  deren  Modulus  die  Einheit  nichl;  über* 
schreitet. 

Behufs  einer  dritten  Anwendung  gehen  wir  von  dem  leicht  be- 
weisbaren Satze  aus,  dass  ein  Product  von  der  Form 

(l+aia?)(l  +a2a?)(l  -^-cizx) , 

völlig  entwickelt,  zu  einer  Potenzenreihe 

1  +  Ci«  +  C^x^  +  030?»  + 

führt,  worin 

Ci   =  «1    +   «2    +   «3    +   «4     + » 

Ca  «HC  (Xi  ffg    -f-   Äi  «3    -|-    «1  A4   "4-   •  •  • 

TL  8*  W* 

und  überhaupt  jeder  Coefficieut  mach  einem  bekannten  combinatori- 
Bchen  Gesetze  gebildet  ist.     Demzufolge  hat  man  z.  B. 

=  1  4-  Cia?  +  C^x^  +  Czx^  4- 

und  für  den  ersten  Coefficienten 

^         ;r2  Vl^   ~   2«   ^   32   ~   42   ^        / 
und  nach  §.  50, 

Auch  die  übrigen  Goefücienten  sind  leicht  zu  bestimmen;  setzt 
man  nämlich  rc  =  —  e^  und  multiplicirt  beide  Seiten  der  Gleichung 
3)  mit  jer,  so  erhält  man 


e 


•    •    •   • 


und  hier  ist  die  linke  Seite  identisch  mit  sine  (§.  49  Formel  16), 
mithin  mnss  die  rechte  Seite  mit  der  Sinusreihe  übereinstimmen, 
woraus  folgt 

Ol    ^^^  ^^^"~"^^  I  \J9  ^^^  '  ,  Oa   ^^^  ■  .   6bC« 

Aus  Formel  3)  wird  jetzt 

(1+^  (1  +^  (1+^.... 

_,j ^         ,  a?2  flpg 

"^  1.2.3"^  1.2. ..5  "^,1.2. ..7  "^ 
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und   zwar  gilt  dies  für  alle  reellen  x.     Setzt  man  x  =  -\-  y^  und 
multiplicirt  beiderseits  mit  y^  so  geht  die  Reihe  über  in 

^  ^  1.2.3  ^  1.2. ..5  ^  1.2. ..7  ^ 


2 

und  man  hat  daher  die  Gleichung 

welche  zeigt,  dass  das  unendliche  Product  für  sin  z  auch  in  dem  Falle 
richtig  bleibt,  wo  e  durch  die  imaginäre  Yariabele  iy  ersetzt  wird. 
Ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelten  bei  den  Werthen 

man  gelangt  nämlich  zu  der  Formel 

« ^^^ =(•+?&)  ('+^)('+Ä)-- 

welche  beweist,  dass  das  unendliche  Product  für  cose  auch  im  Falle 
z  •=.  iy  richtig  bleibt. 

Auf  die  Gleichungen  4)  und  5)  sind  die  nämlichen  Transforma- 
tionen anwendbar,  welche  in  §.  50  mit  den  unendlichen  Producten 
für  sinz  und  cosz  ausgeführt  wurden.  Nimmt  man  zuerst  die  Lo- 
garithmen und  differenzirt  nachher  in  Beziehung  auf  y^  so  erhält  man 

6)  *'  +  «-' 


7) 


y    "^  (lÄ)»  +  y»  "^  (2!n;)«4-y*  "^  (3in:)s+3,»  "T" 

e»  —  e-y 
er  -}-  e-» 


8) 


2 
1 2y  .  2y 2y 


.) 


ev  -|-  e-y 


Ä  3jr  5ä 

+ 


(|;r)2  +  2^2        (|;r)2  +  2^2-r  (5^)2_^^2 


•  •> 
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dieselben  Kesultate  ergeben  sich  aus  den  Formeln  3),  4),  6)  und  7) 
des  §.  50  durch  Substitutition  von  z  =  iy. 

Verwandelt  man  ferner  die  soeben  gefundenen  Reihen  in  Poten- 
zenreihen, so  gelangt  man  zu  folgenden  Besultaten 

10)  '"  +  '-' 

1     ,     2gJBi  2^^a      .    ,      2« ^5      5 


11) 


y      '      1.2  ^         1.2. .4''      '    1.2. .6 


cy  +  e 


—  y 


n^^-DSr      _  24(24-1)^3  2e(2B-l)P, 

1.2  ^  1.2. .4      ^   ^       1.2... 6      '^ 

2 

ey  —  6-y 

^  i 2(21 -l)jg,  2(23-- 1)^3   ,  _  2(25-1)^5   ,, 

^  1.2         ^  "^       1.2. .4      ^  1.2. ..6     ^  "^ 


12) 


13) 


2 


6^  +  6 


— y 


1.2^    ^  1.2. .4^  1.2. .6^    ^ 


darin  bedeuten  J5i,  J?3,  ^5  etc.  die  Bernoulli'schen  Zahlen,  r2,  r4, 
Tq  etc.  die  Secantencoefficienten. 

Man  ersieht  aus  den  gefundenen  vier  Gleichungen,  dass  die  For- 
meln 29),  30),  31)  und  24)  in  §.  5Ö  auch  für  £f  =  iy  richtig  bleiben, 
wenn  y  auf  dasselbe  Intervall  wie  0  beschränkt  wird. 

Erscheinungen  dieser  Art  veranlassen  die  allgemeinere  Frage,  ob 
es  nicht  möglich  sein  würde,  das  Theorem  von  Mac-Laurin  auf 
complexe  Variabelen  auszudehnen,  d.  h.  die  Bedingungen  zu  finden, 
unter  denen  die  Gleichung 

/(^  +  iy) 

=  fiO)+^(x  +  iy)  +  ^(x  +  iyy  +  ^'" 
gültig  ist ;  diese  Untersuchung  werden  wir  im  zweiten  Bande  erledigen« 


Cap.  IX. 

Die  Zerlegung   rationaler   algebraischer  Functionen  in 

Factoren  und  Partialbrüche. 

§.  60. 

Der  Fundamentalsatz  der  Lehre  von  den  algebraisohen 

Gleichungen. 

Aus  der  Algebra  ist  hinreichend  bekannt,  dass  Gleichungen  der 
vier  ersten  Grade  jederzeit  ebensoviel  reelle  oder  complexe  Wurzeln 
besitzen,  als  der  Grad  der  Gleichung  Einheiten  zählt;  es  liegt  daher 
die  Frage  nahe,  ob  diese  Eigenschaft  bei  jedem  höheren  Grade  gleich- 
falls stattfindet.  Die  Theorie  der  imaginären  Zahlen  macht  eine 
genaue  Discussion  des  Gegenstandes  möglich,  welcher  wir  nur  eine 
Bemerkung  vorauszuschicken  haben. 

Wenn  eine  Reihe  positiver  Grössen  Cq,  Ci,  c^,  >  >  •  €„  gegeben 
ist  und  die  Zahl  q  grösser  als  jeder  der  Quotienten 

Ck  +  l               ^*  +  4                      Cn 
,         j     ...  

Ck  Ci^i  Cn^i 

gewählt  wird,  so  kann  man  aus  den  Ungleichungen 
2  > —f-- •         2  >  T"^^  •  •  •  •  3  > 


Ck  Cjfc  +  i  C„-i 

leicht  die  folgenden  ableiten 
diese  führen  noch  zu 

Ca  +  iM7*  +  ^    +  Ck  +  Q^^"^^   -j-   .  .  .  .    -^   C^iffn 


letztere  <;  — .,  so  wird  gw  <  |  und 
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worin  IV  eine  böliebige  positive  Variabele  bezeichnet.      Wählt  man 

CiW   +  q}iJD^   -]-...-}_   qn^n 

<  J  +  0)^  +  (i)'  +  •  •  •  •  i^  i^-' 
wobei  die  Summe  rechter  Hand  =  1  ist.     Die  nunmehrige  Unglei- 
chung 

enthält  folgenden  Satz:  in  der  aus  positiven  Grössen  bestehenden 
Keihe 

Co  4-  CiW  +  CiW^  + 4-  c»«^" 

lässt  sich  w  immer  so  klein  wählen,  dass  irgend  ein  Term  c^w^  mehr 
beträgt  als  die  Summe  aller  nachherigen  Glieder.  —  Sind  die  Glie- 
der theils  positiv  theils  negativ ,  so  kann  man  sie  auf  ihre  absoluten 
Werthe  reduciren  und  dann  bleibt  die  Schlussweise  dieselbe.  Man 
ersieht  hieraus,  dass  bei  hinreichend  kleinen  w  das  Vorzeichen  der 
Summe 

CkW^  +  <?*+!«?*  +  *  +  '•••  +  ^n«^* 
mit  dem  Vorzeichen  des  ersten  Summanden  übereinstimmt. 
Wir  betrachten  nun  einen  Ausdruck  von  der  Form 

1)  f{x)  =  de  +  «1^  +  «2^^  +  •  •  '  +  «n«'", 
welchen  man  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  nieu  Grades 
zu  nennen  pflegt.  Setzt  man  für  x  die  beliebige  complexe  Zahl 
u  4-  «^»  so  stellt  sich  /(a?)  =f(u  -f  iv)  unter  die  Form  M  +  iN, 
wo  M  und  N  ganze  rationale  Functionen  von  u  und  v  sind.  Die 
Norm  von  M  -\-  iN,  d.  h.  der  Ausdruck  üf  ^  -|-  ^2^  kann,  wie  leicht 
zu  sehen  ist,  beliebig  gross  gemacht  werden,  wenn  man  u  oder  v 
oder  u  und  v  zugleich  in's  Unendliche  wachsen  lässt;  dagegen  kann 
M^  -\-  N^  niemals  negativ  werden,  und  folglich  hat  dieser  Ausdruck 
ein  Minimum,  welches  entweder  =  0  oder  ]>>  0  ist.  Welcher  von 
diesen  Fällen  stattfindet,  wird  die  folgende  Untersuchung  lehren, 
worin  das  Minimum  der  Norm  gleich  mit  M^  -(-  N^  selber  bezeich- 
net werden  soll  und  u  -\'  iv  der  complexe  Werth  von  x  sein  möge, 
für  welchen  jenes  Minimum  eintritt. 

Es  bedeute  q  eine  Wurzel  der  positiven  oder  negativen  Einheit, 
w  eine  beliebige  reelle  Grösse,  und  es  werde  in  Nro.  \)  x  ■=  u  -\-  iv 
-|-  ^^  gesetzt;  man  erhält  dann  einen  Ausdruck  von  der  Form 

2)  f{u-^iv+Qw)=P  ^  iQ, 

dessen  Norm  P^  +  Q^  ist.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  Poten- 
zen von  QW  ordnen,  indem  man  t^  -|-  et;  -|-  ^ic;  als  ein  aus  u  -]r  i^ 
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und  Q  w  bestehendes  Binom  ansieht  und  dem  entsprechend  die  Poten- 
zen von  u  '\-  iv  -\-  Qw  mittelst  des  binomischen  Satzes  entwickelt; 
man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  einer  Gleichung  folgender  Gestalt 

worin  ilf,  JV  die  vorige  Bedeutung  haben,  und  Jfi ,  J7i ,  Jf 2 »  -^2» 
.  .  .  Jfn,  Nn  rationale  Functionen  von  u  und  v  sind.  Da  möglicher 
Weise  mehrere  dieser  Ausdrücke  verschwinden  können,  so  mögen 
Mjc  und  Ni  die  ersten  nicht  gleichzeitig  verschwindenden  Functionen 
bedeuten;  es  ist  dann 

=  M+  iN+  {Mt  +  iNk)  Q^w^  4-  V  +  (Jl^  +  iNn)  Q'^w^ 

Für  ^,  welches  bisher  nicht  näher  bestimmt  wurde,  lassen  sich 
vier  verschiedene  Wahlen  treffen,  nämlich 

L  i.  L  L  ' 

e  =  (+i)*,    p  =  (-i)*,     9  =  (-h0*.     9  =  (-*)*. 

welchen  die  Werthe 

^*  =  +  1 1        p*  =  —  1,         9*  =  -j-  i,         Q^  =  —  i 
entsprechen;   bezeichnet  demnach  B  eine  reelle  (positive  oder  nega- 
tive) Einheit,  so  kann  einerseits  (>*  =  £,  mithin 

=  üf  +  sMkW^  -j_  .  .  .  .  -|-  i(^-)-  sNjtW^  +  ••••)> 
andererseits  p*  =  ai,  folglich 

=  M  —  eNjkW*  _|_  .  .  .  .  -|_  t(i^-|-  sMtW^  +  •  •  0 

gemacht  werden.  Die  Normen  dieser  Ausdrücke  sind  für  die  ge- 
nannten Fälle 

P2  ^  Q^z=M^  +  N^  +  2B(MMt  +  NNi) «?*  +  •••-, 

P2  _[_  Q2  =  M^  +  N^  +  26(NMi  —  MNi)w^  H , 

demnach  ist  es  ebensowohl  möglich 

P2  4.   ^2  ».  (Jf2  4.  ^^"2)  =  2fi(ilf  Jf*  +  NNk)  w^  ^ 

als 

.       P2  ^   ^2  _  (i[f2  ^  j^2)  =  2B{NMk  —  MNi)w^  H 

zu  machen.  Bei  hinreichend  kleinen  w  hat  jede  der  Summen  rechter 
Hand  dasselbe  Vorzeichen  wie  das  erste  Glied ,  man  kann  daher  jene 
Summen  negativ  werden  lassen,  indem  man  dem  B  das  hierzu  erfor- 
derliche Vorzeichen  giebt.  Dieses  Resultat  widerspricht  aber  der 
Voraussetzung,  dass  Jf  ^  +  N^^  das  Minimum  der  Norm  also  P^  +  ^^ 
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—  (M^ -\- N^)  positiv  sein  soll,  und  dieser  Widerspruch  hört  nur 
dann  auf,  wenn  gleichzeitig 

MMt  +  NNt  =  0,  NMt  —  MNt  =  0 

ist.     Quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen,  so  folgt 

und  da  mI  +  N^  nicht  =  0  ist,  so  muss  ifcf«  +  iV'^  =  0,  d.  h. 
M=  0,  ^=0,  mithin  auch  f(u  -^  iv)  =  0  sein.  "  Demnach 
existirt  immer  wenigstens  ein  complexer  Werth  x  =  u-}-iv, 
für  welchen  die  ganze  Function /(a?)  verschwindet. 

Bezeichnet  ri  einen  complexen  Werth  der  angegebenen  Art,  so 
ist/(ri)  =  0,  mithin 
f(x)=/ix)-/(r{) 

jeder  auf  der  rechten  Seite  vorkommende  Parentheseninhalt  lässt  sich 
durch  X  —  Ti  ohne  Rest  dividiren,  und  daher  hat  man  auch 

f(x)  =  (x  —  ri)  [ax  +  (h  (x  +  ri)  -[- ai(x^  +  xri  +r^  +  •  •  • 

=  (x  —  ri)  [ai  4- «an +  «3^1^  +  •  •  •  +  ««rp^ 
+  («2  +  «sn  +  •••;  +  «n^i~^)a? 

+ +  a«aj»-^] 

oder  unter  Benutzung  leicht  verständlicher  Abkürzungen 

f(x)  =  (x  —  ri)  (bo  +  hix  + +  hn^ix'^'r^). 

Der    zweite  Factor    rechter  Hand    ist    eine    ganze  Function 
(n  —  l)ten  Grades,  die  wir  mit  /i  (x)  bezeichnen  wollen,  so  dass 

f(x)  =  (a?  —  n)  /i  (x). 
Von  der  Function  /i  (x)  gilt  nun  wieder  der  Satz ,  dass  sie  für 
einen    gewissen  Werth  x  =  Tq    verschwinden  muss;    hieraus    folgt 
durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

Mx)  =  (x  —  r2)f2(x% 

wo  /a  (x)  eine  ganze  Function  (n  —  2)ten  Grades  bedeutet.  Auf  die- 
sem Wege  fortgehend,  gelangt  man  schliesslich  zu  der  Gleichung 

fn-i  (X)  =  (a?  —  Tn)  fn  (x) 

und  darin  ist  /„  (x)  vom  Grade  n  —  »  =  0,  d.  h.  eine  Constante  (X 
Durch  Substitution  von  jeder  Gleichung  in  die  folgende  erhält  man 

f(x)  =  a^aj«  +  an-ia?*»-!  +  •  •  •  +  ai  a?  -j-  ao 

=  C(x  —  ri)  (x  —  ra)  .  . :  .  (a; -—  r«), 
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worin  (7  =  «„  sein  muss,  wie  man  u.  A.  auf  die  Weise  erkennt,  dass 
man  beide  Seiten  durch  a?**  dividirt  und  nachher  x  in's  Unendliche 
wachsen  lässt.     Die  Gleichung 

4)  f(x)  =  an(x  —  ri)  (x  —  r^)  .  .  .  (x  —  Tn) 

zeigt,  dass  f(x)  jedesmal  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  x  einen 
der  Werthe  ri,  r2,  .  .  .  r„  erhält,  d.  h.  mit  anderen  Worten:  jede 
algebraische  Gleichung  wten  Grades  [f(x)  =  0]  hat  n  Wur- 
zeln*). 


*)  Obschon  die  numerische  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  Glei- 
chung in  die  Algebra  gehört,  wollen  wir  doch  ein  Verfahren  zur  nähe- 
rungsweisen Berechnung  der  reellen  Wurzeln  angeben,  einerseits,  weil 
dasselbe  eine  nette  Anwendung  der  Differentialrechnung  darbietet,  ande- 
rerseits, weil  es  für  transcendente  Gleichungen  ebenso  passt  wie  für 
algebraische. 

Um  einen  reellen  Werth  von  x  zu  finden,  welcher  die  Gleichung 

f(x)  =  0 
befriedigt,  suche  man  zunächst  zwei  Näherungswerthe  Xi  und  x^  der 
Art,  dass  die  Functionen /(aj), /'(aj), /"(a;)  endlich  und  stetig  bleiben 
von  a?  =  a?i  bis  x=  x^,  und  dass  f{xi)  und  /{Xz)  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben.  Denkt  man  sich  Xi  und  Pi  =  f(Xi)  sowie  x^  und  ^2 
=  /(a?2)  als  rechtwinklige  Coordinaten  zweier  auf  entgegengesetzten  Sei- 
ten der  Abscissenachse  liegender  Curvenpunkte  P^  und  P2,  wobei  OM^ 
=:  Xi,  M^Pi  z=  y^y  OM2  =  a?2,  M2P2  =  y^  sein  möge,  so  wird  die 
Curve,  deren  Gleichung  y  =  f(x)  ist,  die  Abscissenachse  zwischen  Mi 
und  M2  iii  einem  Puukte  M  schneiden,  dessen  Abscisse  OM  das  ge- 
suchte X  darstellt;  auch  existirt  nur  ein  solcher  Durchschnitt,  wenn 
die  Curve  von  Pj  bis  P2  entweder  fortwährend  steigt  oder  fortwährend 
fällt,  d.h.  wenn  f^(x)  innerhalb  des Intervalles  x  =  Xi  bis  x  =  X2  sein 
Vorzeichen- behält.  Setzen  wir  noch  voraus,  dass  f'*(x)  innerhalb  des 
genannten  Intervalles  gleichfalls  keinen  Zeichen  Wechsel  erleide,  so  sind 
hinsichtlich  des  Verlaufs  der  Curve  von  Pj  bis  P2  nur  vier  Möglichkei- 
ten vorhanden:  die  Curve  steigt  entweder  mit  convexer  Krümmung  oder 
sie  fallt  mit  concaver  Krümmung,  oder  sie  fallt  convex  oder  steigt  con- 
cav.  Im  ersten  und  zweiten  Falle  haben  f'(x)  und  /"(a:)  gleiche  Vor- 
zeichen; wir  ziehen  dann  die  Sehne  P1P2,  welche  die  Abscissenachse 
im  Punkte  8  schneiden  möge,  legen  an  P2  die  Tangente  P2^a»  ^^^ 
haben  in  beiden  Fällen 

08  <  OM  <  OT2 
d.  L 

Im  dritten  und  vierten  Falle  sind  f*(x)  und  f"(x)  von  entgegenge- 
setzten Vorzeichen ;  wir  legen  dann  an  P^  die  Tangente  P^  2\ ,  ziehen 
wie  vorhin  die  Sehne  und  erhalten 

OTi  <  0M<  08 
d.  i. 
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Wenn  die  Coefficienten  ao ,  »i ,  .  •  •  ön  reell  sind  und  X  = 
U  -{-  iv  eine  complexe  Wurzel  der  Gleichung  f(x)  =  0  bedeutet, 
üo  genügt  dieser  Gleichung  auch  der  conjugirte  complexe  Werth 
X  =  u  —  iVj  wie  man  aus  den  über  f(u  -^iv  -{-  Qw)  angestellten 
Betrachtungen  leicht  erkennen  wird;  die  complexen  Wurzeln  kommen 
daher  nur  paar  weis  vor.  Ist  nun  z.  B.  ri  =  A  +  ^ft  und  die 
conjugirte  Wurzel  r2  =  A  —  tft,  so  können  die  beiden  complexen 
Factoren  x  —  ri  und  x  —  ^2  zusammengezogen  werden  und  liefern 
den  reellen  quadratischen  Factor 

(aj  —  X  — i^)  (x  —  k  +  ifi)  =  (rc— Ap  +  f*2. 

Jede  algebraische  Function  lässt  sich  daher  in  reelle 
Factoren  ersten  oder  zweiten  Grades  zerlegen. 

Als  Beispiel  möge  die  Zerlegung  von  f(x)  =  a?" —  1  dienen, 
wobei  die  Wurzeln  der  Gleichung  a?" —  1  =  0  aus  §.54  bekannt 
sind.     Man  erhält  für  gerade  n: 

5)  jr»—  1 

=  (ä?— 1)  (x-\-l)(x^'^2xcos—+l)  \x^-'2xcos—  +  iy  •  •  • 


•  •  • 


lx^—2x COS' ^+ V  • 


dagegen  für  ungerade  n: 

6)  0?«—  1 

=  (a?—  1)  (x^  —  2xcos  — ^  +  lj  (x^  —  2xcos--^-\-lJ  •  •  • 

•  .  .  (  a;2  —  2xcos  ^ —  + 1 1  • 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  x^  -\-  1  =  0  gelangt  man  zu 
analogen  Resultaten;  es  ist  nämlich  für  gerade  n: 

7)  »«+1 

=  (x^  —  2xcos \-l]  Ix^  —  2xcos |-lj 


Wenn  demnach  die  anfangs  ausgesprochenen  Bedingun- 
gen erfüllt  sind,  so  liefern,  je  nachdem  f'(x)  und/"(a;)  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  die  Formeln  A) 
oder  B)  neue  und  zwar  genauere  Näherungswerthe. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  die  Gren- 
zen, zwischen  denen  die  gesuchte  Wurzel  liegt,  beliebig  eng  ziehen. 
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und  für  ungerade  n: 

8)  a;»4-  1 

=  (x+l)  Ta;«  — 2a?cos  — +l)  \x^  —  2xco8—  +  lJ  •  •  •  • 

.  .  .  .  (x^^2xco8  (^-"^)^_[_ij  , 

Diese  vier  Sätze  gestatten  eine  geometrische  Interpretation,  wenn 
man  einen  mit  dem  Radius  =  1  beschriebenen  Kreis  in  2n  gleiche 
Theile  theilt  und  die  Theilpunkte  mit  einem  festen  Punkte  verbin- 
det, welcher  auf  dem  durch  den  Nullpunkt  der  Theilung  gehenden 
Durchmesser  um  x  vom  Centrum  entfernt  liegt. 

§.61. 
Die  Zerlegung  acht  gebrochener  Functionen. 

Unter  einer  gebrochenen   rationalen    algebraischen  Function 

versteht  man  einen  Bruch   Js,  \  ,  dessen  Zähler  und  Nenner  ganze 

F(x) 

Functionen  sind;  sie  heisst  acht  gebrochen,  wenn  der  Nenner  von 
höherem  Grade  als  der  Zähler  ist,  im  Gegenfalle  nennt  man  sie 
unächt  gebrochen.  Bei  einer  Function  der  letzteren  Art  kann  man 
mit  dem  Nenner  so  lange  in  den  Zähler  dividiren,  bis  ein  acht  ge- 
brochener Rest  zum  Vorschein  kommt,  d.  h.  jede  unächt  gebro- 
chene Function  lässt  sich  in  eine  ganze  und  in  eine  acht 
gebrochene  Function  zerlegen. 

Die  Summe  mehrerer  acht  gebrochenen  Functionen  ist  wieder 
eine  acht  gebrochene  Function,  deren  Nenner  im  Allgemeinen  das 
Product  aus  den  Nennern  der  Summanden  darstellt,  z.  B. 

3  2a?     _    6x^  —  2x  +  S 

x—1  "^  x^  +  l~  (x—  1)  (x^  +  1)  ' 

man  wird  durch  diese  Bemerkung  auf  die  Frage  geführt,  ob  es  um- 
gekehrt wohl  möglich  sein  würde,  eine  gegebene  acht  gebrochene 
Function  in  einzelne  Functionen  derselben  Art,  in  sogenannte  Par- 
tialbrüche, zu  zerlegen.  Um  dies  zu  untersuchen,  denken  wir  uns 
vorerst  den  Nenner  F(x)  in  Factoren  zerlegt,  etwa 

F(x)  =  C(x  —  ri)  (ä;  —  r2)  .  .  .  .  (a?  —  r«) 

und  nehmen  0=1,  worin  keine  wesentliche  Beschränkung  liegt, 
weil  man  erforderlichen  Falls  Zähler  und  Nenner  der  gebrochenen 
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Function  durch  den  CoefQcienten  der  höchsten  im  Nenner  vorkom- 
menden Potenz  dividiren  kann.  Da  möglicherweise  mehrere  der 
Wurzeln  t*i ,  rj ,  .  .  .  r«  gleich  sein  können,  so  wollen  wir  annehmen, 
es  seien  vorhanden  a  Wurzeln  jede  =  a,  /J  Wurzeln  jede  =  b  u.  s.  w. ; 
es  ist  dann 

1)  F(ic)  =  (ic  —  a)«  (X'-h)ß  (x  —  c)y  .  .  .  (x  —  hy, 

und  die  Grössen  a,  l),  c,  .  .  .  X;  sind  jetzt  sämmtlich  verschieden.  Der 
Zähler  der  gegebenen  Function  heisse  f(x) ;  sein  Grad  ist  <^  n. 

Für  den  Augenblick  sei 

2)  OQc)  =  (x  —  h)ß  (x  —  c)y (x  —  hy, 

mithin 

3)  F(x)  =  (x—  a)«  0(x) , 
feiner 

0(a)  ''^^  ^  x  —  a 

es  gilt  dann,  wie  durch  Substitution  der  Werthe  von  Ä  und  fi(x) 
sogleich  geprüft  werden  kann,  die  folgende  identische  Gleichung 

.^  /(^)  _  Ä  Mx) 

^^  (a;  — a)«<P(a;)  ""  (äj  — a)«  "*"  (x  —  ay-^0(x)  ' 

und  daran  knüpfen  sich  zwei  wesentliche  Bemerkungen.  Da  ^(x) 
den  Factor  x  —  a  nicht  enthält,  so  ist  ^(a)  von  Null  verschieden, 
mithin  A  eine  endliche  bestimmte  Grösse.  Ferner  hat  man  zufolge 
des  Werthes  von  A 

•^  ^  X  —  a 

der  Zähler  des  vorstehenden  Bruches  ist  eine  ganze  rationale  Func- 
tion von  X  und  verschwindet  für  x  =  a;  eben  desswegen  lässt  sich 
diese  Function  ohne  Rest  durch  x  —  a  dividiren  und  folglich  ist 
der  Quotient,  d.  h. /i(aj)  eine  ganze  Function  von  x.  In  der  Glei- 
chung 5)  liegt  demnach  der  Satz,  dass  die  ursprünglich  gegebene 
acht  gebrochene  Function  in  zwei  acht  gebrochene  Functionen  zer- 
legt werden  kann,  von  denen  die  zweite  dieselbe  Form  besitzt  wie 
die  ürfunction,  während  gleichzeitig  der  Grad  ihres  Nenners  um  eine 
Einheit  niedriger  ist.  Indem  man  dasselbe  Theorem  wieder  auf  die 
zweite  Function  rechter  Hand  anwendet,  erhält  man 

Schlömilch,  Analysis.    I.  19 
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(x  —  a)«  0(x) 

68  erhellt  angenblicklich ,    wie  dieses  Yerfahren  fortgesetzt  werden 
kann  und  dass  man  dabei  zu  folgender  Gleichung  gelangen  muss : 

6)  /(^)  _        ^  ,  Äi  

,    ^«-1    ,    fa(x)    . 


•  *  •  • 


x  —  a        0(x) 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

^(x)  =  (x  —  c)r (x  —  hy, 

80  ist  der  letzte  Bruch  in  der  vorigen  Gleichung 

0(x)   ~  (x  —  h)ßW(x)  ' 

mit  dieser  acht  gebrochenen  Function  lassen  sich  wieder  dieselben 
Umwandlungen  vornahmen  wie  in  Nro.  6)  und  indem  man  dieses 
Verfahren  fortsetzt,  gelangt  man  schliesslich  zu  folgender  Gleichung 

^  Fix)  ~  {x  —  ay  "^  (aj  — a)«-i  "^  "^  x  —  a 

"^  (x  —  h)ß  "^  (a;  — 6)^-1  "^  "*"  a?  — 6 

+ 

I  ^         i_  -Si  ,  ,    Äic— 1 

^  (x—hY  ^  (x-^hy-^  ^  ^  x  —  h 

Nachdem  hiermit  die  Möglichkeit  sowie  die  Form  der  Zerlegung 
acht  gebrochener  Functionen  gezeigt  worden  ist,  kommt  es  noch  auf 
die  Berechnung  der  constanten  Zähler  ^,  j4i,  .  .  .  -4«— i,  J?,  JBi  etc. 
an.  Diese  würden  sich  zwar  bei  wirklicher  Ausführung  der  vorhin 
angedeuteten  Operationen  immittelbar  finden,  doch  ist  dieses  Yer- 
fahren  80  umständlich,  dass  ein  kürzeres  wünschenswerth  bleibt. 

Der  nächstliegende  Gedanke  ist  offenbar,  allen  auf  der  rech- 
ten Seite  von  Nro.  7)  stehenden  Grössen  den  gemeinsamen  Nenner 
(a? — a)"(a?:— l>)^...(aj — hY=F{x)  zu  verschaffen  und  dann  die  Zähler 
zu  vergleichen.  Die  völlige  Identität  von  f{x)  und  dem  rechts  zum 
Yorschein  kommenden  Zähler  ist  aber  nur  möglich,  wenn  beiderseits 
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gleich  hohe  Potenzen  von  x  gleiche  Coef&cienten  besitzen;  man  er- 
hält damit  a  +  /J  -f"  *  "  •  4-  ^  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Be- 
stimmung der  eben  so  viel  Unbekannten. 
Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  von 

9a?^  —  3a;  +  8 

a?«  —  «2  ».  ^  _|_  1  ' 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  x^  —  x  -\-  1  sind  a;=  +  1, 
a?=  +  l,a?=  —  1,  daher  ist  x^  —  x^  —  x  -\-  1  =  (rc  —  1)* 
{x  +  1)  und 

9a?«  —  3a;  +  8     9a?»  —  3a;  +  8 

a?8  —  a;2  —  a?  -f  1  ~  (a?  —  1)«  (a?  +  1) 


(a;— 1)2    '    a?  — 1    '    a?4-l 

Nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  {x — 1)«  (a?  -[- 1)  hat  man 
die  beiden  Zähler 

9a;2  —  3a;  +  8 
=  (^1  +^)  a?«  +  (^  —  2  jB)  a;  +  (^  —  ^1  +  B\ 
deren  Identität  folgende  drei  Gleichungen  liefert 
^i+JB=9,         ^  —  2^  =  —  3,         ^  —  ^1+5  =  8; 
man  findet  hieraus  A  =^  7 ^  Ai  =  4,^  =  5,  mithin 
9a;«  — 3a?  +  8  7,4,5 

+  1 — r  + 


a?8  — a;«  — a;-|-l        (a;— 1)«    '    a?— 1    '    a;  +  1 

Bei  einer  grösseren  Anzahl  von  Partialbruchen  wurde  auch  die- 
ses Verfahren  sehr  weitläufig  werden;  wir  wollen  daher  noch  andere 
Methoden  zeigen. 


§*  62. 
Die  Zähler  der  FartiLalbriiche« 

Zunächst  mag  der  einfache  Fall  betrachtet  werden,  wo  a  =  /) 
=  y  =  .  .  .  =  X  =  1  ißt,  also  der  Nenner 

1)  F(x)  =  (a;  —  a)  (a;  —  5)  (a?  —  c)  .  .  .  .  (a;  —  Ä) 

keine  gleichen  Factoren  enthält;  die  Gleichung  12)  lautet  jetzt 


F{x)         X  —  a       X  —  h        X  —  c  x  —  h 

Wir  bringen  dieselbe  auf  die  kurze  Form  ^^ 
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'  F(x)    ~  x—a'^   0(x)  ' 

OD  Cx\ 

wo    Z.)  \   die  Summe  aller  übrigen  Partialbrüche  bezeidinet  und 

0(x)  =  (x—V)  (of  — c)  .  .  .  (x — Ä), 
mithin 

4)  F(x)  =  (X'-a)  0(x) 

ist.    Durch  Multiplication  der  Gleichangen  3)  und  4)  erhalten  wir 

f(x)  =  A0ix)  +  (x—a)  g)(x) 
und  für  x  =  a 

f (a)  =  A0(a)  oder  Ä  =  ^  ■ 

Um  aus  dieser  Gleichung,  welche  mit  Nro.  4)  des  vorigen  Para- 
graphen übereinstimmt,  ^(a)  zu  entfernen,  differenziren  wir  die  Glei- 
chung 4),  wodurch  entsteht 

F'(x)  =  (x—a)  0'(x)  +  0(x), 
und  nehmen  auch  hier  x  =  a'y  dies  giebt 

F'(a)  =  0(a), 
mithin  nach  dem  Vorigen 

^  F\a) 

Für  jeden  anderen  Zähler  würde  sich  die  Sache  ganz  analog 
gestalten  und  es  ist  daher 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

aj2  — 7 


x^  +  2x^-'6x—e 

Der  Nenner  desselben  verschwindet  fürap  =  —  l,aj=4"2, 
X  =  —  3  und  ist  daher  =  (x -\-  1)  (x  —  2)  (x-\-  3)\  die  Zerlegung 
geschieht  demnach  in  folgender  Weise: 

aj2  —  7  Ä  B  G 


x^  + 2x^  —  6x^6        x+1    '    x  —  2    '    a;+^ 

Hier  ista?=  —  l,6=-|-2,c  =  —  3, 

f(x)  =  a?2—  7,  F'(x)  =  3a?2  +  4a;  —  5, 
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B  = 


/(+2)  -   3  , 


F'(+  2)         + 15 


6* 


>_  /(-3)    _+   2   _        , 
J^'C— 3)  —  +10  ~  "^  **' 

nnd  daher  zerlegt  sich  der  betrachtete  Bruch  wie  folgt 
a?»  —  7  1  1  1        ,    i. 


x^+2x^'^6x  —  6        x  +  l         6      ic  — 2'6      x  +  3 

Das  soeben  auseinandergesetzte  Verfahren  bleibt  im  Wesent- 
lichen ungeändert,  wenn  einige  oder  alle  der  Wurzeln  a,  &,  c\  .  .  .  k 
complex  sind,  denn  die  vorgenommenen  Rechnungsoperationen  gelten 
ganz  gleichförmig  fär  reelle  und  complexe  Zahlen«  Will  man  aber 
den  üebelstand  vermeiden,  dass  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung 2)  imaginäre  Grössen  vorkommen,  so  braucht  man  nur  je 
zwei  solche  Partialbrüche  zu  vereinigen,  deren  Nenner  je  zwei  con- 
jugirte  complexe  Wurzeln  enthalten.  Um  dies  näher  zu  «erläutern, 
wollen  wir  vorerst  annehmen,  die  Gleichung  F(x)  =  0  habe  nur 
zwei  complexe  Wurzeln ;  diese  sind  dann  einander  conjugirt  und  von 
den  Formen 

a  =  jp  +  f  g ,        h  =  p  —  iq. 
Aus  der  Gleichung  2)  wird  jetzt  die  folgende 


F(x)         X — p  —  iq        X — p-\-iq        x  —  c  x  —  Ä 

und  darin  ist 

.  _  fis  +  ig)         „  _  /(p  —  ig) 

rip  +  iq)'  F'ip-iq)' 

Die  vollständige  Entwickelung  von  A  führt  zu  einem  Werthe 
von  complexer  Form  etwa 

da  sich  aber  A  und  B  nur  in  dem  Vorzeichen  von  i  unterscheiden, 
so  muss  B  den  conjugirten  Werth 

J?==  Jtf  —  tJV 
besitzen.    In  Nro.  7)  lassen  sich  jetzt  die  beiden  ersten  Partialbrüche 
zusammenziehen ;  der  gemeinschaftliche  Nenner  wird  (x-^p)^  •\-  g}^ 
im  Zähler  kann  man  zur  Abkürzung 

2M=P,         —2(Mp  +  N'q)=Q 
setzen  und  erhält  dann 

^         F(x)         (x—py  +  q^^x  —  c^  '^  x  —  k 
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Die  beiden,  zn  conjugirten  Wurzeln  gehörigen  imaginären  Par- 
tialbrüche  liefern  also  zusammen  einen  reellen  Partialbruch  mit  qua- 
dratischem Nenner.  Auf  gleiche  Weise  behandelt  man  jedes  Paar 
von  Partialbrüchen,  welches  von  einem  Paare  conjugirter  Wurzeln 
herrührt. 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —^  dx^  -^  x  +  6  sind  x  = 
2  -|-  t,a?  =  2  -7-t,aj  =  —  1,  mithin  wird  die  Zerlegung 

7a;  — 3  A  ,  B  ,       G 


a?8— 3a?2  +  a?4-5        a?— 2  — «^«  — 2  +  i    '    x+l 
Hier  ist 

a  =  2  +  t,         5  =  2  — t,         c=—  1, 
f(x)  =  7a?  —  3,         F'(x)  =  3a:2  —  6a?  +  i, 

.  _    /(2  +  i)  _  +ll  +  7i  _  1  _  o . 
^~ir'(2+i)~-    2  +  6i~*  ' 

^~JF'(-1)~  +10  ""  • 

folglich  die  gesuchte  Zerlegung 

7aj  — 3  |— 2i       ,       l+2i 


7  + 


xB^Sx^  +  x+5        a;  — 2  — i^    a;  — 2-l-i        aj  +  1 
d.  i.  bei  Zusammenziehung  der  beiden  ersten  Partialbrüche 

7a;  — 3  x  +  2 1__  ^ 

a?3— 3a;2  +  a;  +  5  ~  a;2  — 4a?  +  5        a?+  1  ' 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

^TO— 1 


a;»— 1  ' 
worin  m  und  n  ^  m  —  1  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  mögen. 

7t 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  —  =  -Ö" ,  so  hat  die  Gleichung  a?"  —  1 

n 

=  0  bei  geraden  n  die  beiden  reellen  Wurzeln 

a?=+l,         X  z=  —  1 
und  n  —  2  complexe  Wurzeln,  welche  aus  den  Formeln 

X  =  coshd'  -\-  isinkd"^        x  =  coshd'  —  isinhd' 
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dadurcli  erhalten  werden,  dass  man  ^  =  2,  4,  6....n  —  2  nimmt. 
Nun  ist  im  vorliegenden  Falle 

f{x)  =  a?"»-i,    F{x)  =  a?»  —  1 ,        F\x)  =  na?«-^; 

die  beiden  reellen  Wurzeln  liefern  also  die  Partialbrüche 

n  X —  l'  n     X  -\-  1 

Femer  giebt  die  Wurzel  X  =  coshd"  -{-  isitihd"  einen  Partial« 
brach,  dessen  Zähler  ist 

(coshd'  -\-  isinTid)^"^ cosh(m  —  n)d'  -|-  isinh(m — n)9' 

n(cosh&  -\-isinhd^)^~^  n  ' 

wobei  der  Moivre'sche  Satz  henutzt  wurde.  Mit  Rücksicht  auf  den 
Umstand,  dass  nd"  =  X  und  h  eine  gerade  Zahl  ist,  erhält  man  ein- 
facher 

^       coshmd'  +  isinhmd' 

JB=  ; 

n 

die  Wurzel  x  =  coshd"  -\-  isinhd'  giebt  also  den  Partialbruch 

1     coshmd' -\- isinhmd' 

n  X  —  (coshd"  +  i sin h d) 

Der  conjugirten  Wurzel  x  =  coshd  —  isinhd'  entspricht  der 
conjugirte  Partialbruch 

1     coshmd — isinhmd 
n  X  —  (coshd  —  isinhd)  ' 
beide  Partialbrüche  zusammen  liefern  den  reellen  Bruch 
.  2  (x  —  coshd) coshmd  —  sinhd  sinhmd 

^  "»  x'—2x  coshd  +  1  ' 

dessen  Zähler  sich  noch  etwas  reduciren  lässt,  was  aber  späterer  An- 
wendungen wegen  unterbleiben  möge.  Man  erhält  nun  die  gesuchte 
Zerlegung,  wenn  man  die  in  Nro.  9)  angegebenen  Brüche  nebst  den 
Brüchen  summirt,  welche  aus  Nro.  10)farÄ  =  2,4,  6,...w  —  2 
hervorgehen;  unter  Benutzung  eines  Summenzeichens  (£)  ist  also  für 
gerade  n: 

11)    ^üii  =  1  _JL.  +  (-!)"•    V 


a?»  —  1        n  X  —  1  n      x-\-  1 

,    2^  '\;^(x  —  coshd)coshmd  —  sinhd  sinhmd 
"^  "n   ^                 x^  — 2x coshd +1  ' 

Ä  =  2,4,6, w  —  2. 

Bei  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  1=0 
folgende 
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X  =  coshd'  -f-  isinhd'y        x  =  coshd"  —  isinhd', 

Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  w  —  1; 

die  Rechnung  unterscheidet  sich  jetzt  nur  dadurch  von  der  vorigen, 
dass  die  Wurzel  x  =  —  1  nebst  dem  entsprechenden  Partialbruch 
wegfällt;  daher  ist  für  ungerade  n: 

12)  ^ri^i.j_ 

.    2^  TTi  (x  —  COS  h  %)  COS  7i  m  d-  —  sm  h  d"  sin  li  m  %" 
'^  'n    ^  x'i^2xcosh^  +  l  ' 

7i  =  2,  4,  6,  .  .  .  .  n  —  1. 

Als  letztes  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 


wir  unterscheiden  dabei  wieder  gerade  und  ungerade  n.  Im  ersten 
Falle  hat  die  Gleichung  rc"  -[-  1  =  0  nur  complexe  Wurzeln  von 
den  Formen 

X  =  coshd'  -[-  isinhd'f        x  =  coshd'  —  isinhd' , 

7t 

WO  d  ==  —  und  h  =  1,3,  5,... n  —  Izu  setzen  ist.   DerWur- 
n 

zel  x  =  coshd"  -\-  isinhd'  entspricht  ein  Partialbruch  mit  dem  Zähler 

cosh(m  —  n)9'  -\-  isinh(m  —  n)d' 

M  =  ■ —  , 

n 

wofür  man  wegen  wO*  =  ä  und  wegen  des  ungeraden  h  schreiben 
kann 

coshmd  -f-  isinhmd 


E  =  — 


n 


Die  beiden  conjugirten  Wurzeln  liefern  daher  die  conjugirten 
Partialbrüche 

1     coshmd -\- isinhmd        ,         1     coshind — isinhmd 

und 


n  X  —  (coshd  -}-  isinhd)  n  x  —  (coshd  —  isinhd)  ' 

die  sich  leicht  zusammenziehen  lassen.     Damit  gelangt  man  bei  ge- 
raden n  zu  folgender  Zerlegung: 

x"*~^    ^  "^ — (^  —  ^^^^^)(^^shmd -^  sinhd  sinhmd 

^     a;«+  1  ~  TT  -^  x^—2x coshd  +  1  ' 

7i  =  1 ,  3,  5,  .  .  .  w  —  1. 
Bei  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  o?"  -\-  1=0; 
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a?  =  —  1, 
X  =  coshd'  -f-  isinhd',        x  =  coshd'  —  isinhd'^ 

Ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  n  —  2; 
die  Zerlegung  geschieht  also  wie  vorhin,  nur  kommt  noch  der  Par- 
tialbruch hinzu,  welcher  der  reellen  Wurzel  x  =  —  1  entspricht.   Man 
hat  daher  für  ungerade  n: 

14)  a?"»-^     ^(-^l)m-l        1 

^      a;»  + 1  n         x+1 

.    2  'sri — (x  —  coshd')cos'hmd' -{- sinh^sinhmd' 
"^  n"  ^  x'^  —  2x coshd' +1  ' 

7i  =  1 ,  3 ,  5 ,  .  .  .  w  —  2. 


§.  63. 
FortsetEimg  und  Schluss. 

"Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  or,  /),...  x  nicht 
sämmtlich  =  1  sind  (Formel  7  in  §.  61).     Es  sei  r  irgend  eine  der 

Grössen  a,  l),  c,  .  .  .  A;,  und  es  bedeute    Z)  i  die  Summe  aller  Par- 

Q>{x) 

tialbrüche,  in  denen  r  nicht  vorkommt;  die  Gleichung  7)  in  §.  61 

lässt  sich  dann  folgendermoassen  darstellen: 

yM-    B  R,      .....  V^.  j^ 

^       F(x)  ~  (x—r)9  ^  (ir— r)?-i  ^       ^  x  —  r  ^    0(x)  ' 
und  zwar  ist  hier 

2)  F(x)  =  (x  —  r)QO(x). 

Durch  Multiplication  beider  Gleichungen,  wobei  zur  Abkürzung 

3)  B  +  Bi(x--r)  +  R2(X'-r)^  +  '"  +  Eg-.i(x  —  r)Q~^=^X 
gesetzt  werden  möge,  ergiebt  sich 

4)  f(x)  =  X0(x)  +  {X'-r)9cp(x). 

Diese  Gleichung  difPerenziren  wir  mehrmals  nach  einander  und 
nehmen  in  jeder  einzelnen  Differentialgleichung  wie  auch  in  Nro.  12) 
selbst,  X  =  r  was  bei  X  und  seinen  Differentialquotientwi  X\  X" 
etc.  durch  ein  angehangenes  r  bezeichnet  werden  möge;  wir  haben 
dann  folgende  Gleichungen: 

/(r)    =X.«5(r), 

/'(r)  =XrO'(r)  +  X;0(r), 

/"(r)  =  XrO"(r)  +  2X;^'(r)  +  Z;'<P(r), 

u.  s.  w. 
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Andererseits  ergeben  sich  aus  Nro.  3)  folgende  Werthe  von 
Jkft  Xff  Xr  etc. 

Xr  =  B,     X;.=  lBi,     Z;'  =  1.2122,     Z;"  =  1.2.3JB3  U.S.W.; 
Bubstituirt  man  dieselben  in  die  vorigen  Gleichungen  und  bezeichnet 
zur  Abkürzung  1.2.3...9n  mit  w',  so  gelangt  man  zu  folgenden 
Gleichungen: 

(     /(r)    =R0(r), 
5)  j     /'(r)  =  EQ'(r)  +  VBi0(r), 

u.  s.w. 
deren  allgemeines  Schema  ist 
/("»>(r)=22a>^«»)(r)  +  (w)i  l'JJ.^C'^-DCr)  +  (m)3  2'i?2^<*»-2>(r)H 

Man  kennt  hier  0(x),  mithin  auch  0(r)y  ^'(r),  0'\r)  etc.; 
die  GleichuDgen  5)  enthalten  daher  nur  die  Unbekannten  12,  Bi^ 
B2  etc.,  welche  der  Beihe  nach  daraus  entwickelt  werden  können. 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung 

1 

x^x—iy  (x-\- 1) 


x^         «2  X         (x  —  ly       X  —  1        a?  -|-  1 

Um  zunächst  Ä,  Äi,  Ä2  zu  bestimmen,  hat  man  A  für  i2,r  =  0» 
und 

0(x)   =(x—iy(x+l)r=x^  —  x^  —  X'\-h 
0'(x)  =  3a;2  — 2a;— 1,         0"(x)  =  6a;  — 2 
zu  setzen,  während  f(x)  immer  =  1  ist.     Die  Gleichungen  5)  wer- 
den jetzt 

0  =  ^(—2)  +  2^i(— 1)  +  2^2, 
und  daraus  ergeben  sich  die  Werthe 

^  =  1 ,     ^1  =  1,     Ä2  =  2. 

Um  B  und  Bi  zu  finden,  schreibt  man  in  Nro.  5)  B  statt  Bf 
setzt  r  =  1, 

0(x)  =  x^(x  -|-  1)  =  o:*  +  x^f 

0'(x)  =  4a?3  +  3x^ 
und  erhält 

1  =  B.2  0  =  B.7  +  JB1.2, 
mithin 
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Zar  Bestimmung  von   C   gehören    endlich    die  Substitutionen 
Ä  ==  C,  r  =  —  1, 

0(ir)  =  a?8(aj— 1)2; 

die  erste  der  Gleichungen  5)  liefert  dann 

1  =  C(— 4)    oder    0=  —  J. 

Zufolge  dieser  Coef&cientenwerthe  hat  man  jetzt  folgende  Zer- 
legung 

1 

X^(X  —  1)2  (X  +  1) 

=■+•+4+     •  ' 


a?8    '     a?2     '     X     '    2(a;— 1)2        4(a?  — 1)        4(a;  +  l) 

Das  angegebene  Verfahren  bleibt  der  Hauptsache  nach  unge- 
ändert,  wenn  zwei  oder  mehrere  der  Grössen  a,  b,  c,  .  .  .  X;  complex 
ausfaUen,  nur  wird  man  das  Imaginäre  wie  früher  dadurch  vermei- 
den, dass  man  je  zwei  Partialbrüche  vereinigt,  welche  conjugirten 
Wurzeln  entsprechen.  Ein  Beispiel  dürfte  hinreichen,  um  diese  Mo- 
dification  kennen  zu  lernen. 

Wenn  es  sich  um  die  Zerlegung  des  Bruches 

x  +  l 
(a;2  -j-  1)2  (x  —  1) 

handelt,  so  zerfallt  man  erst  x^  -\-  1  in  (a?  —  *)  (^  +  *)  und  setzt 
dann 

^  x-\-l ar  +  l 

(a;2  +  1)2 (a?  —  1)  ""  (x  —  iy(x  +  i)^(x—l) 

(x  —  i)^  ^  x  —  i  ^  (x  +  iy^  x  +  i'^  x—l 

9 

Die  Gleichungen  5)  liefern ,  wenn  man  /(a?)  =  a?  -|-  1 »  4  für 
JB,  i  für  r  und  Q(x)  =  (a?  +  0^  («  —  1)  setz*»  die  Werthe 

Zur  Bestimmung  von  B  und  ^i  ist  keine  neue  Eechnung  erfor- 
derlich, denn  es  würde  sich  "diese  nur  darin  von  der  vorigen  unter- 
scheiden, dass  überall  —  i  an  der  Stelle  von  i  und  B  statt  A  stände  \ 
man  hat  daher 

B--J,  B,- — 

Die  Substitution  r  =  1 ,  B  —  C,  0(x)  =  (a;*  +  1)«  giebt 
nocli  C  =  I  und  daher  ist 


^ 
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x+l 
(a?2  -f  1)2  (x  —  1) 

~4   [(X'-ty        (x  +  iyi        4t  U— *  "^  x  +  i\  "^2  «— 1  ' 
oder  bei  Zusammenziebtmg  der  conjugirten  Parbialbrüche 

X  +  l 
(x^+iy(x^l) 

_  0?  1    x-\-l         1        1 


(aja+l)»        2  »2  +  1    '    2  «  — 1 


-j 
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Cap.  X 

Fundamentalsätze  der  Integralrechnung. 

§.64. 

•t 

Bestimmte  und  unbestimmte  Integrale. 

Die  Betrachtung  einer  Function  F(x)  und  ihres  Differentialquo- 
tienten FXx)  yeranlasst  zwei  verschiedene  Aufgaben,  nämlich  ent- 
weder F'(^)  aus  F(x)  abzuleiten,  oder  umgekehrt  F(x)  zu  finden, 
wenn  F^x)  gegeben  ist.  Mit  der  ersten  Aufgabe  beschäftigt  sich 
die  Differentialrechnung,  die  zweite  gehört  der  Integralrechnung, 
bezeichnen  wir  die  gegebene  Function  mit/(a;),  so  würde  es  darauf 
ankommen,  die  unbekannte  Function  F{x)  zu  ermitteln,  von  welcher 
f{x)  der  Differentialquotient  ist. 

Eine  directe  Lösung  dieses  Problems  lässt  sich  aus  dem  Be- 
griffe des  Differentialquotienten  unmittelbar  herleiten,  indem  man 
die  Gleichung 

benutzt,  in  welcher  Q  eine  mit  8  gleichzeitig  gegen  die  Null  conver- 
girende  Grösse  bezeichnet.     Wir  geben  dieser  Gleichung  die  Form 

F(x  +  S)-  F(x)  =f(x)  d  +  Qd, 

nehmen  darin  der  Reihe  nach 

55  =  a,  a  -|-  8x,  a  +  ^1  +  Ja»  •  •  •  c^  +  ^i  +  •  '  *  +  ^»— it 
Ä  =  dl,     ig,  A3,  ...  d„ 

und  bezeichnen  die  verschiedenen  Werthe  von  Q ,  welche  jenen  Sub- 
stitutionen entsprechen,  mit  91 ,  92 ,  •  • .  ^n  >  ^^^h  wollen  wir  zur  Yer- 
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madoDg  jeder  Doppeidentiii^eit  tob /(r)  TonoBBetxen,  djtas  /(x)  redl, 
eodlidi  und  coMÜmiiiüA  bleibe  tob  jt  =  a  bis  x  =  a  -}-  d^  -f-  -  - 
'  -^  '«'i;  wir  baben  dann  folgoide  Glrirlimigen : 


^«+»i+-+»,J-HaJ-»i+-!-«^,)=/(«+«i+-+9.-i)^'.+M. 
Dordb  Addition  dcnelboi  eigiebt  sidi 

F(a  +  «1  +  «,  -I h  «.)  —  F(a) 

=/(<»)«i+/(a  +  »i)  «*  +  /(«+«!+«*)«»+  ••- 

--•  +/(ö-r«i  +  «i  -i-     -     -^  «.-0». 

+  ^1*1  +  ^«^  +  ^*a  H 4-  p.*«. 

Wlblen   wir    die  beliebigen  Grossoi  <fi,  d^,  .  -  -  '•  bo,    dass    ihre 
Summe  h  —  a  betragt,  so  ist  ancb 

2)  F(b)  -  F(a)  ~  fed,  +e.»«-^  -  •  •  +  Qn8n] 

•  -  •  +  /(a  -h  dl  +  dj  4-  . .  .  -f  d,_Od,. 
Zwisdien  zwei  gegeboien  Zahlen  a  nnd  &  bissen  sieb  mm  belie- 
big Tiele  Zahlen  Xi ,  Xj,  j^ ,  •  •  .  ^— i  einschalten  und  wenn  die  An- 
zahl der  letzteren  willkührlich  bleibt,  so  kann  man  dieselben  nm  be- 
liebig kleine  Stufen  wachsen  lassen,  d.  h.  die  Unteisdiiede 

Xj   a,      Xf  —  Xif      Xz  —  Xj,  .  .  .  .  Xn-\  —  ^—3«      ^  —  ^-1 

ko  klein  machen,  als  man  will  *).     Anf  den  vorliegenden  Fall  für 

Xi  —  a  =  di,    x^  —  Xi  =  dj, &  —  ^«—1  =  '« 

angewendet  heisst  dies,  man  kann  jede  der  Grossen  d^,  d^,  .  .  .  d, 
beliebig  rerringem  ohne  hierbei  die  Bedingnngsgleichnng 

dj  -|-  dj  -]-•-••  -|-  d,  =  b  —  a 
zn  stören«  Hieraus  folgt  nach  Nro.  1),  dass  jede  der  Grossen  Qi, 
9if  '  '  *  9»  ^^^  ^^1  beliebig  nahe  gebracht,  mithin  ihr  absoluter 
Werth  kleiner  als  eine  willkührliche  Grösse  X  gemacht  werden  kann. 
Man  bat  also  bei  hinreichend  grossen  n  und  hinreichend  Meinen  di, 
d) ,  ,  .  .  d« 


*)  Geometrisch  ist  dies  der  unmittelbar  einleuchtende  Satz,  dass 
mau  zwischen  den  Endpunkten  einer  geradlinigen  Strecke  AB  beliebig 
viele  Punkte  M^  M^,  .  .  .  JUi»— i  einschalten  und  diese  beliebig  nahe 
nebeneinander  setzen  kann,  wenn  deren  Anzahl  so  gross,  als  man  will, 
gewählt  werden  darf. 
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— -^ <(>!<  + ^,    —  A<p2<  +  A,  .  ..  —  A<p»<  +  A 
folglich,  weil  alle  ö  positiv  sind, 

-  A(«i  +  Ä2  +  «3  + +  »0 

+   ^«l+«2+«8+ +««) 

oder 

—  l(h  —  a)<:Qidi  +  92*2  H |-9n*n<  +  A(^--ö)- 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Summe  ^i  Sj  -|-  •  •  •  -|-  ()„  8„  be- 
liebig weit  verringert  werden  kann,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst 
und  jedes  8  unendlich  abnimmt,  während  die  Bedingung  öi  +  ^2  H — 
•  •  -|-  Ä«  ==  b  —  et  ungestört  bleiben  muss.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen ist 

3)  Lim(Qidi  -|-  p^dj  +  .  .  -  -|-  Q^8n)  =  0, 
mithin  nach  Nro.  2) 

4)  F(b)  —  F(a) 

=  Lim[/ia)d,  +/(a  +  *0«2  +  /(«  +  *!  +*2)«3  + 

Hiermit  ist  die  anfangs  erwähnte  Aufgabe  gelöst,  weil  es  am  Ende 
freisteht,  x  für  das  beliebige  h  zu  schreiben. 

Den  vorhin  ausgesprochenen  Bedingtmgen,  dass  bei  unendlich 
wachsenden  n  jedes  8  gegen  die  Null  convergiren  und  die  Summe 
aller  8  constant,  =  5  —  a  bleiben  muss,  genügt  man  u.  A.  durch 
die  Annahme 

Ol     =    So    =    Öq    •    •    •    •   =    8m    =    , 

in  welchem  Falle  einfach  8  für  Äj ,  8^  etc.  geschrieben  werden  möge ; 
est  ist  dann 

5  *)  F(b)  —  F(a) 

=  Lim  { [/(a)  +  /(a  +  ö)  +  /(a  +  2  Ä)  +  . . .  +  /(a  +  ir:^!  g)]  8], 

n 

wobei  f(x)  continuirlich  bleiben  muss  von  a?  =  a  bis  aj  =  5. 

Eine  compendiösere  Gestalt  erlangt  diese  Gleichung,  wenn  man 
beachtet,  dass  die  rechte  Seite  eine  Summe  darstellt,  deren  einzelne 
Glieder  von  der  Form  f(x)  8  sind,  dass  man  also  schreiben  könnte 


•)  Ein  Beispiel  zu  der  obigen  Formel  ist  folgendes.  Es  sei  einfach 
f(x)  =  X,  mithin  F(x)  die  unbekannte  Function,  deren  Differentialquo- 
tient =:  X  sein  soll,  so  wird 

Schlömilch,  Analysis.    I.  20 
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F(b)  —  F(a)  =  Lim2f(x)d, 
wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Addition  aller  der  Glieder 
bezieht,  welche  für 


X  =  a,  a  -{■  Ä,  a  +  2d,  ...a  +  n  — 18 
aus  /(x)  ö  hervorgehen ;  noch  kürzer  ist  die  Bezeichnung 

>(6)  —  F(a)  =  UmSf{x)i, 

a 

wobei  man  nur  zu  merken  hat,  dass  a  der  erste  Werth  von  x^  dass 
jeder  folgende  Werth  um  8  grösser  und  dass  endlich  "b  —  S  der  letzte 
Werth  von  x  sein  soll.  Insofern  hier  S  die  Differenz  zwischen  zwei 
Nachbarwerthen  des  x  ausmacht,  eignet  sich  das  Zeichen  ^x  besser 
als  d,  also 

h 

F(p)  —  F(a)  =  Lim2f(x)^x. 

a 

Hier  kann  noch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  Lim 

erspart  werden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  bei  unendlich  wach- 

h  — ~  d 

senden  n  der  Ausdruck =  d  =  dx  die  Null  zur  Grenze  hat 

n 

und  dass  diese  unendliche  Abnahme  des  ^x  kürzer  durch  das  Zei- 
chen des  Differentiales  {dx)  ausgedrückt  wird;  so  bleibt  also 

FQ>)  —  F{a)  =  2Jf{x)  dx, 


F(h)  -  F(a) 
=  i»w{[a  +  (a-|-(f)-|-(a-f  2(r)H V{a'  +  n=^^)\S} 

=  i;tOT{nacf  +  (l+2-|-3--  +  ir=T)(f2} 


mid  wenn  man  für  ef  seinen  Werth einsetzt: 

n 


ft-a 


F{1)  -  F(a)  =  Um {a (6 - a)  +  |(& - a) (6— a—  2-^)} 

=  a(h-a)  +  l(&-a)a 

Daraus  folgt,  indem  man  rc  far  5  schreibt: 

F{x)  =.  \x^  +  F{a)  -la», 

oder,  wenn  der  von  x  unabhängige  Theil  F(a)  —  |  a^  mit  C  bezeichnet 
wird: 

F(x)^\x^-\'  C, 

wo  nun  C  eine  willkührliche  Gonstante  bedeutet.     In  der  That  wird 
F'{x)  =  X,  wie  verlangt  wurde. 
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wobei  es  zur  besseren  Unterscheidung  üblich  geworden  ist,  statt  des 
griechischen  Buchstaben  einen  lateinisclien  zu  gebrauchen;  die  Be- 
Zeichnung  ist  nun 


6) 


F(h)  —  F(a)  =  jf(x)  dx. 


Den  Ausdruck  rechter  Hand  nennt  man  das  zwischen  den 
Grenzen  x  =  a  und  x  =  J>  genommene  Integral  von  f{x)dx 
oder  auch  das  bestimmte  Integral  von  f(x)dx,  genommen 
von  X  =  a  bis  x  =  h. 

Es  ist  nichts  weniger  als  überflüssig,  die  geometrische  Bedeu- 


Fig.  40. 


tung    dieses  Ausdruckes  ken- 
nen zu  lernen,  wenn  wir  auch 
jetzt  nicht  tiefer  darauf  ein- 
gehen. In  Fig.  40  sei  in  recht- 
winkligen Coordinaten  OM=^x 
die  Abscisse,  MP  =f(x)  die 
Ordinate    und   die  von   einer 
beliebigen  aber  festen  Ordinate 
QH    an     gerechnete    Fläche 
QHPM=  F(x),  dann  bedeu- 
tet F(b)  —  F(a)  eine  Fläche, 
welche  die  Strecke  h  —  a  der 
Abscissenachse  zur  Basis  hat;  für  OÄ  =  a  und  OB  -=  &  ist  dem- 
nach 

F(b)  —  F(a)  =  Fläche  ABBG. 

Man  wird  sich  femer  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §.  1 
leicht  überzeugen ,  dass  der  Differentialquotient  von  F{x)  gleich  der 
Endordinate  der  Fläche  F(x)  ist  oder  in  Zeichen 

dF{x) 


7) 


dx 


=m, 


dass  also  hier  zwischen  F{x)  und  /(o?)  dieselbe  Beziehung  stattfindet, 
welche  wir  anfangs  voraussetzten.  Um  nun  umgekehrt  F{x)  oder 
FQ))  —  F{(i)  durch /(a;)  auszudrücken,  genügt  die  geometrische  Be- 
merkung, dass  man  einen  Näherungswerth  für  die  Fläche  ABBG 
erhält,  wenn  man  sich  dieselbe  als  eine  Summe  schmaler  rechteck- 
förmiger  Streifen  vorstellt;  für  MMi  •=  dx  ist  die  Fläche  eines 
solchen  Streifens  =/(a;)z/a;,  mithin  näherungsweise 

F(6)  —  F{a)  =  2f(x)  Jx 

20* 
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und  genau 

F(b)  —  F(a)  =  Um  2 fix)  Jx  =  1 /(x)dx, 

a 

was  mit  dem  Früheren  übereinstimmt. 

Das  hiermit  angegebene  Verfahren  zur  Ableitung  von  F(b)  —  F(a) 
aus  f(x)  hat  zwar  den  Vortheü,  ganz  direct  zu  sein  und  die  auszufüh- 
renden Operationen  (Summirung  einer  Beihe  und  nachherigen  Gren- 
zenübergang) deutlich  übersehen  zu  lassen,  aber  es  leidet  an  der 
Schwierigkeit,  dass  die  genannten  Operationen  nur  selten  ausführbar 
sind,  wie  man  bei  einigen  Versuchen  bald  finden  wird.  Man  ist 
daher  genöthigt,  einen  indirecten  Weg  einzuschlagen,  welcher  darin 
besteht,  dass  man  von  einer  Function  F(x)  den  Differentialquotienten 
f(x)  oder  das  Differential  f(x)äx  entwickelt  und  durch  ein  neues 
Zeichen  den  Rückgang  von  f(x)  dx  zu  F(x)  ausdrückt.  Demgemäss 
versteht  man  unter  dem  Symbole 

8)  ff{x)dx 

jede  Function,  deren  Differential  =  f{x)  dx  ist  und  nennt  den  in  8) 
verzeichneten  Ausdruck  das  unbestimmte  Integral  von  f(x)dx. 
Weiss  man  also  im  Voraus,  dass  dF(x)  =zf{x)dx  ist,  so  kann  man 
umgekehrt 

9)  ff{x)  dx  =  Fix) 
oder  auch 

10)  ffix)  dx  =  F{x)  +  Const. 

setzen,  denn  in  beiden  Fällen  genügt  die  rechte  Seite  der  ausge- 
sprochenen Bedingung;  es  ist  daher  jederzeit  erlaubt,  einem  unbe- 
stimmten Integrale  eine  willkührliche  Gonstante  anzuhängen.  —  Durch 
beiderseitige  Differentiation  der  Gleichung  9)  oder  10)  ergiebt  sich 


äfAx)äx  =  änx)=Ax)äx, 


woraus  zu  ersehen  ist ,  dass  die  beiden  Zeichen  d  und  /  sich  gegen- 
seitig aufheben. 

Aus  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich  auch  das  bestimmte 
Integral  wieder  herleiten;  denn  setzt  man  nach  geschehener  unbe- 
stimmter Integration  einmal  x  =:  h,  dann  x  =^  a,  so  folgt  durch 
Subtraction 

(x=b)  b 

I  f(x)dx  —   ff(x)dx  =  F(h)  —  F(a)  =  ff(x)dx. 
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Das  bestimmte  Integral  kann  demnach  als  die  Differenz  zweier 
Special werthe  des  unbestimmten  Integrales  angesehen  werden,  wobei 
jedoch  nicht  zu  vergessen  ist,  dass  f{x)  innerhalb  der  Grenzen  X'=a 
und  X  =  }>  keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden  darf.  Fin- 
det eine  solche  statt,  so  verlangt  der  eben  ausgesprochene  Satz  eine 
Modiücation,  die  wir  später  erörtern  werden. 

§.  65. 
Die  Fimdamentalformelzi. 

Der  Definition  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  giebt  jede 
Differentialformel  Gelegenheit  zur  Aufstellung  einer  Integralformel, 
indem  es  hierzu  nur  einer  veränderten  Darstellung  der  ersteren  be- 
darf.   Aus  der  Differentialformel 


xf^dx, 


welche  für  alle  ft,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles  /[t  =  —  1 
Gültigkeit  besitzt,  erhält  man  so 

xf^dx  =  —r—  -I-  Const,,  a^  —  l. 

Geht  man  von  der  allgemeinen  Formel 

aus,  so  findet  sich  auf  gleiche  Weise 

2)        J{a  +  Ixy  dx  =  ^"fj^^l'^^'  +  C<»^-<  <* 
Die  Differentialformel 


-.1. 


dlx  =  ^  dx 

X 


giebt,  in  derselben  Weise  umgekehrt,  bei  positiven  x 

/dx 
—  =  lx  +  C(mst.\ 
X 

allgemeiner  ist 

womit  fOr  den  Ausnahmefall  f»  =  —  1  in  den  Formeln  1)  und  2) 
die  Entwickelang  des  Integrales  gegeben  ist.  Mittelst  desselben  Ver- 
fahrens leitet  man  die  folgende  Integralformel  ab: 
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ß)  /  7 — .  ^  v„  =  —  T7 — r-r^  +  Gonst., 

welche  nur  den  speciellen  Fall  ft  =  —  2  von  Formel  2)  darstellt; 
femer  hat  man  nach  §.  6 

6)  /    -  ,  ^^-  ^  =  -5  aräm \-  Consta, 

J  oL^  +  ß^x^        aß  a     ' 

oder  für  a'^  z=i  a i  ß^  =  h,  Yfo  nun  a  und  h  nothwendig  positiv  sein 

müssen: 


f-, 


dx  1  .       xVT    .    ^      . 

arctan    ^. —  +  Gonst, 


Aus  §.  6  ergiebt  sich  bei  gleicher  Behandlung 

7)  /"-r-^  =  A  ^i^^)  +  Gmst., 

J  «2  — /32a'2        2aß     Xa  —  ßxJ  ^ 

oder  _ 

7  a  — &a?2        2Vah    ^Va  —  xVT^ 
wobei  a  und  h  an  sich  positiv  sein  müssen. 
Nach  §.  6  ist  weiter 

und  hiermit  schliesst  sich  die  Beihe  derjenigen  Fundamentalformeln, 
in  denen  algebraische,  von  Wurzeln  freie  Ausdrücke  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehen. 

Aus  §.  6  erhält  man  ferner  die  Integralformel 

oder  für  «2  =  a,  /J2  =  l,, 

9)  [77=^ =  T^l{xVl  +  Va  +  6a?2)  +  Cons«.; 

u/  ya  +  feÄj2     y& 

auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich 

dx  1  •    ßx    ,     ri     s. 

oder 

iA\  r      dx  1  .    xW .    ^     . 

7  Va  — 6a;2       Yh  Ya 

Die  Differentialformeln  in  §.  6  liefern  noch  die  Integralformeln: 
r      xdx  Va  4-  öaj2        ^ 

J  VcTybx^  ö 


/i 


12) 


13) 
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/dx  X 

Via  +  hx'^f  ~  aVa^hx^ 
xdx  1 


311 


4-  Const., 


8 


l)Va-{-hx^ 


4-  Const, 


(a  +  hx^) 

Hiermit  ist  die  Reihe  derjenigen  Grundformeln  beendet,  welche 
irrationale  algebraische  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  ent- 
halten. 

Aus  der  Gleichung  d[xlx  —  x]  =  Ixdx  folgt  weiter 
14)  Jlxdx  =  xQx—l)  +  Const. 

Durch  Umkehrung  der  bekannten  Formel 

/fyy.  d(^)  =  e<^'dx 

wird  femer 

e^'^dx  = f-  Const. 

d 

und  damit  sind  zwei  Formeln  gewonnen,  welche  bei  der  Integration 
von  logarithmischen  und  Exponentialfunctionen  Anwendung  finden. 

Kehrt  man  ferner  die  vier  Gleichungen  um: 

-/     cosyLu\  ,         ^/8infiu\ 

dy ^-—J    =  stn^iudu,    di )    =  cos^udu, 

ej( ■    ^    \  =  tanfiudu,     dy ^--)  =  cotfiudu, 

so  ergeben  sich  unmittelbar  die  vier  Integralformeln : 


16 


17 


18 


19 


20 


21 


/_                 cos^u     ,    ^     , 
stn^udu  = +  ttowsfc 

/_  ,    sirifiu     .    ^     , 

cos  flu  du  =  +  — ■ —    +  Const» 

/_                 Icosfiu    ,     ^      . 
tcmfiudu  = h  Const, 

/.        -            ,     Isinfiu 
cot  flu  du  =  + r  Const. 
f* 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  in  §.  6  geben  femer 

f ^!! =  J-  l  (!±^)  +  Comt. 

J  a»c<w»«  — ö»«i»*M        2aß     \a—ßtanu/ 
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Wir  fügen  endlich  noch  zwei  Formeln  bei,  die  aas  den  DiflFe- 
rentialgleichungen 

_r  y  1  —  a2a;2l 

a\  X aresin ax  -\ =  wrcßin ax dx, 

dlxarctanax ^— t ^1  =  ardanaxdx 

L  2a       J 

entspringen,  nämlich 

22)  /  aresin  axdx  =  x  aresin  ax  A 1-  ConsL 

J  a 

23)  /  arctanaxdx  =  xaretanax ^ — 4-  Const 

J  2a  ' 


§.  66. 
Allgemeine  Beductionsformeln. 

^ 

Sind  die  Differentiale,  um  deren  Integration  es  sich  handdt, 
nicht  so  einfach  wie  in  den  oben  entwickelten  Grundformeln,  so  muss 
man  den  gegebenen  Ausdruck  in  Theile  zu  zerlegen  suchen,  welche, 
einzeln  genommen,  integrirt  werden  können,  und  nachher  das  Inte- 
gral der  complicirteren  Grösse  aus  den  Integralen  ihrer  Bestandtheile 
zusammensetzen.     Hierzu  dienen  folgende  Gesetze. 

L  Es  mögen  a  und  &  Gonstanten,  TJ  und  Y  Functionen  von  rr, 
endlich  i«  und  v  die  Differentialquotienten  jener  Functionen  bezeich- 
nen; es  ist  dann 

d(aCr+6F)  =  (au-^'bv)dxy 

mithin  umgekehrt 


/<' 


au  +  hv)  dx  =  aU  -\-  hV. 


Zufolge  der  Bedeutung  von  u  und  v  gelten  femer  die  Gleichungen 

du  =  udx,         dV  =  vdXy 
aus  denen  folgt  ' 

ü=   j  udx,        V=  I  vdx\ 

nach  Substitution  dieser  Werthe  geht  die  Gleichung  1)  in  die  fol- 
gende über 

2)  /  (au  -{-'bv)dx  =z  a  1  udx  •}-  h  1  v  dx^ 

welche  die  Kegel  zur  Integration  der  Aggregate  enthält. 


■ 
I 


I 
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Hiernach  ist  z.  B. 

J  ax-\-  ßx^  J  x(a  -j-  ßx)    ^       J  ^  Ix  ~'  a  +  ßxl 

aj   X  aj  a-^-ßx  a  a  ß 

Da  die  Diflferentialfonnel ,  von  welcher  wir  anfangs  ausgingen, 
auch  für  Aggregate  von  jeder  endlichen  Gliederzahl  gilt,  so  lässt  sich 
die  Formel  2)  gleichfalls  auf  jede  endliche  Reihe  ausdehnen;  z.  B. 

1— a;« 


/ 


1— a? 


dx 


=  /  (1  4-  ic  +  a;2  -|-  aj8  ^  .  .  .  .  _[.  a;n-i)  ^Ix 

=  j  dx  +    j  xdx  -\-  J  x^dx  '\'  •*»-{-  I  a?"— '  dx 

X    .    x^    .    x^    .  ,    a?*»    ,    ^      . 

1^2^3^  ^n' 

IL  *  Unter  Beibehaltung  der  vorigen  Zeichen  erhält    man  aus 
der  Differentialformel 

d(UV)  —  Uvdx  +  Vudx 

die  folgende  Integralformel,  wobei  von  der  Regel  für  die  Integration 
der  Summen  Gebrauch  gemacht  worden  ist, 

/  Uvdx  +    iVudx  —  UV 
oder 

jUvdx  =  UV  —   f  Vudx. 

Zufolge  des  Werthes' 

V  =  I  vdx 
ist  die  vorige  Gleichung  identisch  mit 

/  Uvdx  z=  U I  vdx  —  /     /  ifdxiudxj 
wofür  man  einfacher  zu  schreiben  pflegt 

J  Uvdx  =  U I  vdx  —  /  udx  J  vdx^ 
oder  auch,  weil  udx  =  dU  war, 
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^  I  üvdx  =  U I  vdx  ^  I  du I  vdx. 

Diese  Formel  der  sogenannteu  partiellen  Integration 
empfiehlt  sich  in  allen  den  Fällen,  wo  das  Integral  von  vdx  leicht 
gefanden  werden  kann  und  gleichzeitig  d  U  ein  nicht  zu  complicirter 
Ausdruck  ist 

So  hat  man  z.  B.  für  U=  1(1  +  x^),  v  =  x, 
fl(l  +  x^)xdx  =  1(1  +  x^)fxdx  —JyT^J^^^ 

und  wenn  man  beachtet,  dass  weiter 

SO  ergiebt  sich  schliesslich 

fxl (1  +  x^) dx  =  l(l+  x^)l(l  ^ a;2)  —  |a?«  +  Const. 

III.  Befindet  sich  unter  dem  Integralzeichen  eine  zusammen- 
gesetzte Function,  handelt  es  sich  also  um  ein  Integral  von  der  Form 


ß 


f[(p(xy]dx, 

so  leistet  die  Substitution  einer  neuen  Variabelen  häufig  gute  Dienste; 
man  kann  nämlich  <p(x)  =  y  setzen  und  nunmehr  y  als  neue  un- 
abhängige Yariabele  ansehen.  Zunächst  hat  man  die  Gleichung 
cp(x)  =  y  auf  X  zu  reduciren,  wodurch  man  zu  einem  Resultate  von 
der  Form  x  =  il>(y)  kommt,  man  drückt  nachher  dx  durch  dy  aus, 
indem  man  durch  Differentiation  der  vorigen  Gleichung  dx=tl/(i/)dy 
erhält,  und  gelangt  so  zu  der  Gleichung 

J/[g>  («)]  dx=  fm  ^'(y)  dy. 

Lässt  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen,  wobei  unter 
Anderm  die  partielle  Integration  von  Nutzen  sein  kann,  so  entsteht 
zunächst  ein  Besultat  von  der  Form 

Jf(y)^'{y)äy  =  F(^)  +  Const. 

und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y 

f[(p(x)]  dx  =  F[(p(x)]  +  Qmt, 

womit  die  verlangte  Integration  ausgeführt  ist. 


ß 
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So  z.  B.  wird  man  in  dem  Integrale 

1 


/: 


c*  +  e 


—  X 


dx 


e*  =  y  setzen,  woraus  a?=  ?y,  da?  =  —  folgt;   das  Integral  rer- 

wandelt  sich  jetzt  in  das  folgende 

r      1         dy^_    r   äy 

J  y  +  y  y     J  y'  +  ^' 

dessen  Werth  ardany  -\-  Const.  ist;  man  hat  daher 

dx 


/: 


c*  +  e 


3-  =  arctan{e*)  +  Const, 


Hinsichtlich    der    vorhin    erwähnten  Auflösung  der  Gleichung 
tp{x)  =  y  müssen  wir  noch  bemerken,  dass  dieselbe  möglicherweise 

x'i —  1 

mehrere  verschiedene  Werthe  far  x  geben  kann  (aus  — =  y 

^x 

z.  B.  folgt  ebensowohl  o?  =  y  +  V  y^  -f- 1  als  a?  =  y  —  V  y^  +  1) 
und  es  wäre  daher  die  Frage,  welcher  von. diesen  Werthen  zu  neh- 
men seL  Man  sieht  aber  leicht,  dass  man  jeden  beliebigen  dieser 
Werthe  wählen  kann,  weil  am  Ende  y  wieder  rückwärts  durch  x 
ausgedrückt  wird  und  man  also  jedenfalls  zu  demselben  fp{x)  zurück- 
kommt, von  welchem  man  ausgegangen  war« 


§.67. 
Integration  durch  unendliche  Beihen. 

Wenn  die  vorigen  Mittel  nicht  ausreichen,  um  die  Integration 
einer  gegebenen  Function  zu  bewerkstelligen,  so  versucht  man,  das 
Integral  in  eine  unendliche  Reihe  zu  verwandeln;  dies  geschieht 
meistens  auf  folgende  Weise. 

Das  Integral  sei  von  der  Form 


/■ 


fix)  (p  (x)  dx 

und  f(x)  eine  Function,  die  sich  wenigstens  fär  alle  zwischen  o?  =  A 
und  X  =  II  liegenden  x,  in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln  lässt« 
etwa 

1)  /{x)  =  Xo  +  Xi  +  X^  +  Xs  + ; 


\x 
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es  ist  dann 

2)  ff(x)(p(x)dx  ==  y  (2o  4-  Xi  +  Z2  +  •  ")q)(x)dx. 

Hier  fragt  sich  vor  Allem,  ob  der  in  §.  66,  I.  für  endliche  Rei- 
hen bewiesene  Satz  auch  bei  unendlichen  Reihen  anwendbar  bleibt; 
wäre  dies  der  Fall,  so  würde 

3)  fmq>{x)d', 

=  I  Xo (p(x) dx  +  I  Xi  (p(x) dx  •{-  j  X2(p(x)dx  -\-  -  ' '  - 

sein,  und  wenn  die  Integrale  rechter  Hand  entwickelt  werden  können, 
so  wäre  das  gesuchte  Integral  durch  eine  unendliche  Reihe  ausge- 
drückt. 

Die  Vorfrage,  wovon  die  Anwendbarkeit  dieser  Integrations- 
methode abhängt,  lasst  sich  hier  im  Allgemeinen  noch  nicht  ent- 
scheiden, doch  können  wir  vorläufig  den  gewöhnlichen  Fall,  wo  die 
Reihe  nach  Potenzen  von  x  fortschreitet,  vollständig  erörtern. 

I.     Die  Reihe  für  f(x)  habe  die  Form 

4)  f(x)  =  ao  -^  Oix  +  üiX^  -\'  a^x^  + 

und  es  sei  bei  unendlich  wachsenden  n 

Lim  — ^^  =  A, 

ö^n  +  l 

woraus  folgt ,  dass  die  obige  Reihe  für  —  k  <^  x  <Ci  -\-  X  conver- 
girt;  endlich  sei  zur  Abkürzung 

5)  ^(x,  n)  =  I  x^(p(x)dXt 

wobei  dem  Integrale  keine  willkührliche  Gonstante  angehangen  wer- 
den möge.  Wenn  nun  die  Reihe  ao^(^»  0)  +  ai7l;(x,  1)  -|-  etc. 
innerhalb  jener  Grenzen  convergirt,  so  ist  ihre  Summe  eine  bestimmte 
Function  von  x  etwa 

6)  F(x)  =  Oofix,  0)  +  Oitlfix,  1)  4-  a2if(x,/2)  H , 

und  von  dieser  wollen  wir  den  Differentialquotienten  aufsuchen. 
Lassen  wir  x  um  h  wachsen,  wobei  aber  h  so  klein  zu  wählen  ist, 
dass  auch  »  -|-  Ä  zwischen  —  A  und  -|-  A  fallt,  so  haben  wir  zu- 
nächst 

F(x  +  h)  —  Fjx) 
h 

^(x+h,0)  -  Tt^(a?,0)    ,  ^    »(ag  +  fe,l)-  »(ag,l)  . 
=  ao 7 -r  ^1  7 r  •  •  •  • 
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Bechter  Hand  benutzen  wir  das  bekannte  Theorem 

Welches  voraussetzt,  dass  ^(a?)  und  tlf'(x)  von  x=  —  khis  x='{-  k 
stetig  und  endlich  bleiben;  femer  substituiren  wir  gemäss  Nro.  5) 
«"g>(a;)  statt  ^'(a?,  n)  und  erhalten 

7)  F(x  +  h)^F(x) 

h 
=«0  v(x+d'oh)  +  ai(x+d'ih)(p(X'}-d'ih)  +  a2(x+%'2hy(p(x+d'2h)+"' 
wo  d-Q^  ^j  j  ^2  etc.  positive  echte  Brüche  bedeuten. 

Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erörtern ,  wollen  wir  x  und 
alle  Coefficienten  a©,  ai,  02  etc.  als  positiv  voraussetzen.  Nun  lässt 
sich  h  so  klein  wählen,  dass  die  Function  q)(z)  von  e  =  X  bis 
^  =  X  -\-  h  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt ;  im  ersten  Falle 
ist  jede  der  Grössen  (p(x-\-  ^qK),  9>(a?  +  ^ih)  etc.  grösser  als  (p(x) 
und  kleiner  als  <p(x-\-h)y  während  im  zweiten  Falle  die  Sache  um- 
gekehrt wird.  Femer  liegt  (x  -\-  '9'nÄ)'*  immer  zwischen  a;"  und 
(a?-|-Ä)«;  bei  positiven  h  und  wachsenden  q)(x)  ist  demnach  die 
Summe  der  Reihe  in  Nro.  7)  grösser  als 

(h<p(x)  +  (h^q>(x)  +  a2X^q)(x)  +  •  .  •  =  f{x)  (p(x) 
und  kleiner  als 

aoVix  +  h)  +  ai(x  +  h)q>(x  +  h)  + =Ax  +  h)<p(x  +  h), 

also 

f(x)q>(x)  <  •^(«'  +  ^),  -  ^('")  <:fix  +  h)<p{x  +  hy,  ' 

bei  abnehmenden  (p(x)  tritt  das  Zeichen  <  an  die  Stelle  von  <C 
unter  gleichzeitiger  Yertauschung  von  f(x)  und  f(x-\-  h).  Aehnlich 
verhält  sich  die  Sache  bei  negativen  h,  aber  in  jedem  Falle  erhält 
man  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

F'{x)=f(x)ip{x), 
mithin  umgekehrt 


d.  i. 


F(x)  =  I  f(x)q)(x)dx  +  Const. 
F(x)  =  /  (oo  +  Oio:  +  02»«  +  •  •  •  • )  (fix)  dx  +  Const. 


Vergleicht  man  dies  mit  der  ursprünglichen  Bedeutung  von 
F(x)  in  Nro.  6)  und  substituirt  die  Werthe  von  ^(a?,  0),  ^(a;,  1) 
etc.,  so  hat  man  folgende  Gleichung 

8)  /  («0  +  ö^iÄ  +  03«^ -\-  '  '  -)q){x)dx  -\-  Const, 
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=  «0  I  (p(x)dx  -\-  tti   Ix  q)(x)  äx  +  a^   1  x^q>(x)dx-^  -  -  -  *; 

diese  lehrt,  dass  hier  die  Integration  auf  gewöhnliche  Weise  ausge- 
führt werden  darf.  Auch  hleihen  die  vorigen  Schlüsse  an  der  Grenze 
der  Convergenz,  d.  h.  für  rc  =  -[-  A,  richtig,  wofern  die  heiden  Rei- 
hen noch  convergiren,  nur  muss  man  in  diesem  Falle  h  negativ  neh- 
men, um  das  Intervall  der  Convergenz  nicht  zu  üherschreiten. 
Wenn  die  Reihe 

f(x)  =  Oo  -f  OiX  +  «2^^  +  «3^5^  + 

positive  und  negative  Glieder  enthält,  so  kann  man  doch  x  immer 
als  positiv  ansehen,  indem  man  die  verschiedenen  Vorzeichen  auf 
Rechnung  der  Coefficienten  schreibt;  femer  lassen  sich  alle  positiven 
sowie  alle  negativen  Glieder  zusammenfassen  und  es  erscheint  dann 
f(x)  als  DiflFerenz  zweier  Reihen,  deren  jede  für  sich  nur  positive 
Glieder  enthält.  Der  anfanglichen  Voraussetzung  zufolge  convergiren 
diese  Reihen  und  daher  sind  ihre  Summen  bestimmte  endliche  Func- 
tionen, etwa  /i  (x)  und  f^  (x\  also 

f(x)=Mx)-Mx). 
Hieraus  folgt 

Jf(x)(p(xjdx  =  Jfi(x)(p(x)dx  —  rMx)(p(x)dx; 

auf  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  ist  der  vorige  Satz  anwend- 
bar und  man  gelangt  damit  zu  dem  Resultate,  dass  die  Gleichung  8) 
auch  in  dem  Falle  gilt,  wo  die  Reihe  positive  und  negative  Glieder 
besitzt.  Bei  Integrationen  von  der  genannten  Form  sind  demnach 
nur  zwei  Bedingungen  einzuhalten,  nämlich  die  Convergenz  der  vor- 
kommenden Reihen  und  andererseits  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit 

von  q){x)  und    /  x^q)(x)dx. 

Hlemach  ist  z.  B.  bei  echt  gebrochenen  x 

I  ^        dx  =  I  (l—x  +  x^'-x^+  '  •  ')x^'-^dx    . 

x^        a?«+i         ^«+»         a;«+»   .         .    ^     , 
a         a+1  ^  a  +  2        a  +  S^       ^ 
Beträgt  dagegen  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Ein- 
heit, so  darf  diese  Entwickelung  nicht  angewendet  werden,  viehnehr 
wird  man 
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und  —  =  «  oder  a?  =  —  setzen,  wo  nun  «  ein  echter  Bruch  ist» 
Das  Integral  wird  jetzt 


1— «  ati—a  «t2—a 


f 4-  I I -I 4-  Canst. 


oder  durch  Restitution  des  Werthes  von  y 

dx 


f 


a;«-i 


l+x 


/pff—i         x^^^        ä"~"^        a?***"* 


4 7  4-  .  .  .  -f-  Const,, 


a  —  1         a  —  2        a  —  3        a  —  4 
so  dass  nun  der  Werth  des  Integrales  für  alle  Fälle  entwickelt  ist. 

II.  Ein  anderes  Verfahren  um  über  die  Gültigkeit  der  allge- 
meinen Gleichung  3)  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dass  man  die 
Reihe  1)  vorerst  als  endliche  nimmt  und  ihre  Ergänzung  hinzufügt, 
nämlich 

9)  f(x)  =  Xo  +  Xi   +  X^  +  '"  +  Xn^i  +  En. 

Dies  giebt 

10)  //(a?)  (p  (x)  dx  —  jBn  q)  (x)  dx 

=  I  Xq  tp{x)dx  +    /  Zi  (p(x)  da;  +  •  •  •  •  +    /  Zn-i  (p(x)dx, 

und  w^nn  nun  beide  Reihen  in's  Unendliche  fortgesetzt  werden  sol- 
len, so  muss  erstens  LimBn  =  0,  d.  h.  die  Reihe  in  Nro.  9)  conver- 
gent  sein  und  ausserdem 


Lim  I  Bn(p(x)dx  =  0 


werden,  was  aus  LimBn  =  0  nicht  geschlossen  werden  kann  und 
daher  einer  besonderen  Untersuchung  bedar£  Hierzu  gehören  aber 
einige  Sätze  von  den  bestimmten  Integralen,  welche  erst  später  ent- 
wickelt werden. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  viele  Functionen  in  unendliche  Rei- 
hen verwandelbar  sind,  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Methode 
der  Integration  durch  unendliche  Reihen  einen  hohen  Grad  allge- 
meiner Anwendbarkeit  besitzt;  es  sollen  daher  in  den  nächsten 
Capiteln  auch  nur  diejenigen  DiflFerentialformeln  betrachtet  werden, 
deren  Integration  ohne  jenes  Hülfsmittel,  d.  h.  in  geschlossener  Form, 
möglich  ist.  * 


Cap.  XI. 

Integration   rationaler  algebraischer  Functionen. 

§.  68. 
Fbdrung  der  Aufisabe;  einfachste  Fälle  derselben. 

Das  allgemeine  Problem,  womit  wir  uns  im  vorliegenden  Capitel 
beschäftigen,  ist  die  Entwickelang  des  Integrales 

c/  a  +  5fl?  +  cx^  +  •  •  •  +  ^^^ 
wobei  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Die  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehende  gebrochene  rationale  algebraische  Function 
kann  echt  oder  unecht  gebrochen  sein;  im  letzteren  Falle  lässt  sich 
dieselbe  durch  Division  in  eine  ganze  Function  und  in  einen  echt 
gebrochenen  Kest  zerlegen,  was  durch  die  Gleichung 

a  -{-  ßx  -{'  yx^  +  •  •  •  +  ^^"* 

a  +  5a;  +  cx^  +  •  •  •  H"  ^^" 
=  «1  +  ßix  +  yiX^  +  •  •  •  +  ^ix^^^ 

^  +  ^a;  +  Ca;g  +  «  »  ■  +  Jfa?*-^ 

a  -\-  hx    -\-  cx^   +  •  •  •  +  Ä^" 
ausgedrückt  werden  möge.     Bezeichnet  man  den  echt  gebrochenen 

Rest  mit  ~-t  ,  so  ist 
'  F(x) 

S=/[«i  +  ßix  +  nx^  +  •  •  •  +  Xix«-«  +  "f^äx 
nnd  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 
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Diese  Gleicbnng  giebt  za  erkennen,  dass  die  Integration  einer 
anecht  gebrochenen  Function  auf  die  Integration  einer  echt  gebro- 
chenen zurückgeführt  werden  kann;  wir  haben  uns  daher  nur  mit 
letzterer  zu  beschäftigen. 

Ist  der  Nenner  vom  ersten  Grade,  so  wird  das  letzte  Integral 
zu  folgendem 


/""————  doß      '  .JL  I  ^— — — —  clx 
a  ^hx  J  a  +  hx     * 


dessen  Werth  sich  unmittelbar  aus  der  Grundformel  4)  in  §.  65  er- 
giebt 

Ist  der  Nenner  vom  zweiten  Grade,  so  hat  man  es  mit  dem 
Integrale 

Ä  +  Bx 


L 


dx 


a  -\-  tx-^-cx^ 
zu  thun ;  dieses  zerfallt  in  zwei  Integrale,  nämlich 

^la^hl  +  cx^^*  +  Va  +  bx  +  cx»^'' 
deren  Entwickelung  auf  folgende  Weise  geschieht. 
I.     Es  ist  identisch 

cdx 


r i^ =  f. 

J  a  +  hx  +  cx^       Je 


-f  1)55  +  cx^       J  ac-{-  hex  +  c^x^ 

cdx 


=/i 


(ac  — Ib«)  H-(ca!4-|fc)»' 
and  wenn  man  eine  neue  Variabele  y  mittelst  der  Substitution 

c«  +  |6  =  y  ,    cdx  =  dy 
einfOlui,  so  wird  ans  der  vorigen  Gleichung 

3)  r     <^*     —  r      ^y 


r      dx       _  r i 

J  a-|-6«  +  c«'       J  (ae  —  J 


b^  +  y* 

Hier  sind  die  Falle  zu  unterscheiden,  ob  ac  —  \h^  positiv,  Null 
oder  negativ  ist;  denn  der  Werth  des  Integrales  erhält  nach  den 
Grundformeln  6)  und  7)  verschiedene  Gestalten,  je  nachdem  im  Nen- 
ner die  Summe  oder  die  Differenz  zweier  Quadrate  vorkommt. 

Im  ersten  Falle 

ac  -—  Jb»  >  0    oder    4 ac  —  6»  >  0 

ist  Voc— -J52  eine  reelle  Grösse,  die  wir  mit  a  bezeichnen  wollen; 
die  Gleichung  3)  giebt  dann  unter  Anwendung  der  Fundamental- 
formel 6) 

f   ^^\        =   f^y^=larctan  ^  +  Const. 
J  a-\-hx-\-cx^       J  a^  +  y^        a  a    ' 

Schlömilch,  Aualysis.    I.  21 


322  Cap.  XL    §.  68.    Fixirung  der  Aufgabe; 

Nach  Restitution  der  Werthe  von  y  und  a  hat  man 


4)      /•- 
,/  a 


dx  2  ^        h-\'2cx      .    ^      . 

arctan  -rr=  +  Cansi, 


+  hx  +  cx^  "~  y4tac^h^  V^4ac  — ft« 

4ac  —  52  >  0. 
Im  zweiten  Falle  (ac  —  \h^  =  0)  wird  die  Gleichung  3)  zur  fol- 
genden 

J  a'\-hx-\-cx'^       J   y^  y 

d.  i.  vermöge  des  Worfhes  von  y 

5)  f — =~  -— ? +  Cmst. 

J  a+hx  +  cx^  b  +  2€x    ' 

Aac  —  62  =  0. 
Im  dritten  Falle  (ac  —  \b^<ZO)  ist  J&2  —  ac  positiv,  mithin 

V\h^  —  ac  eine  reelle  Grösse,  die  a  heissen  möge;  die  Gleichung  3) 
lautet  jetzt 

f         ^^  ^    f       dy         ^     r(-l)dy 

J  a  +  hx-\-cx^        J  —a^^  y'i        J   a«  —  tß 

2a    \a-^yj  ^ 
und  daraus  ergiebt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  y  und  a 

J  a-f6a;+ca;2  yV-^^ac    \Vh^'-^ac—})--2cxJ 

^ac  —  6«  <  0. 
Eine  etwas  andere  Form  erhält  dieses  Integral,  wenn  man  von 
der  identischen  Gleichung 

<f)=<^)+'<-' 

Gebrauch  macht  und  die -constante  Grösse  Z( — 1)  in  die  willkührliche 
Integrationsconstante  einrechnet;  es  ist  dann 

„.  C        dx  1  ,/&+2caj+V5'?— 4ac\  ,  ^      . 

J  a-\-l)x^cx^  Vb2_4ac    V&  +  2caJ— V 5^— 4ac/ 

und  man  wird  nun  die  Formel  6)  oder  die  Formel  7)  benutzen,  je 
nachdem  im  speciellen  Falle  V^&2  —  4^(*  mehr  oder  weniger  als  'b-\'2cx 
beträgt. 

II.     Um  das  zweite  der  in  Nro.  2)  verzeichneten  Integrale  zu 
entwickeln,  gehen  wir  von  der  DijBTerentialformel  aus 


einfachste  Fälle  derselben.  823 

Die  Umkehrung  derselben  giebt 

h  +  2cx 


f: 


dx  =  Ha  4-  &a;  +  cx^) 


a  -f  feic  4-  ox^ 
oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

J  a-\-hx-\'Cx^  ^      J  a  +  bx  +  cx^         ^  ^ 

und  wenn  man  das  zweite  Integral  als  Unbekannte  ansieht,  so  er- 
hält man 


J  a4-hx  +  cx^        2c    ^  ^  2c J  a 


dx 


'{-hX'\-cx^        2c  2c J  a-\-hx  -^cx^ 

Bas  gesuchte  Integral  ist  hiermit  auf  ein  schon  bekanntes  Inte- 
gral zurückgeführt. 

III.     Setzt  man  in  der  Gleichung 

/'  A  +  Bx    ^^ ^ ^  r      dx  ^  r     xdx 

J  a-\'hX'\-cx^  J  a-]-hx+cx^  J  a  +  hx  +  ex' 

statt  des  zweiten  Integrales  rechter  Hand  seinen  Werth  aus  Nro.  8), 
so  erhält  man 

Ä+Bx 


h 


+  bx-f'  cx^ 

dx 


-\-hx  -\-  cx^ 

und  damit  erledigt  sich   die  Integration  der  echt  gebrochenen  alge- 
braischen Functionen  mit  quadratischem  Nenner. 

§.  69. 
Folgerungen  aus  dem  Vorigexu 

Bevor  wir  die  Integration  solcher  echt  gebrochenen  Functionen 
vornehmen,  deren  Nenner  den  zweiten  Grad  übersteigen,  wollen  wir 
erst  nachweisen,  dass  Integrale  von  der  Form 

x^dx 


L 


(a+6a?-t-ca?2)»+i 

auf  die  obigen  Integrale  zurückgeführt  werden  können,  wenn  m  und 

n  ganze  positive  Zahlen  sind. 

Bezeichnen  wir  das  Trinom  a  +  5a;  4*  cx^'karz  mit  T,  so  ist 

durch  gewöhnliche  Differentiation 

21* 


taier  AameikämBg  der  lämtiaAm  GkaAamg 


md  doridi  Terunigiiiig  der  ^irlmüggn  Gtohkb  vird 
I>ie  IniiignilM»  gidbi 


fedliciri  mao  mf  das  mie  Litcgnl  ledbUr  Haad  «ad  wftit  aar  Ab- 

1)  4air  —  J»  =  1, 

•o  gi^aoft  mm  m  folgeader  Berighmig 

DieK  Bedücliamfarmel  fieferi  der  Beüie  nadi  die  Wertbe  T<m 


r  djg     _  h  +  2ex       (2m  —  l)2e  Ci 


/dx       fax       fax 


indem  man  soeeeMiTe  «  =  1,2,3,...  nimmt  vnd  jeden  gewonne- 
nen  Werth  in  die  n2cluie  GleicJmng  einsetzt    Man  liai  demnarh 

^.  ^        rdx        h  +  2ex   ,    2c  fdx 

wo  daa  Int^;ral  rediler  Hand  ans  den  Entwidcefamgen  des  Torigen 
Pafagrapben  bekannt  iat;  ferner 

dx^ 

_  b  +  2ex       Sc(b  +  2ex)        6c«   Pdx 
"    2XT^     "^  X^T         ^   l^J    T 

n.  a.  w. 

üeberbaopt  können  nach  diesem  Yerfihren  alle  Integrale  Ton 
disr  Form 


ttan-2,    J  —  _-^^^^  +  —J. 


/■ 


/pi  +  l 

aaf  daa  in  §.  68^  L  betrachtete  hdegnl  sorfii^gefuhrt,  mitbin  andi 
Tollat&idig  entwickelt  werden. 


I 
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Weiter  ist  nun,  wie  man  durch  Differentiation  findet, 

^VT^J  =  (•»- i)-ys-^^  -  ^ ^PMl — -^^^ 

oder,  wenn  man  rechter  Hand  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  und 
das  Gleichartige  vereinigt, 

—  (2n— m4-l)c    y^^.^    • 

Umgekehrt  ist  die  entsprechende  Integralgleichung 

«"»-1        ,  ^      rx^^^dx        ,  ^     r^^^^dx 

>^^  =  (m-~l)ay    ^^^     ^(n-m+l)&y     ^^^, 

_  (2»-m+  l)cy  -^5^  , 

oder 

Px^dx  1  a?"*""^ 

(2n  —  m+l)cJ     r«+i     ■^(2n  — m4.1)c7     T»+i 

Geht  man  von  dem  Werthe  m  =  1  aus  und  sieht  das  Integral 
von  dx  :  2***+^  als  bekannt  an,  so  kann  man  der  Reihe  nach  die 
Integrale 

Picdx  Px^dx  fx^dx 

entwickeln,  nämlich 

r  xdx 1 "b^  r   dx 

g  Cx'^dx X (n—  1)&    rjßdx_ 

*^  ""    '       o/  T«  +  i  ~       (2n— l)cT«       (2n— l)cu/   r"  +  ^ 

g  /*  (?a? 

■^  (2n— l)co/  T»+i  ' 
wo  rechter  Hand  noch  der  Werth  des  ersten  Integrales  aus  der  vori- 
gen Gleichung  zu  nehmen  ist  u.  s.  w.  —  Durch  successive  Anwen- 
dung der  Formeln  2)  und  3)  kann  nun  auch  der  Werth  jedes  Inte- 
grales von  der  Form 

'A  +  jBi»  -f  Ca?«  +  •  •  •  4-  Hx^ 


/■■ 


vollständig  ermittelt  werden. 


dx 


395        Cdp.  XL   i.  flO.   Fartgetmng'  sns  dem  TorigoL 

£0  ist  flidit  Übeglhumg,  m  lieuMihmiy  <!■■  cfi»  fifapidwiiig  3)  ffir 
flega^Te  «i  /^«di&D»  ^t^tea  mov.  wäL  aie  (fie  üinfceiiziiiig'  einor 
fthr  alle  md^ichea  m  and  n  richtig  blnboaiien  Diffixantadfiim^  cbp- 
rtdltw  Lmh»  wirmn  —  »-H^aidis  3WIft  ^oa  m  tretea^  ob 
mmait  <iie  GAmehm^  3)  folgende  Foim  aa: 


/dx I 1 

(n-^m  —  1)  6    /*       ^x  rm  — 1>  /»         r     rfx 

mid   weaa  oian  da»  leiste  lotegral  reehtezaatB  als  Cnfagfaimte  be- 
fradiietiy  so  lut  aaa 

4)  r  ^"  ^ i 


(»  +  iw-~i)^  r     <fjg      _  r2n-j-iii— IV  r 


-Hl 


Fftr  n»  =  1  irt  dion  Farmel  nidit  Brauchbar;  maa  kann  in 


cSeam  FaQ«  die  Sabatitotieii  x^^  —  auwenden  md  ecfuttt  dadntdi 

X 

/äx C__t^2ll^I__ 
x{a^hx^ti^*^^  ~      J  (e-^hx  +  az^y^^  * 

wo  num  n^ier  Haad  die  hde^esdacn  wdtUist  da  Tanrnda  2)  und 

9)  tmav/Mostttk   nad  aaddttr  rttckwägU  x-=  —   sa   aetaea   liaL 

5niiiit    naa  \aienmi  m  Xro.  4)  m  =:  2,  3, . .  * «  «^  Iobb  aaa  & 
laitegprale 

dir 


der  Kdbe  sadi  eaiiri^dn  imd  libeiliaiifi  den  Werth  jedca  mter 
dtfT  Fomo 

o/'     ^    X   ^  ofi  ^         ^  X»  )  (tf+5x  +  <;x«)-+» 
iMMid^  Ial«ynüea  txuaUehL 
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§.  70. 
Die  Integration  echt  gebrochener  Functionen. 

Wenn  es  sich  um  die  Ausführung  der  Integration 

dx 


f 


•JToa;«  +  Mix^-''  4-  •  •  •  +  J/m-ia:  +  Mn, 


handelt,,  worin  m  und  n  ^  m  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  so  ist 
es  von  Yortheil,  zunächst  o?"  von  seinem  Coef&cienten  zu  befreien, 
was  einfach  dadurch  geschieht,  dass  man  Zähler  und  Nenner  mit  No 
dividirt;  der  neue  Nenner  heisse  dann  F(x),  der  Zähler /(a?).  Wir 
unterscheiden  hier  wieder  dieselben  Fälle  wie  in  §.  62. 
I.    Ist  der  Nenner  von  der  Form 

F(x)  ==  (o:  —  a) (rc  —  5)  (a?  —  c)  .  .  .  .  (x  —  h), 

wobei  a,  5,  c,  ...  X;  als  verschieden  von  einander  vorausgesetzt  wer- 
den, so  hat  man 


/; 


dx 


Fix) 

J  \x  —  a       x  —  h       X  —  c  X  —  k/ 

Bei  reellen  a^h^  c^  .  .  ,  k  lässt  sich  die  Integration  sofort  aus- 
führen und  giebt 

J  'F(x) 

=Al(x^a)  +  Bl(x  ■-}>)+  Cl(X'--c)  +'-'  +  KliX'-k)  +  Const. 
Hiemach  ist  z.  B. 

a?»  — 7 


/">  d. 


L 


dx 


a;8  +  2ica  — öa?--6 
=  l{x  -f  1)  —  i?(a;  —  2)  -f  \l{x  +  3)  +  Const. 

Sind  einige  der  Grössen  a,  b,  c,  .  .  .  k  von  complexer  Form, 
etwa  a  =  J9  +  t g,  b  ==  p  —  t g,  so  giebt  die  Formel  8)  in  §.  62 

m 


f 


■n/    \  dx 

F(x) 


das  noch  übrige  Integral  rechter  Hand  gehört  unter  diejenigen,  wo- 
mit wir  uns  in  §.  68,  III.  beschäftigt  haben,  und  kann  daher  ent- 
wickelt werden.    So  ist  z.  B. 
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=  |Z(Ö  — 4a?  +  fl?2)  +  4arcfan(a:  — 2)  —  l{l^x)  +  öms«. 

IL     Es  sei  femer  F(pS)  von  der  Form 

F{x)  —  {x-^af{x--l)P{x  —  c)y (a?  — Ä)*, 

mithin 

f{x)  ___        A Ai  ,  ,     Ag-i 

F(x)        {x^-aY  "^   (ä  — a)«-i  "^  "  '  "^  a?  — a 

+ •    •    V • 

unter  der  Yoranssetzung ,  dass  a,  l),  c,  .  .  .  A;  reell  sind,  hat 
man  sogleich 


I 


Fix) 


dx 


Ai  Aa-2 


f  A-i^a?— a) 


(a— 1)  (i»-a)«-i      (a-2)  (aj-a)«-»  aj — a 

(ß^l)(x^h)ß-i     03-2) (x-V)ß-^  X'-h^^^-'   ^        ^ 


K  Kl  ^x— 2 


(X— 1)  {x-hy-^     (x-2)  (a^-Ä)'^-»  x—h 

So  ist  z.  B. 

dx 


4--Kx-iK^-^). 


/: 


a?3(a;— 1)2 (a?  4-1) 

_   rri  +  i  +  l    .    _JLI-_L_ L_lda; 

~c/  Us  ^  a:«  ^  a?  ^  2(aj--l)2        4(a?— 1)        4(a?  +  l)J 

^       ^  +2Za?--— i—^— ^Z(a?~l)--i.Z(aj  +  l)+ö>ns<. 


2a;2      X    '  2(a?— 1)      4    ^        ^4 

Wenn  endlich  unter  den  Grössen  a,  &,  c,  .  .  .  fe  complexe  Zah- 
len vorkommen,  so  entstehen  Partialbriiche  von  der  Form 

[(a,-_p)2+22].    ' 

wo  8  eine  ganze  positive  Zahl  ist;  auch  diese  sind  nach  §.69  immer 
integrabel.     So  hat  man  z.  B. 
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x-\-l 


/; 


(a;«+l)3(a:— 1) 


dx 


o/  L     (a?«+l)«        2   ic«  +  l  "^  2  Ä— iJ 

Ein  paar  allgemeinere  Beispiele  für  diese  Integrationsmetlioden 
sind  folgende. 

III.    Nach  §.  62  (S.  295)  gilt  unter  Voraussetzung  eines  gera- 
den n  die  Zerlegung 

1)  £1;^^  i__j_^(-i)'»     1 


/p» — 1        nx — 1  n      a?  +  l 

2^;^(fl?  —  coshd)  coshmd'  —  sinh^  sinhmd' 


n^^^  x^  —  2xcosh^  +  1 

Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  n  —  2 ; 
dagegen  ist  für  ungerade  n: 
a-m-i         1       1 


xn — 1  f^   X —  1 


2s^(x  —  coshd')  coshmd'  —  sinhd' sinhmd' 


2) 


multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  nach  der 
leicht  zu  prüfenden  Formel 

Xx  —  coshd')  coshmd'  —  sinhd'  sinhmd' 


ß 


dx 


x^  —  2xcosh^  +  l 
=  coshmd''\l(x^  —  2xcoshd'  -{- 1) —  sinhmd' .  arctan  — ^''TK — » 
so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten: 

a.  für  gerade  n  und  d"  =  — : 

n 

H ^\coshmd'.l(x^'~2xcoshd'+l)\ 

-  ^J![sinhmd.  aräm  ^^^^]  +  Q 
Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  n  —  2 ; 
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K  ^  xmgenAt  ■: 

+  ^^^\€09hm9 AijT' ^  2x€mh9  +  1)1 

1  =  2,4,6, »—  1- 

lY.    ITadi  §.  62  (S.  296)  ifi  fir  gcnde  »: 

^      X-+1  ~  »^  jr*  — 2xiM»A#+l 

Ä     ■    "    X,    w,    D,   •    •    •   -   fl  ■""■  Af 

6)     '-«-^-D—     1 


«•+1  «       «t-l 

Ä  =  1,  3,  5,  .  .  •  «  —  2 ; 

mnttipbcirt  man  dicw  Glftrünnigca  mit  ^x  und  inti^rirt  wie  Torinn, 
0o  erbilt  num 

AT 

a  für  Mnde  n  und  #  =  — : 
*^  » 

7)         y^rpi  ^'^  =  -  ^S[«»*«^  -  'Cf'  -  2x  «»»^  +  1)] 

H y^\$mhm9  .ardan — t-t-^ — I  +  C, 

Ä  =  1,  3,  5,  ...  n  —  1 ; 
b.     far  QDgenide  i»: 

—  i^FowÄiii^ .  7(a:«  —  2a?a»Ä^  +  1)1 

Ä  =  1,  3,  5, ...»  —  2. 

V.    Auf  die  soeben  entwickelten  Integrale  liost  nch  das  etwas 
allgemeinere  Integral 
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dz 


f: 


jgtn-l 


az^  +  h 

leicht  zui'ückführen.    Unter  der  Yoraussetzimg,  dass  a  und  h  an  sieh 
positiv  sind,  sabstitairt  man  nämlich 

1  i 


=  m-         '  =  (t)' 


und  'erhält 

o/  ajer*  ±  6  6  \aj      J  iC«±l 

wo  nun  die  rechte  Seite  wie  vorhin  entwickelbar  ist. 

Endlich  können  wir  noch  bemerken,  dass  auch  jede  Integration 
von  der  Form 

^A-^Bz-^Cz^  ■{-  '  "  +  Kz* 


/■ 


dz 


az^  +  h 

völlig  ausgeführt  werden  kann,  indem  man  auf  die  einzelnen  Bestand- 
theile  derselben  die  eben  erwähnte  Substitution  anwendet. 


Cap.  XIL 

I 


Int^pnitioii  irratiomler  Fi 


§-71. 


H»*.1     IIUI 


TMar  den  ¥unAtmndal£asmAi  dm  §.  65  lirfiiHiffii  ndk  ■■■ 
wenige^  die  mar  Liftegratiaii  imtiaBalcr  FnictioBeii  dioiai  kfinwn; 
Iwi  geonurcr  AnMCJMt  beoietkt  mm  nodi,  das  dann  mir 


Wir  Iwctelligcn  ms  daher  «nnidwt  mü  YcgaDgwcinerBa- 
gm  jowr  hAegnUA 

L    Das  cxn^Kiiale  toh  den  Integnkn  imücBalarFiniciiciai  i^ 

dx  2Va-^hx 


A 


Va  +  hx  * 

ein  aDgoncineres  erliäH  man  aas  der  Fonnd 


/' 


ia  +  bxyfdx  =  ^"(^^y  +  öw^ 


Ufa"  1^  =  i  —  |y  wo  I;  eine  positiTe  oder  n^gaÜTe  ganze  ZaU  bedeu- 
ten mdge;  es  wird  nimlicli 


•>     /f^ 


-t- ix)*  j    _2(o  +  ftz)*  Vo  +  ft» 
+  6^*-  (2t +  1)6 


dx  =  "^" -^ ":^ .  '"^ '"+QmL 


Xan  hat  f<aner  dnrch  tiieihrdse  Int^ration 

r-y+^'^ysx=x'  f<^^MLäx-^  Cx^^äx  r^^^MLäx 

J     Va+bx         J_Vi+bx  J  J  Va+bx 

2x'ia^-bxy  V  a-\-bx  2m        r  ^^-^ 

=  (2t-fl)ft (2*+ W  *-H«+M»Vi+^*lx 
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oder,  wenn  in  dem  Integrale  rechter  Hand 

gesetzt,  jeder  einzelne  Theil  integrirt  und  die  Gleidhung  mit  {2h-\-i)h 
multiplicirt  wird, 

(2fc+i)i.fy+y*d. 

J      V  a  +  ix 


=  2a;"(a  +  hxy  Va  +  hx  —  2ma  / -^ 

j     y  a 


^'})x 


Schaffi;  man  das  letzte  Integral  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite, 
so  erhfilt  man 

Ax^ 


■  m 


_  2a?*»(a  +  hxy  Va  +  hx 2ma  Px^^-^ja +  hxy 

(2m  +  2k  +  l)h  (2m  +  2k+l)hJ      Va+hx 

Pürm  =  1,^2,  3  etc.  ergehen  sich  hieraus  der  Reihe  nach  die  Inte- 
grale 

rx(^+Mläx,        r^y  +  M*^,  ^  ^, 

.  J   Va  +  bx  J    Va  +  bx  * 

daher  iSsst  sich  auch  das  Integral 

rix)  (o  +  ixy 


f- 


dx 


Va  +  hx 

jederzeit  entwickeln ,  wenn  f(x)  eine  ganze  rationale  algebraische 
Function  von  x,  und  h  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
deutet. 

IL     Um  femer  den  Werth  des  Integrales 

dx 


/i 


Va  +  hx  +  cx^ 

zu  bestimmen,  gehen  wir  einen  ähnlichen  Weg  wie  in  §.  68,  I.,  doch 
müssen  wir  dabei  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  negativen  e 
unterscheiden. 

Der  absolute  Werth  von  c  heisse  7^,  so  ist  im  ersten  Falle  c  = 
-f-  y  und 
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r  ^^  ^         _,    r  VJdx 

_T/~  r  dx 

'^ J'V{ay  —  \h^)^(^hr^yxy'    ' 

Zur  Abkürzung  H&.  ay  —  \h'^  =  h  und  gleichzeitig  werde  eine 
neue  Yariabele  y  mittelst  der  Gleichung 

\h-\-yx  =  y,     x  =  ^   J    ,    dx  —  ---dy 
eingeführt;  es  ist  dann 

J  Va  +  bx  +  Y''*     WJ  Vk  +  y^      Vy 

h-  ![{  b-\-YX  +  V  y(a  +  bx  +  ya;»)]  +  C. 


W 

Den  in  der  Parenthese  stehenden  Ausdruck  bringen  wir  auf  den 
gemeinschaftlichen  Nenner  2  und  setzen  ^ 

—    y — 12  -f  C  =  Const.; 

V  y 

vermöge  der  Bedeutung  von  y  haben  wir  dann  folgende  Integral- 
formel 

^ ==  =  :-^l(b+2cx+2\^Va-\^hx+cx^)+  Const 

-{-bx-^-cx^       ye 

c>  0. 


''M 


Im  zweiten  Falle  c  =  —  y  rechnen  wir  ähnlich: 
dx r YVdx 

Ya-{-bx'^yx'^       J  V ay  -{-hyx  —  y^x^ 

dx 


=v7r, 


V(\h^  +  ay)^(yx^\h)^ 
und  setzen  Jt^  -}-  ay  =  a', 

yx  —  lh  =  y,     x  =  ^  J'   ,    dx^=^'-dy\ 

dies  giebt  unter  Anwendung'  einer  bekannten  Fundamentalformel 

/,y         ^  =77=  /    ">r    ^      =77=  aresin  ^  +  Const. 

Va-\-hx--yx^      VyJ  Va^—y^      Vy  « 

Nach  Substitution  der  Werthe  von  y  =  —  c,  a  und  y  folgt 
mm 


"  fv-. 
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dx  1  .    —  5-^2ca;    ,    ^      . 

arcstn  -—r  +  Const 


c  <  0. 

Der  dritte  Fall  c  ==  0  bedarf  keiner  Erörterung,  weil  er  auf 
das  zu  Anfang  von  Nro.  I.  betrachtete  Integral  zurückführen  würde. 

III.  Die  soeben  gewonnenen  Resultate  können  wiederum  als 
Ausgangspunkte  für  fernere  Entwickelungen  dienen,  wenn  man  die 
in  §.  69  unter  2),  3)  und  4)  entwickelten  Reductionsformeln  damit 
in  Verbindung  bringt  und  berücksichtigt,  dass  die  citirten  Formeln 
die  Umkehrungen  zweier  Differentialgleichungen  sind,  die  für  belie- 
bige m  und  n  gelten.     Setzen  wir  nändich  in  der  Formel 

.  r  dx     __  l'\-2cx        (2n-~l)2c  C dx 

^  J   T«  +  ^  ~    nkT""     '^         nk        J    T" 

der  Reihe  nach  w  =  |,  |,  |  etc.,  so  gelangen  wir  zu  folgenden  Glei- 
chungen : 

r    dx       &+  2cx 

J  'Wt  ~     iVt  ' 

/dx  .    j&-|-2caj        8c    n   dx 

u.  s.  w., 
aus  denen  hervorgeht,  dass  sich  jedes  Integral  von  der  Form 

/dx 
■ 
worin  h  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  vollständig  entwickeln 

lässt  und  für  k^  0  eine  algebraische  Function  von  x  ist. 

Kehrt  man  die  Gleichung  5)  um,  drückt  also  das  Integral  rech- 
ter Hand  durch  das  Integral  linker  Hand  aus,  so  hat  man  weiter 

Cdx h-^2cx         ,  nX  P  dx 

^  J  T^~^  (2w— l)2cr«  "^  (2«— l)2c7    T«  +  ^  ' 

fürn  =  —  5,  —  ii"™!  ®^<5*  entspringen  hieraus  die  Gleichungen 

* 

J  8c  16c  J 


U.  ß.  w., 


1 
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dorcli  deren  wiederholte  Anwendung  sich  jedes  Integral  Yon  der 
Form 

för  ein  ganzes  positives  "k  entwickeln  lasst  —  Ueberhanpt  ist  nach 
diesen  Betrachtungen  der  Werth  des  Integrales 

y  2»  dx  =  Ha  +  hx  +  cx^p  dx 

als  bekannt  anzusehen,  wenn  p  unter  die  Form  +  (X;  -f-  i)  gehört. 

Mittelst  der  Formeln  8)  und  4)  in  §.  69  folgt  hieraus  unmittel- 
bar, dass  fOr  jedes  ganze  positive  m  auch  die  Integrale 

f  x'^TPdxxmd  j  -^T^dx 

entwickelt  werden  können,  indem  man  n  -\-  l=:t(^-{~D  s®^ 
und  im  Uebrigen  ganz  so  wie  dort  verfahrt.  So  erhalt  man  z.  B. 
^  n  =  '-'\: 

/x'^dx  _  x'^-^Vt  _  (2wt--l)6     /»a?«-^  dx 
Y^   ~       mc  2mc      J      Yt 

^  (m— l)a     rx'^-^dx 

^ö     J    Yt    ' 

woraus  die  Werthe  der  Integrale 

/xdx  px'^dx  px^dx 

Vt  •   JlfW'   J  Vt  "" 

der  Reihe  nach  leicht  hergeleitet  werden  können. 


§.72. 
lategration  durch  Wegsohaffong  des  Wurzelzeichens. 

Ein  sehr  brauchbares  Verfahren  zur  Integration  irrationaler 
Ausdrücke  besteht  in  der  Substitution  einer  neuen  Yariabeln  von  der 
Art,  dass  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  zu  einer 
vollständigen  Potenz  wird,  aus  welcher  die  Wurzel  gezogen  werden 
kann;  das  Integral  erhält  dadurch  von  selbst  eine  rationale  Form 
und  unterliegt  dann  den  Methoden  des  vorigen  Capitels.  Die  Fälle, 
bei  denen  das  genannte  Verfahren  gute  Dienste  leistet,  sind  folgende. 

L  Um  ein  Radical  von  der  Form  Va-|-/5a?  wegzuschaffen, 
setzt  man  einfach 


des  Wurzelzeichens.  337 

1)  V«  +  /Ja?  =  1/,  mithin  x  =  l^lll^  ,     dx  =  ^dy\ 

P  P 

da  die  Werthe  von  x  und  dx  rational  sind,  so  leistet  die  Suhstitution 
das  Verlangte. 

Hiemach  ist  z.  B. 

A— 4s_=i  r^^=±  r(i     '^  \äu 

J  a  +  bVa+ßx        ßj  a  +  by        hß  J  \       a  +  hyj^ 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelung 

dx 


f. 


(a-^hx)Va+ßx 

_  1  r      y^y       _  o  r       ^y 

ßJ  L  ,  iy'-%  J  (aß^ha)  +  hy^\ 

Hier  ist  zu  unterscheiden,  oh  aß  —  ha  und  h  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  besitzen ;  in  jedem  Falle  kann  aber  die  Integra- 
tion leicht  ausgeführt  werden. 

Das  erwähnte  Verfahren  bleibt  auch  dann  anwendbar,  wenn  ein 

Radical  von  der  Form  ya-\^ßx  wegzuschaflfen  ist;  man  setzt 
nämlich 

^  a-^-ßx  =  y,  mithin  x  =  ^   ""  ^  ,     dx  =  -—5 — dy 

P  P 

und  hat  eine  ganz  ähnliche  Rechnung. 

IL     Wenn  ein  Radical  von  der  Form  vä^^\-ß^o^  vorkommt, 
so   ist  die  vorige  Substitution  ohne   Nutzen;    die  Gleichung 

V^a«  +  ß^x^  =  y  giebt  nämlich 

X  = ,     dx  =        .  , 

ß  ßVy'^'^a^ 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass  man  zwar  die  eine  Wurzel  los  wird, 
statt  deren  aber  durch  x  und  dx  zwei  neue  Radicale  hereinbringt. 
Man  setzt  in  diesem  Falle 

V  a'^-^ß'^x'^  —  ßx  _ 

Schlömilch,  Analysis.    I.  22 
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hieraus  folgt 

und  diese  Ausdrücke  sind  sämmtlich  rational. 

Mittelst  des  angegebenen  Verfahrens  erhält  man  z.  B. 
f  ^^  ^_  2  f  ^^  • 

nach  Formel  7)  in  §.  68  ist  die  rechte  Seite  gleich 

K  a2|32  _f.  52^2     \aß  —  5«^^  —  V  a2/32  +  h^a'^/ 

und  wenn   man  hier  den  Werth  von  y  aus  Nro.  2)  einsetzt,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

4)  r ^ 

J  (a+  bx)  V  a«  +  ß^x^ 

_  1  /aß-^hßx—hVä^  +  ß^x^  +  Va^ß^  +  h'-a^\ 

~Va2/33  +  62a2   \a/5  +  l>/3a;— 5Va2  +  /J2>r2  — Va2j82^&2«2/ 

III.    um  ein  Radical  von  der  Form  V  a^  —  ß^öc^  wegzuschaffen 
benutzt  man  die  Substitution 


welche  giebt 

d'T  —  —  —     y^y   • 

die  letzten  drei  Ausdrücke  sind  rational  und  bringen  daher  keine 
neue  Wurzel  in  das  Integral. 

Nach  diesem  Verfahren  erhält  man  z.  B. 

J  (a  +  hx)Va^  —  ß^^  J  aß  Arid  Ar  (aß  —  ^oc)y^  ' 

hier  ist  zu  unterscheiden,  oh  aß  +  ha  und  aß  —  bcc  gleiche  oder 
entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen,  ob  also  a'^ß^  —  h^cc^  positiv, 
Null  oder  negativ  ist;  den  genannten  Fällen  entsprechen  die  Werthe 
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2  ^      fVaß  —  ha    \    .    ^      . 

^       +  Com«., 


a/3  +  ha 


1  ,/Vh^+^+Vha-aß^\  ^  c^^ 

yj)2a2  —  a^ß2  \y la  +  aß  —  Vha  —  aß.y^ 
Nach  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y  gelangt  man  zu  fol- 
genden drei  Integralformeln 

r  dx 

7)         für  ß2(S2_  52^2  ->  0,  /  ,,;■ 

^  J  (a  +  5a;)ya2  — /52a?2 

ya2j32~62a-?               K    (ai3  +  5a)(a  +  ^a?)  ^ 
8)       für  a2/32—  62a2  =  o,        / ,y 

--  1/   — r-s h  Oöws*. ; 


aß+ha   Y    a-\-ßx 

r         dx 

9)       für  a»^2 _ 52^2  <;  0,        /  ^^. 


_  1  ^(V'(hcc+aßXa+ßx)-{-V(ba-^aß)(a-^ßx)\      ^ 

V52a2_a2^2  \y (ta4-a^)(a4-^Äj)— V  Q)a-^aß){a—ßxy 

Als  zweites  Beispiel  diene  folgende  Entwickelung.  Nach  Nro.  6) 
erhält  man 

r       dx        _    ,  r    (i+y^)^y 

7  (1  +  60^)2  Vr=^      •        7  [1  +  a  +  (1  -  a)y2]2 

2_    A  1 2fi ) 

-        i_a7  |i^-g_|.(i_a)y2       [i  +  a  +  (l-6)2^2]2J    3^' 

und  wenn  man  auf  das  zweite  Integral  rechter  Hand  die  Reductions- 
formel 

f      dy        _  y  _1_    r    dy 

J  (a  +  cy^y        2a(a  +  cy^)  "*"  2a  7  a  +  cy'^ 
anwendet,  so  findet  man  für  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung  : 

2       I ey r  dy 

1  —  £2  (i  +  fi ^ (1  —  a)2^2       7  1  +  fi  +•  (1  —  £)y^' 

Die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  ausführbar,  wobei  die 
Fälle  a2  <;  1 ,  «2  =  1  und  s^^  l  zu  unterscheiden  sind ;  durch  Re- 
stitution des  Werthes  von  y  erhält  man  schliesslich 

22* 


IG, 

~1  — ^^ '  l'-f  « 

11  j  fiv^^rrrl. 


lotegratiom  d^rdk  Wi^irlufTit; 


o/ n-! 


-?-fx;*yi— X* 


2 


V    1  — £* 


1    ri-£><i-x>> 


r  dx  _       1  2-Lxl/i-x 

7a^jr;^vT:^         3  1-x  r  i^x       ' 


12) 


&£«>  1, 


h 


dx 


+  ixy\  1— X» 


1    ^     #>  1 


#^— 1^       1— *jp 


1       />'aJ-#' i4>jr)j->(^~i)a— x)\i 


+  c 


TV.    Durch  äfanlidie  Snbstitiitioiieii,  wie  se  in  den  beiden  Ton> 
gen  Abedmitten  benutzt  wurden,  läait  sieb  aneb  eine  WurwA  ron 

der  Form  V a  -j-  ßx  ±i  fx*  wegsdiaffen,  wobei  y  an  und  für  ÜA 
immer  als  poeitiT  betraefatet  wird. 

Im  Fan  das  obere  Zeidien  gut,  aei  mr  Abkfinang 

man  benutzt  dann  die  Sabatttntion 

2Vy"Vc-U/3ar  +  yar*  — Qg  +  2yx) 


14) 

nnd  tri^ikt 


=  f 


15) 


_l(l-y«)-2/ty 


Va+^ar  +  y««  = 


4y» 
*      1+»* 


4V7       »       ' 


Wenn  dagegen  das  ontere' Zeichen  gut,  so  aetee  man  mr  Ab- 

16)  V4ay  +  ß*  =  n 

ond  mache  Qebraodi  Ton  der  Snbatitation 


l/f*  +  ^-2yx 


ans  welcher  sich  folgende  Wertbe  ergeben: 
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ft -f /S  -  Ot  - /J)y^ 


y  (1  +  y'^Y 

Nscli  diesen  Formeln  hat  man  z.  B. 

<?a;  2      r    dy 


J  Yä 


+  ßx  —  yx^  YyJ  1+y* 


=  —  ■/-=■  ardany  =  —     . — r  arctan  '  ' 


^_2Yx—ß 


Vr  W  1/      ,2rx-ß 

Hier  lägst  sich  arctan.  in  arccos.  oder  aresin.  umsetzen ,  wenn  man 
bemerkt,  dass  aus  der  Gleichung  cosu  ^^^  e  folgt: 


I«  =  |/  j-jT^  >     I«  =  arctan  y  - 


tan 


2  arctan  1/  -— - —  =  arccos  z  =  -r aresin  ß\ 

K    1  4-^  2 

es  wird  nämlich 


/ 


n  >  =  T7=^  aresin  — +  Const., 

Va  +  ßx^-yx^       Vy  f* 


was  mit  Formel  4)  in  §.  71  übereinstimmt. 


§.73. 
Integration  binomischer  Differentiale. 

Unter  dem  Namen  der  binomischen  Differentiale  versteht  man 
Ausdrücke  von  der  Form 

x'^'^(a-\-l>x^)^  dx, 

worin  »w,  n,  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Die  Inte- 
gration solcher  Differentiale  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen, 
entweder  durch  Wegschaffung  des  Wurzelzeichens,  oder  durch  Re- 
duction  auf  ähnliche  und  einfachere  Integrationen. 


.14*2    Ca^  XiL  %.  7äv  tnt^gratroti  bimuBcscher  DiffecciifiBliE. 

I;  z  =r  t — - — }  midiiiL -ix  =-Vrf"~^( — - — )        ^ 

i     y  nh  o     J 

»  jlidaaat  maa  m  der  Gbaekcsaq 

enui  iii^r  ist  redit^r  Saad  em.  ratföiuiles  Dideroudal  Torhaniiea, 


balii —  ene  canoe  Zahl  awnnflrfit>     So  a;.  R.  kat  man,  sack  j^  dft- 

f>^ —  If  aüug^filirt  ir^dea  fesum,  und  an  St^hlnmw  (ferafflhca  der 
Wertüx  Tum  z  aoa  (ier  Gltiehmg 

zu  ftefameAy  also 

^  =  n  — ^T 

Eine  zweite  Sabttitation ,  wdcha  eheohUs  m  emer  Taftkoalen 

Fom  fähren  kann,  ist 

1 

^  ;r=l— ::— -)   ako<lx  =  — '"' 


man  erhalt  dnreii  dieselbe: 


4)   /^^Ha+W  ^^  =-  ja>iy-_£^^>2d. 

and  hier  wird  da«  Difierential  rediter  Hand  laftionaL  wenn  —  4-  ^ 
eine  ganze  ZaU  ist     So  bat  man  bdspiekweiae 
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and  darin 


:i-^ (1  +  a:»)« 


X 

nach  welchen  Angaben    die  Rechnung   keinen   weiteren  Schwierig- 
keiten unterliegt. 

II.    Ist  weder  —  noch 1 eine  ganze  Zahl,  so  läset  sich 

n  n  q 

das  binomische  Differential  im  Allgemeinen  nicht  rational  machen; 

man  benutzt  dann  die  nachstehend  entwickelten  Reductionsformeln, 

die  übrigens  allgemein  für  beliebige  m  und  n  gelten. 

Bezeichnen  wir  —  kurz  mit  8  und  a  +  ^^'*  niit  X,   so  giebt 
die  partielle  Integration: 


=  X'^^s      X'-^dX^ 
m        J  m 


und  weil  dX  =  hnx^~^dx  ist:  * 

6)  fx^-'^X'dx  =  ^^  -  —  A«»+«-iZ'-iÄa?. 

J  m  m  J 

Dieser  Formel  wird  man  sich  bedienen,  wenn  eine  Vermehrung 
von  m  und  eine  gleichzeitige  Verminderung  von  s  wünschenswerth  ist. 

Durch  Ümkehrung  der  Formel  5)  hat  man  noch 

/x^  X*      m   r 
a-m+n-i^'-idfa;  =  ^^-^  —  t^  /  x^-^X'dx 
ons         onsj 

oder,  wenn  m  —  n  für  m  und  s  +  1  für  s  gesetzt  wird, 

//|.m— »Tf  +  i  m n       r 

--'^"^  =  T^^^+if  -  mTmöV  -•"— '^'■^•'^-' 

mittelst  dieser  Formel  verkleinert  man  m  und  vergrössert  gleich- 
zeitig 5. 

Wenn  man  femer  die  rechte  Seite  der  identischen  Gleichung 
jx'^-^X^dx  =  jx'^-^{a-\-hx*)X'-^dx 

=  a  fx^^-^X'-^dx  +  h  y  x»»+«-iX'-ida? 
mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)  zusj^mmenhält,  so  ist  zunächst 
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x'^X*        hns   r  «.,    ,  ^,    ,  , 


m 


*         hns    r 

/  ü 

m  J 


in  dieser  Gleichung  schreiben  wir  s  -|-  1  für  s  und  sehen  das  erste 
Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an;  es  wird  so: 

7)  fx^-^X'd.  =  g:::^ti  _  Hfn  +  ns  +  n)  ^  ,.^.„^.^,, 
J  am  am  J 

diese  Reductionsformel  vergrössert  m  ohne  s  zu  ändern.  Drückt 
man  das  Integral  rechter  Hand  durch  die  übrigen  Grössen  aus  und 
schreibt  nachher  m  —  n  für  w,  so  ist: 

8)  /x«-ZMx  =  tr'f'V  -  5^^^  fx'^—^X'äx, 
J  b(fn  +  ns)         o{m  ■+■  ns)J 

womit  eine  Verkleinerung  von  m  ohne  Aenderung  von  s  herbeigeführt 
wird. 

Gehen  wir  wiederum  von  der  identischen  Gleichung  aus: 

fx'^-^X'dx  =  a  fx'^-^X'-^dx  +  h  Jx^^-^'^-^X'-^dx, 

so  giebt  die  Anwendung  der  Formel  6)  auf  das  Integral  rechter 
Hand: 

f  x'^-^X'dx 

Durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  folgt  hieraus 

9)  fx^-^X'dx  =  -5^^  ^  _ans_  f^m-ix'-idx, 
J  m-x-ns       m-\-nsJ 

welche  Formel  zur  Verkleinerung  von  s  ohne  Aenderung  von  m 
dient.  —  Schreibt  man  noch  s  -f-  1  für  s  und  redudrt  die  Glei- 
chung 9)  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  ergiebt  sich 

10)  /  a;'»-^XMa?  = .    .   ,.  H \    ;  ,,    /  a;«-^X*+irfa?, 

^  J  an(8  +  1)         an(s  +  1)  t/ 

und  hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten,  8  ohne  Störung  des  m  zu 
vergrössem. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  von  diesen  sechs  Reduc- 
tionsformeln  die  benutzen  wird,  welche  im  gegebenen  speciellen  Falle 
am  raschesten  auf  ein  bereits  bekanntes  Integral  fuhrt.  Wäre  z.  B. 
das  zu  entwickelnde  Integral 
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■■y  =r.    J  X     ^(a  —  x)    9 dx, 

V  ax  —  x^       «/ 

and  darin  h  eine  ganze  positive  Zahl,  so  liegt  es  am  nächsten,  durch 
successive  Verkleinerung  von  Je  auf  das  Integral 


A 


dx                    •    2a;  — a    ,    ^    ^ 
=  arcstn 1-  Canst. 


V  ax  —  x'^  öp 

zurückzugehen;  in  diesem  Falle  ist  also  die  Anwendung  der  Formel 
8)  indicirt  und  man  erhält  dadurch 

r    x^dx       __ _  x'^-'^V ax-^       a('2fe  — 1)  C  x^-^dx 
J  Vax  —  a;2  "~  ^  2Ä      J  y  ax-^x^  ' 

wie  man  auch  aus  der  Formel  7)  in  §.  71   finden  kann.     Aehnlicher 
üeberlegungen  bedarf  es  in  jedem  anderen  Falle. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  obigen  Heductionsformeln  für 
m  —  n  =::  0,  sowie  für  m  +  ns  =  0  nicht  in  Anspruch  genommen 
werden  dürfen,  wie  ein  Rückblick  auf  ihre  Herleitung  leicht  erken- 
nen lässt.  In  diesen  beiden  Fällen  können  aber  (nach  I.)  die  Diffe- 
rentialformeln rational  gemacht  werden  und  bedüi'fen  der  genannten 
Reductionsformeln  nicht. 


§.74. 
Integration  mittelst  unendlicher  Beihen. 

• 

Wenn  die  bisherigen  Mittel  nicht  hinreichen  um  die  Integration 
eines  irrationalen  Differentiales  auszuführen,  so  benutzt  man  gewöhn- 
lich das  in  §.  67  angegebene  Verfahren  und  stellt  das  Integral  als 
Summe  einer  unendlichen  Reihe  dar.  Diese  Methode  gestattet  häufig 
so  mancherlei  Modificationen ,  dass  einige  Beispiele  nicht  überflüssig 
sein  dürften. 

a.    Handelt  es  sich  um  das  Integral 

J     V\  —  («2  4-  ^2)3-2  ^^  «2^2^.4   ~  J    V  1  —  «2  ^.2    \/ TZT^T^ 

worin  a^  ß  und  x  echte  Brüche  sein  mögen,  so  kann  man  zwei  ver- 
schiedene Wege  gehen,  je  nachdem  man  nur  einen  der  beiden  unter 
dem  Integralzeichen  vorkommenden  Factoren  in  eine  Reihe  verwan- 
delt oder  beide  Factoren  entwickelt. 

Bei  Anwendung  des  ersten  Verfahrens  ist  es  von  Vortheil,  den- 
jenigen Factor  zu  entwickeln,  welcher  den  kleineren  der  beiden 
Brüche  a  und  ß  enthält ,  weil  die  Reihe  um  so  rascher  convergirt  je 


I 
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kleiner  die  Grösse  ist,  nach  deren  Potenzen  sie  fortschreitet     Unter 
der  Voraussetzung  a^  '^  ß^  erhält  man  zufolge  des  Gesagten 

r dx 

J  V(l  — a2a?2)(l—/33a?2) 

=  f      ^^        \i  +  Lß2x^  +l:^ß^x^  +  .  •  .1 

oder,  wenn  man  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  mit  Xq,  X2,  X4 
etc.  bezeichnet  und  eine  Integrationsconstante  hinzufügt, 

1)  f  ,  ^^  +  Comt, 

J  V(l  — a2a?2)(l— /32a;2) 

Das  erste  der  Integrale  Zo,  X3,  X|  etc.  ist   unmittelbar  he- 
kannt,  nämlich 

^.  _        arcsin  ax 

2)  Xo  = ; 

« 

zur  Berechnung  der  übrigen  dient  die  Reductionsformel 


I 


Vi— a2a;9 


jj.m-iyi  _cja^2        w— 1   r  x^-^dx 


„,  -1  r  x'^-^d. 


3)  ^  = 


oder 

worin  der  Reihe  nach  m  =  2 ,  4 ,  6  etc.  zu  «etzen  ist. 

Will  man  den  zweiten  der  angedeuteten  Wege  gehen,  so  hat 
man  die  beiden  Gleichungen 


y  l__a2a;2         ^2  ^2.4  ^2.4.6 


y  1-/32^2  '    2 '^         '   2.4'^         '   2.4.6 

mit  einander  za  multipliciren ;  das  Resultat  ist  von  der  Form 

y(l-a2a52)(i_/}2a.2)  ^  ^  -r  n 

und  zwar 


* 
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Co  =  1, 

06  =  ^(5a«  +  3a*/S«  +  Sa^ß^  +  5/J«) 


Darch  Integration  erhält  man  hieraus 


'>/v^ 


(^oj  GqX    .    GqX^    .    G^x 


5 


^  _^  ^  ^__ 


V(l  — a2aj2)(i_^2a;2)  1  3^5 

wo  nur  noch  eine  willkohrliche  Constante  beizufügen  ist. 

b.  Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 


m 


e^x^ 

dx,  €»  <  1,  «2  <  1, 


1  —  aj« 

welches  bei  den  geometrischen  Anwendungen  der  Integralrechnung 

vorkommen  wird.  Ist  €  ein  kleiner  echter  Bruch  höchstens  =  |  k  2, 
so  thut  man  am  besten,  nur  den  Zähler  in  eine  Reihe  zu  yer wan- 
deln uad  zur  Abkürzung 

x^dx  _ 

Vi— «^ 
zu  setzen.     Man  findet 


/ 


JV^ 


—  s^x^  ^ 
-r-dx 
x^ 


und  dabei  geschieht  die  Berechnung  der  mit  U  bezeichneten  Inte- 
grale nach  den  Formeln 

rj^      TT  TT   _(m— l)ü;n-2  — a?*"-^Vl— a?« 

7)      ÜJ,  =  arcstnx^      ^m  =  ^ ^—-^ • 

tn 

Wenn  dagegen  b  wenig  von  der  Einheit  differirt,  so  besitzt  die 
gefundene  Reihe  6)  eine  so  langsame  Convergenz,  dass  man  eine 
sehr  grosse  Menge  von  Reihengliedem  summiren  müsste,  um  eine 
nur  massige  Genauigkeit  zu  erreichen;  dann  sind  folgende  Transfor- 
mationen von  Nutzen. 

Man  hat  identisch 

und  hier  lässt  sich  die  Wurzel  rechter  Hand  in  eine  convergirende 
Reihe  verwandeln,  sobald 
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ist;  ulCB  gKbt 

7^2      1— X«  2.4    a— J^')-  • 

Diircii  Integration  der  eanzelneii  Reiheiiglieder*)  eri&ilt  man 


=  8  — «'• 

wobei  zur  AhlLÜrnmg 

geseilt  worden  ist    Mit  Hülfe  der  Rednctionsfc^mel  6)  in  §.  73  findet 
man  leklit 

wonach  die  sofieessiYe  Berecfanung  Ton  Fj ,  Fj  etc.  keine  Sdiwieiig- 
keit  bietet. 

Im  Fall  X'  die  angegeboie  Grenze  übersidgt,  verliert  die  For- 
mel 8)  ihre  Anwendbazkeit;  man  benntzt  dann  die  idaLtisdie  Giei- 
chunf 


*)  Die  BefagniBB  zu  dieser  Operation  erdeht  man  leicht,  wenn 
Bich  für  den  Augenblick 

- — - — 5  r=  £*  oder  X  =:  — ^.==i 
1-*'  Vl+r* 

gesetzt  denkt;  es  wird  hierdurch 

^/^   ,  (1— ^;3r^  r      äz        , 


=/' 


c{z  ^ 


i+ö(i-^^*-4a-*¥^  + 


Die  letzte  Beihe  schreitet  nach  Potenzen  von  z  fort  imd  daher  dür- 
fen ihre  einzelnen  Glieder  nach  §.  67  integrirt  werden,  wofern  (1  —  **)^* 
ein  echter  Bruch  ist;  durch  Bestitntion  des  Werthes  Ton  z  gelangt  man 
nachher  zn  der  oben  angegeboien  Rohe. 
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/Kv^-.=y^^ 


£2)a;« 


£2a?2 

worin,  wegen  x^  <^  l,  auch  immer 

und  daher  die  Reihenentwickelung  erlaubt  ist.     Dies  giebt 


/! 


^2     1— «2^.2    ^    2.4  (l—£2aj2)2T^  i 


und  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 


10)  /   1/  ^^^dx 


fV'-^ 


=  Con$t.  +  x-[-j  {l-e')W^  +  ^  (l-s^yw,  + 


dabei  ist 

„  1   i  1  ,/l  +  6X\ 

sx 
^  ex/ 

.2*  — 1 


wie  man  mittelst  der  Reductionsformel  6)  in  §.  73  leicht  findet. 

Endlich  Hesse  sich  die  verlangte  Integration  auch  dadurch  aus- 
führen, dass  man  die  beiden  Gleichungen 

V  l—B^x^  =  1  —  \s^x^'  —  |fi*aj*  — 

mit  einander  multiplicirt  und  Alles  nach  Potenzen  von  x  ordnet;  die 
Rechnung  ist  dann  ähnlich  wie  bei  der  letzten  Entwickelung  des 
ersten  Beispieles. 

c.  £s  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  die  Integration  mittelst 
unendlicher  Reihen  auch  in  dem  Falle  anwenden  kann,  wo  bereits 
auf  anderem  Wege  der  Werth  des  Integrales  in  geschlossener  Form 
entwickelt  ist;  die  nach  beiden  Methoden  abgeleiteten  Werthe  eines 
und  desselben  Integrales  können  nur  um  eine  Constante  difiPeriren 
und  lassen  daher  eine  Yergleichung  zu,  welche  jederzeit  auf  ein  zur 
Theorie  der  Reihen  gehörendes  Resultat  führt. 

So  hat  man  z.  B.  einerseits 

dx  =  1(1  +  ar)  +  Ci , 


/ 


1+0? 


4  IstegralioD  mittelst  QjiinidlkkerBeiheiL 
X  zwmtheK  —  1  nad  -f-  1  Hegt. 

/|-^<ix===  Al— j:  +  «*  — r»-l )rfr 

fldÜmi  daidi  Tergieicfamg 

Kl  +*)  -^  Cmd'  =  |x  —  |jr5  +  |x» 

—  1  <  *<  -u  L 
Der  Wfirtä  TM  Omt  =  Ci  —  C^  boInnBt  ndi  dnrdi  die 
SpeeiaÜnniDg  j;  =  0;  buh  findet  GhmL  =  0  vad  koauiit   damit 
auf  em  bekanntes  Resiütai  nrnek. 

Kadi  deBMdben  Terfalix«  liart  sck  die  Beihe  finr  orctoax  ais 
d«r  GlaekoDg 

^<1. 
berloten,  eb»so  die  Beihe  far  aresimx  wom 


a?«<  1. 
Em  ihnlichei  BeaoHat  tiefert  die  Gleichung 

f-^J=^dx  =  Ai~v^  +  i4^ !^^ 

d.  L 

Z(jc  +  Vl  +  x^  +  Const. 

_£  _  £^   I    iii?!        1.3.5  x^    

~l         2    3    "'"2.4  5         2.4.6  7 
Für  ;r  =  0  eriiäÜ  man  Omd.  =  0,  mithin 

,/ fl?         1  «*        1.3  j?* 

-  1  <  «  <  +  1, 

wie  actum  in  §.  59  erwähnt  wurde. 


Cap.  xni. 

Integration  transcendenter  Functionen. 

§.  75. 

Differentiale  mit  Exponentialgrössen. 

I.    Enthält  die  zu  integrirende  Function  nur  Exponentialgrö»- 
sen,  ist  also  das  Integral  von  der  Form 


ß 


so  kann  es  mittelst  der  Substitution 

1)  e**  =  z,  mithin  x=  — ,  da;  == 

a  a    e 

auf  ein  anderes  zurückgeführt  werden,  worin  keine  Exponentialgrösse 
vorkommt;  man  erhält  nämlich 

2)  Jf{e'')dx=^Jm^. 


Hiemach  ist  z.  B. 


3) 


='-arctan£f  +  Gonst.  =  —arctan(e<^^)  +  Const 
Als  zweites  Beispiel  diene  das  Integral 

f—J—dx=^  f      ^         — 
J  y  1  +  e«*   ^~  aJ  Y\-\-z    B   ' 

für  1  -f-  0  =  ««^  woraus  V  1  +  ^  =  w,  jer  =  M2  —  1  und  de  =  2udu 
folgen,  verwandelt  sich  das  letzte  Integral  in 
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Äc/  »*  — 1         a     \i*+  1/ 
mithin  ist  durch  Restitution  der  Werthe  von  u  xand  e 

II.  Betrachten  wir  nnn  den  Fall,  wo  das  Differential  Exponen- 
tialgrössen  nnd  Potenzen  enthält.  Die  einüachste  Form  eines  solchen 
Int^rrales  ist 

nnd  es  liegt  nahe,  die  Begel  der  partieUen  Integration 

/  urdx  =  u  I  vdx  —  1  ^^  I  ^^^ 
darauf  anzuwenden,  indem  man  von  der  Fundameutalformel 

/ßax 
e^^'dx  = +  OmsL 

Gebrauch  macht;  man  findet  so 

Im  Fall  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  kann  man  durch  wieder- 
holte Anwendung  dieser  Formel^  den  Exponenten  von  x  fortwährend 
yerkleinemd,  zuletzt  auf  das  Integral  5)  zurückkommen ;  in  der  That 
erhält  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

7)  / 

[x^ »ix*~^        m{m —  l)x' 

, . .  4-  (_1)«  ^,;^ Je"  +  Gona. 

Hiemach  lässt  sich  auch  das  Integral 

/  (p(x)e^'dx 

entwickeln,  wenn  q>(x)  unter  der  Form  Ä  -j-  Bx  -\-  Gx^  +  etc.  ent- 
halten ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  6)  —  m  -f~  1  an  die  Stelle  von  m 
und  reducirt  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  gelangt  man  zu  der 
Formel 

8)  /  _g«*£?/p  =:  - L        ^         /       ^      c^'dx 

^    J   x"^  (w— l)ic"»-'  ^  m—lj   x«-^  ' 


x^e^'dx 
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welche  für  ganze  m  mit  Ausnahme  von  iw  =  1  benutzt  werden  kann/ 
Im  letzteren  Falle  giebt  die  Formel  ein  unbrauchbares  Resultat  und 
es  bleibt  dann  nichts  übrig,  als  eine  Reihenverwandlung  vc^rzuneh- 
men;  vermöge  der  für  alle  x  geltenden  Gleichung 

IT  ~'x  ^  T  '^  TT2  ^  1.2.3  ■* 

erhält  man 


9)   /  ^e^'dx  =  Const  +  Ix 


•  •  »  • 


1    ax   .    l   {axy       1     {axY 
"^T  !"'''¥   1.2  "^3"  1.2.3  "*" 

und  nunmehr  lassen  sich  aus  der  Formel  8)  für  m  =  2,  3,  .  .  .  die 
Werthe  der  Integrale 

J-^e'-dx,     /^e-eior 

der  Reihe  nach  ableiten.     Eine  weitere  Folgerung  hiervon  ist,  dasa 
das  Integral 


/ 


ip(x)e^^dx,  worin  if(x)  =  Ä  -\ 1 r-f- 

X  X 


•    •    • 


jederzeit  auf  das  in  Nro.  9)  entwickelte  Integral  zurückgeführt  wer- 
den kann. 

Ist  der  Exponent  von  x  ein  Bruch,  so  kann  man  ihn  zwar  ver- 
kleinern, indem  man  die  Formeln  6)  oder  8)  anwendet,  je  nachdem 
er  positiv  oder  negativ  ist;  aber  man  wird  zuletzt  immer  wieder  zu 
einer  Reihenentwickelung  genöthigt.  Desselben  Mittels  muss  man 
sich  in  allen  übrigen  Fällen  bedienen,  wo  Integrale  von  anderen  als 
den  hier  betrachteten  Formen  vorkommen.  Ein  Beispiel  wird  genü- 
gen, um  dies  zu  zeigen. 

Das  gegebene  Integral  sei 

e^dx, 


h 


Vl+aj2 
so  kann  man  für  den  Fall  eines  echtgebrochenen  x  die  Umwandlung 


f\ 


2"^    +27i*  27476''    +*-'-^*   '^^ 


vornehmen  und  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel  7)  inte- 

griren;  ist  dagegen  a:  >  1 ,  so  wird  man  xy    1  +  ~  für  yl  -|-  a;* 
setzen  und  dem  Integrale  die  Form: 

Schlömilch,  Analysis.    I,  23 


i  '1 


^  •  »    ^ 


t't 


J 


^  "r  It 


i^  =  f. 


tut  M 
^  =  ^-   ÄX  ^  ^«J 


l^y 


▼<•  jr 


^^   /^^^>*^^  ~  ['^^>*  —  ••'^^^ 


a-«(«_i;.7z,— «_ 


>Uf  «^ii*  W««  cAäh  »«  »ttdit  aar  F««l  9) 


'•'  i     1    '*'  2    1.2   "•"  3  1.2.3  '•' 


uuA  «UM  Am  fffrmtA  Hf. 

f  de t  _t r    ds 

bi*  nat^r  Kro.  l)  aogcgdtene  Subttitatiaa  ict  auA  bei  den 


/' 
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zf^f(le)dz 
vortheilhaft  anwendbar,  sie  giebt  nämlich 
6)  Jzf^f{lz)dB  =   A(A*  +  i>y/(t/)dfy. 

So  ißt  z.  B.  für  den  speciellen  Fall  |tt  =  —  l,f(lz)  =  (Jz)"^: 
j(lz)^dz  =J  y^dy=-^^^  +  Const. 

und  in  dem  Ausnahmefalle  m  =  —  1 : 

®^  f-n^^'  ^fj^^  =  ly  +  ömsf. 

=  IQz)  +  Const. 

Für  ein  von  —  1   verschiedenes  fi  und  ein  ganzes  positives  m 
liefert  die  Gleichung  6)  zunächst: 

fzf*ilz)'^dZ=     re<f^  +  ^^Vymcly^ 

nachher  durch  Anwendung  der  Formel  7)  des  vorigen  Paragraphen 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y: 

9)jzf{,i^)   '^^-L^  +  i      Q,  +  iy+       (^  +  1)» 


,    ,     ,.    m(m  — 1)...2.11    ,,,1   ,    ^      . 


f 


In  allen  übrigen  Fällen  müssen    die  Integrationen  logarithmi- 
soher  Differentiale  durch  Reihenentwickelungen  ausgeführt  werden. 

Als  Beispiel  diene  das  Integral 

worin  14"^  positiv,  mithin  z  zwischen  — 1  und  +qo  enthalten 
sein  muss,  wenn  1(1  -{-  z)  reelle  Werthe  haben  soll.  Behufs  der  Rei- 
henentwickelung sind  hier  die  beiden  Fälle  —  1  <  jß?  <[  +  I  ^"^^ 
z  ^  -]-  1  zu  unterscheiden;  im  ersten  Falle  ist 

folglich 

10)         J  ^^  '«^  =  öo««*-  +  17  -  ^  +  "SF 

-  1  <  «  <  +  1. 

23* 
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Ffir  den  zweiten  Fall  benntaEt  man  die  TmMfonnation 

nnd  etli2lt 

;?>  1. 

Die  Integration  der  einzelnen  Glieder  ist  hier  erlaubt,  weil  die 

Snbstitation  —  =  ;i;  zu  einer  nach  Potenzen  Ton  x  fortgehenden 
Reihe  führen  würde. 


§.77. 
Bein  goniometriache  Differentiale. 

I.  Wenn  das  gegebene  Differential  nnr  ans  den  Terschiedenen 
goniometrischen  Functionen  eines  und  desselben  Bogena  besteht,  wenn 
mithin  das  gesachte  Integral  unter  der  Form 


/ 


F(8inu^  cosUf  tanu,  .  .  .)du 

enthalten  ist,  so  kann  man  sich  zuerst  der  Gleichungen 

-irz r-r-  ^  sinu 

C08U  =  V  l  — «en'tt,        tanu  =  -====  ,  etc. 

V  1  — sin^u 

bedienen,  um    alle  vorkommenden  Functionen    durch  sinu  auszu- 
drücken; das  Integral  erhält  dann  die  Form 

/(sinu)  dUj 


ß 


wobei  immer  vorausgesetzt  werden  darf,  dass  u  zwischen  —  |  sr  und 

-|- 1  ;r  enthalten  sei.     Mit  Hülfe  der  Substitution 

dx 
sinu  =  x,        du  =  ^, 

Vi— «« 
ergiebt  sich  nun 
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und  damit  ist  das  Integral  auf  ein  anderes  zurückgeführt,  welches 
keine  goniometrischen  Functionen  mehr  enthält. 

Nach  diesem  Verfahren  hat  man  z.  B, 

r         ,            C         du                  C    äx 
I  sccudu  =.  I  -y  =    /  -: -r 

und  bei  Anwendung  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

1)  /  secudu  =  ltan(~7C  +  |w)  +  C. 
Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich 

r      ,        r  du       r    dx 

I  cscudu  =    I  -—. —  =    /     ->    ' 
J  J   stnu        J  xV  1  — 

=  _  Y1+ Vi— a?A  ^  _  Vl+cosu\ 
\  X  J  \    smt«    / 

oder  kürzer 

2)  /  cscudu  =  ltan\u  -\-  C. 

Mit  Hülfe  der  genannten  Substitution  erhält  man  auch 
/  sin^u  cös^udu  =  1  a;^(l  — a?2)ä^*~^  clx-, 

auf  das  rechter  Hand  stehende  Integral  sind  die  sechs  Reductions- 
formeln  des  §.  73  anwendbar,  wobei  a  =  1,  b  =  —  1,  m=|?+  1, 
n=2,  8  =  5(3  —  1)  zu  setzen  ist.  Führt  man  nachher  die  Werthe 
von  X  =  sinu  und  dx  =  cos u du  wieder  ein,  so  gelangt  man  zu 
folgenden  Gleichungen 

3)  I  sinPucos'fudu 


a?2 


sinP+^uco8^~^u    ,    q  —  1    T. 

-J  s. 


h       ,    ,    /  sinP-^^ucos^-^udu 


P+  1  P  + 

sinP-^ucos^-^^u       p—l    r.  «    5         «J.2    ^ 

= r— \-       ,   ^    I  stnP-^ucos^+^udu 

q-\-l  3  +  It/ 

sinP  +  ^ucos^  +  ^u    ,    p  +  q  +  2   P  .  ^,  ,         ^     _ 
==      -— \-  - — .   '       /  stnP'^^ucos^udu 

jp 4- 1  P+  ^  ^ 

sinP-'^ucos^'^^u    .  p—l    r  .  «    2        ^     , 

= ; 1^—, —  /  stnP-^^ucos^udu 

P  +  ä  P  +  aJ 

sinP-^^ucos^-^u    ,    g— 1    r  .  „       ^«_n     , 
=r      ; h  ^— ; —  /  stnPucos^    ^udu 

P  +  <i  p  +  aJ 

sinP^^ucos^^^u        p  +  q±2   A,.^,^,,,,^^,,^,, 
3  +  1  ^      3  +  1   c/ 
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Mittelfit  dieser  Formeln  bringt  man  das  ursprfingHche  Integral 
auf  ein  anderes  derselben  Art  zurück,  worin  p  oder  q  oder  beide 
um  2  grössere  oder  kleinere  Werthe  besitzen;  die  fortgesetzte  An- 
wendung der  genannten  Bednctionsformeln  fuhrt  schliesslich  auf  ein 
Integral,  worin  die  Exponenten  von  sinu  und  cosu  nicht  ausserhalb 
des  Intervalles  —  1  bis  -\-  1  liegen.  Sind  p  und  q  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen ,  so  kommt  man  zuletzt  auf  eines  der  folgen- 
den Integrale 

/  du^  I  sinu  du,  I  cosu  du. 


/sinu  cosu  du,       1  —. —  »       / 
J  stnu       J 

/tanudUt       1  cotudu,       1  — 


du 
cosu 

du 


stnu  cosu 

die  sän^mtUch  durch  die  Substitution  sinu  =  x  entwickelt  werden 
können.  So  erhält  man  z.  B.,  wenn  p  und  q  positive  ganze  Zahlen 
bezeichnen. 


4)      für  gerade  p,       1  sinPudu 


^stnP-^u+^ -sinP-^u  +  r^    J^,  — -^  smi»  "«««  +  ■ 

0-l)(p-3)...3 
--+(^^2)(p-4)...2^^^ 

p(P  —  2)  Cp  —  4) ...  4 .  2       ' 


6)      für  ungerade  p,       1  sinPu  du 


cosu\   .       -      .  p — 1    .        .     -  (p — l)(i? — 3)   .  „    ^     , 

^smP-^u-^-- -smP-^w+T^- — -i^ — -^s%nP-^u-^- 

^p  —  2  ^  (l?— 2)  (P--4) 

^Cp  — 2)(i»  — 4)...3.1  ) 


6)      für  gerade  q,  J  < 


cos^u  du 

sinu  j      ,    ,     ,  q  —  1  -     ,  (q  —  1)  (0  —  3)  .     , 

a     (  ^  q  —  2  ^(2— 2)(2  — 4) 

+  (2-2)0-4). ..2'"'^«» 

ä(a  — 2)(ä-4)...4.2      ^ 
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7)  für  ungerade  q,       I  cos^udu 

= ]cos9-^u  +  i — -cos«-»«*  4-  3^? — ^ -(co^-^u  + . .. 

(3  — 2)  (2  — 4)...  3.1)    ' 

8)  für  gerade  p,  I  i 


«  •  *  .  • 


tan^udu 


p  —  1  p  —  3  p  —  5 


9)      für  ungerade  p,       /  tanPudu 


■  .  •  • 


tcmP^^u       tcm^-'^u        tan^-^u 

p — 1  p  —  3  p  —  5 

Beiläufig  sei  noch  bemerkt,  dass  sich  die  Integrale 

I  sin^udu   und    1  cos^udu 

auch  auf  andere  Weise  entwickeln  lassen.     Bei  geraden  m  hat  man 
nämlich  (s.  §.55  Formel  11) 

=  (wi)o cosmu  —  {m)i cos(m  —  2)u-\-  (m)^ cos(m  —  4) w  —  •  •  • 

•  •  •  +  (-l)«"'~'(»»)j„_iC0«2«  +  (-l)*'"i(m)x^ 
und  daraus  folgt  sehr  leicht 

10)      für  gerade  m,       1  sm^u  du 

1 
( — 1)5    isinmu      ,  .  sm(m  —  2)w  ,   ,   .  sinim  —  4)t* 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 


.  • 


1 


3G0    Cspi  XnL    §.  77.    Bein  gnmonietrisdie  DüEenaiUaJe. 
11;    fir«g««ie-.        /*^«*^ 


1  -_ »^  OhSW 

12)     Inr  gerade  «,  I  eo^udm 

1     ("«rjiaiii    ,    ,  ,    mm(M  —  2)ii   .    ,  _   «ifai  —  4>«    , 

-  +  («>!  — z: — TT-  +  («1^ 7^  + 


2''^  I      w        -    ^   ^*       «1  —  2  ^    ""        «1  —  4 

sm2u 


"•    /' 


+  (-k_.  ^  +  (-)i.  1}  +  <^ 


13;    far  ungerade  «,  /  eo^udu 

1     {smmu    ,    ,   ,    jt]i(jM — 2i«    .    ,   ^  nn(m — 4^ii  . 

=2=^  [-^  +  ^->' -bi2^  +  (">' -TTt:^  +  •  •  •  ■ 

IL     Eiiie  zveite  ümwandlnng  des  Integrales 

bestellt  darin,  dass  man  alle  Torkonunenden  goniometrischen  Fnne- 
tionen  durch  €09  u  ausdruckt,  wodnrch  das  Integral  die  Form 

/  fp(eosu)du 

mrhSlt,  und  naehher 

cosu  =  w,     mithin  du  =  —  ,  . 

Vi  —  y* 

sabstitiiiri;  damit  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

Im  Wesentlichen  ist  diese  Bednction  Ton  der  vorigen  nicht  Ter- 
schieden  und  wird  daher  keiner  Erlantemng  durch  Beispiele  be- 
dürfen« 

HL     Man  kann  drittens  das  Integral 

/  F{smu^  cosu^  ianUf  .  .  ,)du 
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auch  80  behandeln,  dass  man  erst  alle  goniometriBchen  Functionen 
durch  tanu  ausdrückt,  wodurch  die  Form 

tlf(tanu)du 

entsteht,  und  nachher  die  Substitution 


/■ 


d/s 
tanu  =  e^        dw  = 


1  +  ^^ 
vornimmt;  letztere  giebt 


I  ^(tanu)du  =    /  - 


+  ^* 

Biese  Transformation  bietet  den  Yortheil,   dass   sie  zu  einer 
rationalen  Form  führt,  wenn  ^(^e^)  eine  rationale  Function  ist. 

Beispielsweis  hat  man 

rtanPudu=  y  fir^. 

woraus  die  Formeln  8)  und  9)  hervorgehen,  sobald  gerade  und  unge- 
rade p  unterschieden  werden. 

Ein  zweites  Beispiel  ist 

r du _     r       dz 

J  a^cos^u  -f  ß'^sin^u  ^  J  a^  +  ß^z^ 

1  ßz         l  ßtanu    ,    ^ 

=  — s  arctan  ^-—  =  —-  arctan \-  u, 

aß  tt         aß  u 

übereinstimmend  mit  der  Grundformel  20)  in  §.  65. 

Nach  demselben  Verfahren  ergiebt  sich 

/cos^udu 
(a^cos^u  ^    ^^ 


+  ßhin'^uy 

cosusinu  ,        1  ,      ßtanu    ,     ^ 

1    n — 7a  (arctan \-  C. 


~  2a^(a^cos^u  +  ß^sin^u)    '    2a3/3  a 

/sin^udu 
(a^cos^u  4-  ß'^sin^uY 

cosusinu  ,        1  ^      ßtanu   ,     „ 

+  -- — ;jr  arctan \-  C, 


"~        2ß^(a^cos^u+ ß^sin^u)    '     2aß^  u 

und  durch  Addition  der  Formeln  14)  und  15) 

r du 

^^^  J  (a^cos^u  +  ß^sin^uy 

ßü  —  «2  cosusinu  ,    /J2  -U  «3  ßtanu    .     ^ 

r=r 4-  - — —^ —  arctan 4-  C, 

2a2|32    a^cos^u  +  ß^in^u  ^     2a^ß^  a      ^ 
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IV.     Als  letzte   and  meistens  zweckmässigste  Transformation 
des  Integrales 

F(sinu,  C08U,  tanu^  .  .  .)du 


/ 


erwähnen  wir  diejenige,  welche  aus  der  Snbstitation 


tan^u  =  t 


hervorgeht.     Zoiblge  derselben  ist  nämlich 


2t  1—^3  2t 

8tnU  =  , ; — r;,      C08U  = : — -..      tttUU  = 


2dt 
du  = : 

das  obige  Integral  «rhält  jetzt  die  Form 

r    /    2t      1—^2      2t  \    2dt 

J      \l+t^'  1+t^'  1—t^''  ")  l-+t^ 

und  diese  ist  von  selbst  rational,  wenn  in  der  Function  F  ursprüng- 
lich keine  Wurzeln  vorkommen. 

Hiernach  ergiebt  sich  z.  B. 

r -Ji =  2  r ^ 

J  acosu  +  ßsinu  -\-  y  J  Y  -\-  ^  -h  2ßt  +  (y  —  a)^*' 

die  Integration  in  Beziehung  auf  t  hat  keine  Schwierigkeit  und 

liefert,  wenn  «  ^  y  vorausgesetzt  und  der  Werth  t  =  tan\u  re- 
stituirt  wird, 

17)  r ^ 

J  acosu  +  ßsinu  +  y 
= , y  arctan  -   Z  +  C,  a«  +  ß^<y\ 

—        ß  -^{y  ^  a)tan\u  ^  ^'  «  "^P       r , 


_  1  ^/ß'\'iy-d)tan\u  —  Va^  +  ß^-y^\  j^  g^ 

Va2  +  /33  —  y3     \/3  +  (y--a)^aw>  +  Va2  +  /32  — y2/ 

a2+/32>y3. 

In  dem  speciellen  Falle  y  =^  a  verlieren  diese  Formeln  ihre 
Anwendbarkeit;  es  ist  dann 

du r     dt 

a{\  4-  cosu)  +  ßsinu       J  (^  +  ßt 

=  ll(a  +  ßt)  +  C=^  l(a  +  ßtanlu)  +  C. 
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§.78. 
Gemisclit  goniometrisclie  Differentiale. 

I.     Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,   wo  Sinus  oder  Cosinus 
in  Verbindung  mit  Potenzen  vorkommen,  wie  z.  6.  in  dem  Integrale 

u^sinßudu. 


/■ 


Durch  Anwendung  der  partiellen  Integration  ergiebt  sich  sehr 
leicht 

W^stnßudu  = jr-^- V  -ß-  j  u'^~']cospudu', 

ferner  ist,  wenn   man  dasselbe  Verfahren  auf  das  letzte  Integral  an- 
wendet, 

u"^    ^cosßudu  = 3 — ^ 3 —  /  u'^'-^stnßudUy 

mithin  durch  Substitution  von  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende 

y\  r  fn  '   Q    j                u^cosßu    .    mu'^-^sinßu 
l)J  W^stnßudu  = jSl^  •\ -^ — £— 

—; I  u^^^sinßudu, 

ß^      J 

Hiemach  kann  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  zurückge- 
führt werden,  welches  von  derselben  Gattung  und  worin  der  Expo- 
nent von  u  um  2  kleiner  ist  Wendet  man  die  Formel  1)  im  Falle 
eines  ganzen  positiven  m  mehrmals  nach  einander  an,  so  kommt  man 
schliesslich  auf  eines  der  beiden  Integrale 


.   ^     ,                 cosßu    ,     ^ 
sinßudu  = -^ 1-  C, 


'     .    /,     ,                ucosßu    ,    sinßu    ,    ^ 
ustnßudu  = -^  H g^  +  0, 

deren  erstes  unmittelbar  bekannt  ist,  und  deren  zweites  aus  Nro.  1) 
für  m  ==  1  folgt.  • 

Setzt  man  in  der  vorigen  Reductionsformel  m  =  —  w  +  2 
und  sieht  das  Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an,  so  erhält 
man 

Qv        Csinßu  , sinßu ßcosßu 

^     0/     w«      ^~       (n—l)!*»-!  ""  (w— l)(n  — 2)w»-3 


ß^ Psin  ßu 


(n— l)(w  — 2) 

Für  n  =  1  und  n  =  2  ist  diese  Formel  unbrauchbar  und  es 
bleibt  dann  nichts  übrig,  als  mit  Hülfe  unendlicher  Reihen  zu  inte- 
griren.     Im  ersten  Falle  giebt  die  Anwendung  der  Sinusreihe 
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''/ 


'^l^du=C^^^---   ^'*'     '    ^      ^'"' 


11  3  1.2.3        5   1.2. .5 

zweiten  Falle  hat  man  imimrhfi  durch  tlieilveue  Integimtiaa 


4)  Z^'«.  =  -  =?i  +  />  /=^'«. 


«/ 


*eosßu  1    d'v'         1      /?«iH 


2    1.2  4   1-2. .4 

Die  Fcrmd  2)  dient  nun,  um  die  Integrale 

anf  die  IntegnJe  3)  nnd  5)  znrücbalaliren. 

Ist  der  Exponent  Tcm  tc  weder  eine  positiTe  nodi  eine  negative 
ganze  ZaU,  so  laast  er  ndi  zwar  mittelst  der  Formdn  1)  nnd  2) 
TergrösBem  oder  veiUeinem,  am  Ende  wird  man  aber  dodi  zor  Inte- 
gration dnrdi  Beihen  greifen  mnssoi. 

Die  namfidben  BetraditnngHi  gdten  hat  wöstlidt  &r  daa  Inte- 
gral 

u^casßudm 

nnd  laetara  znnidbst  die  Bednctionaformel 

-V               /*  -      «     ^          u^stnßu    .    mu^~^eo8ßu 
6)  Ju'ea,ßudu  =  —j^  + ^5-^ 

^^-^ /  «■   ^eosßudu^ 

wddbe  bei  guuen  poätinai  m  anf  eines  der  beiden  Integrale 


/• 


/ 


/ 


cosßudu  =?^+  a 
ucosßudu  = — -^  4.  — ^  +  G 


znrfiekfobrt.     Fär  m  =  —  »  -|-  2  ergiebt  mch  durch  Umkduimg 
▼on  Kn  6) 

^    J  "ü^^^  ~       {»—  l)u--»  ■•"  (»—  i)(n—  2)«--« 

ß^  Ccosßu 

—  («— 1)(,»~2)7  li^^'**- 

Auf  die  speaeUok  Fälle  »  =  1  nnd  n  =  2  ist  diese  Formel 
nicht  anwendbar;  im  ersten  Falle  benutzt  man  die  in  Nro.  5)  ange- 
gebene Beihe,  im  zweiten  Falle  hat  man  erst  durch  partielle  Inte- 
gration 
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8)  f'^äu  =  -.  ^i^  -  ^  f'M^du 

nnd  entwickelt  dann  das  Integral  rechter  Hand  nach  Nr.  3).  Im 
Uebrigen  dient  die  Formel  7),  am  die  Integrale 

auf  die  in  Nro.  3)  und  Ö)  betrachteten  Integrale  zurückzuführen. 
Ist  der  Exponent  von  u  weder  eine  positive  noch  eine  negative  ganze 
Zahl,  so  kann  man  ihn  zwar  vergrössern  oder  verkleinem,  muss  aber 
schliesslich  doch  Keihenentwickelungen  benutzen. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lautet  dahin,  dass 
Integrale  von  den  Formen 

/ /W sin ßu  du    und     /  f(u) cosßu  du 

in  endlicher  Gestalt  ausführbar  sind,  wenn 

f(u)  =  Ä  +  Bu  +  Cw»  +  •  •  •  +  JTm* 
ist,  und  dass  sie  auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückkommen,  wenn 
f(u)  unter  der  Form 

U  ti*  u* 

enthalten  ist. 

IL    Wir  betrachten  zweitens  die  Gombination  der  Exponential- 
grösse  mit  Sinus  oder  Cosinus,  nämlich  die  beiden  Integrale 

P=  I  e'''' sin  ßu  du  und  Q=  j  e^^'cosßu  du. 
Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich 

P^e-'^-^)  +  ^fe^'cosßudu 

d.  i. 

-^e^^cosßu  +  ccQ 

und  analog,  wenn  man  ebenso  mit  Q  verfahrt, 

-|-e««*siw/3w  —  aP 

Q  = ß ; 

die  zwei  erhaltenen  Gleichungen  bestimmen  die  beiden  Unbekannten 
P  und  Q,  nämlich 

nN  r  ^^   '   a     ^  e^'^'iasinßu  —  ßcosßu)    ,    ^ 

9)  J  e^^stnßu  du  =  -;— ^^ ^^  _^  ^, — ^^-^  +  C, 

,.^^  r  ^u      a    ^  e««(acos/3t*  +  ßsinßu)    ,    ^ 

10)  J  e'''' cosßu  du  =  — ^^ ^a  Z ß2 ^^-^  +  C- 
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III.     Die  beiden  allgemeineren  Integrale 

/  u^e'^^sinßudu  und  /  u^e'^^cosßudu 

gestatten  eine  ähnliche  Behandlung.  Bezeichnet  man  nämlich  das 
erste  mit  P^,  das  zweite  mit  Q^^  so  findet  man  durch  theilweise 
Integration  und  unter  Benutzung  der  Formeln  9)  und  10) 

*"   ""  «2    _^    ^2 

^"*  ""  «2    ^    j32 

Damit  sind  die  gesuchten  Integrale  auf  zwei  andere  derselben 
Art  zurückgeführt,  worin  der  Exponent  von  u  um  eine  Einheit  ver- 
ringert ist.  Bei  ganzen  positiven  m  lässt  sich  diese  Operation  »»-mal 
anwenden  und  dann  erhält  man  P^  und  Q„^  ausgedrückt,  durch  Pq 
und  Co»  welche  letzteren  IntegBale  mit  den  unter  Nr.  9)  und  10)  ent- 
wickelten identisch  sind. 

Hieraus  folgt  noch,  dass  die  Werthe  der  Integrale 

I  f(u)e^^sinßudu    und    J f(u) e"^  cos ß u  du 

in  geschlossener  Form  dargestellt  werden  können,  wenn  f(u)  eine 
ganze  rationale  algebraische  Function  von  u  ist. 

Dasselbe  gilt  von  den  Integralen 

I  f(u)e^^sinPudu    und    j  f{u)e^^  cos^u  du^ 

falls  p  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Mittelst  der  Formeln  9)  bis 
12)  in  §.  55  lässt  sich  nämlich  jede  ganze  Potenz  von  sinu  oder 
cosu  in  eine  endliche  Eeihe  der  Sinus  oder  Cosinus  von  Vielfachen 
des  Bogens  u  auflösen,  und  dann  ist  jedes  einzelne  Glied  nach  den 
vorigen  Formeln  iategrabel.     So  hat  man  z.  B. 

I  f(u)e"^cos^u  du 

=  83  Jf(tf)e^''(cos6u+6cos4:U+  16co8  2u+ 10) du, 
wodurch  man  auf  vier  einzelne,  unter  der  Form 

f(u)e^^cosßu  du 


ß 


enthaltene  Integrale  zurückkommt. 

In  allen  Fällen,  welche  hier  nicht  erörtert  wurden,  ist  die  Hülfe 
unendlicher  tleihen  in  Anspruch  zu  nehmen. 
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§.  79. 
Cyclometrische  Differentiale. 

Enthält  das  gegebene  Differential  eine  cyclometrische  Function 
allein,  so  ist  es  leicht  auf  ein  goniometrisches  Differential  zurückzu- 
führen; mittelst  der  Substitution 

1)  aresin  X  =  u,    x  =  sinu^    dx  =  cosudu 
erhält  man  nämlich  ohne  Weiteres 

2)  /  /(arcsinx)  dx  =^  1  f{u)cosu  du^ 

Nicht  minder  einfach  ist  die  Ableitung  der  folgenden  Formeln: 

3)  I  f(arcco8x)dx  =  —   I  f(u)sinuduy    u  =  arccosx, 

^)  /  fißrctanx)  dx=        J  f{u)sec^u du,    u  =  ardanx^ 

ö)  J  /(arccotx)  dx  =  —  1  f(u)csc^udUy  u  =  arccotx. 

So  hat  man  z.  B.  nach  der  Formel  2)  und  nach  Nro.  12)  des 
vorigen  Paragraphen 

/  e«*»»*«**»*  dx=   I  e«»  cosu  du 

acosu  +  sinu  «.,   ,    ^     ^ 

=  — j^rfi — ^    +  ^^^-^ 

mithin  rückwärts  für  sinu  =  o?,  cosu  =  VI  — x^: 


f 


aV  1  — a;2  4.  ^ 

^a arcsinx  a^  —  .^ ^       ^a arcsinx  J_    (J^^^ 

«2-^1 


Auf  gleiche  Weise  würden  sich  die  beiden  Integrale 

/  (arcsinx)"*  dx   und     /  (arccosx)^dx 

mittelst  der  Formeln  10)  und  11)  des  vorigen  Paragraphen  entwickeln 
lassen. 

Leicht  integrabel  sind  auch  die  Differentiale  von  der  Form 
f(x)'^{x)dx,  wenn  il>{x)  eine  cyclometrische  Function  und /(a;)  so 
beschaffen  ist,  dass  das  Integral  Yonf(x)dx  eine  algebraische  Func- 
tion bildet;  in  der  That  genügt  unter  diesen  Voraussetzungen  die 
theilweise  Integration  des  gegebenen  Differentiales,  um  sogleich  auf 
das  Integral  eines  algebraischen  Ausdruckes  zu  kommen.  Man  hat 
nämlich  für  ^(a?)  =  arcsinx: 


1 
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/  arcsinx  fix)  dx 
•=  arcsinx  J  f(x)  dx  —    /  darcsinx   1  f(x)dx 


oder 


1)  /  f(x) arcsinx  dx  =  arcsinx  I  f(x)  dx  —   /     .  I  f(x)dx', 
mit  gleicher  Leichtigkeit  sind  die  folgenden  Formeln  entwickelbar: 

2)  /  f(x) arccosx  dx  =  arccosx  I  f(x)  dx  -\-  j     ,  j  f(x)  dx^ 

3)  /  f(x)  arctanx  dx  =  ardanx  I  f(x)  dx  —   /  ^    /  f(x)  dx, 

4)  I  f(x)arccotxdx  =  arccotx  I  f(x)dx  +   /      ,     ^    I  f(x)dx. 

So  ißt  z.  B.  in  dem  speciellen  Falle /(o?)  =  1  nach  Nro.  1): 

r  r     dx 

5)  /  arcsinx  dx  =  arcsinx  .  x  —   /  .,  >  x 
J                                                 J  Vi— «2 

=  xarcsinx  +  VI — x^  -f-  Consta 
and  nach  Nro.  3): 

r  r    dx 

6)  /  arctanx  dx  =  arctanx  .  x  —  /  ^x 

=  xarctanx  —  \l(l  -]-x^)  -\-  Consf.; 

* 

überhaupt  allgemeiner  fär  f(x)  =  x^~^: 

^.  r  «    1         .      j  x^ arcsinx         1      P  x'^dx 

7)  I  aj"*~^  arcsinx  dx  = /     r  , 

J  m  m  J  y  i__a?2 

oN  r  «    1     ^        j         x"^ arctanx         1      Cx'^dx 

8)  /  x"^"^^  ardanx  dx  = /  — ; , 

wo  die  rechter  Hand  vorkommenden  Integrationen  bei  ganzem  posi- 
tiven m  jederzeit  ausfahrbar  sind. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  ist  folgendes.    Man  hat 
zunächst  nach  Nro.  3) 

/x                                                    ,/ rV  1— a;2 
.,/            arctanx  dx  =■  —  arctanx  .  V  1 — x^  +   / dx, 

ferner 
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fVl—xt       _   fl—x^      dx 


=  ^/fT 


dx 


—  arcsmx. 


+x^^/T^^ 

Schafft  man  das  Wurzelzeichen  in  dem  rechter  Hand  befindli- 
chen Integrale  weg  (§.  72)  und  integrirt  nachher,  so  findet  sich: 


/ 


\  dx  1         ,        xV2 

arctan 


und  durch  Substitution  dieses  Werthes: 


/ 


X 


arctan xdx  =  — Vi — x^  arctan x 


Vi— a;2 

^j —  xV^2 

-1-  K  2  arctan  , .  —  arcsinx  +  C. 

Vl--a;3 

Lässt  sich  keine  der  erwähnten  Methoden  anwenden,  so  muss 
man  wie  immer  die  Integration  durch  unendliche  Eeihen  zu  bewerk- 
stelligen suchen. 


Schlömilch,  Analysis.    I.  24 


Cap.  XiV. 

Geometrische  Anwendungen  einfacher  Integrationen. 

§.80. 
QuadratuTen  in  Farallelooordmaten. 


Schon  in  §.  64  haben  vir  darauf  hingewiesen,  dass  ein  Integral 
ab  die  ebene  Flache  betrachtet  werden  kann,  welche  von  der  Abscis- 
Benachse,  zwei  daranf  genkrechten  Ordinaten  nnd  einer  Cnrye  begrenzt 
wird;  dort  benatzten  wir  diese  geometrische  Constmction ,  nm  den 
Begriff  des  Integrales  zu  Teranschanlichen ,  hier  soll  sie  znr  Bestim- 
mung der  Flache  einer  gegebenen  Plancurve  dienen.  Zugleich  Ter- 
allgemeinem  wir  die  Betrachtung  durch  die  Annahme  eines  beliebi- 
gen schiefwinkligen  Coordinatensjstemes. 

In  Fig.  41  sei  ^XOY=y,  OM=x,  MP=y  und  y=f{x) 

die  Gleichung  der  Cnrve  HPQFu 


Fig.  41. 


^iü  =  ^z  .  NQ  .smy. 


ferner  die  Flache  GMPH=  ü 
nnd  MMi  =  ^x  ein  beliebiger 
Zuwachs  der  Abscisse  x;  die  ent- 

sprechende  Flachenzunahme 
Mli^PiP  =  ^U  kann  einem 
Parallelogramme  verglichen  wer- 
den, welches  MMi  zur  einen 
Seite  und  eine  gewisse,  zwischen 
MP  und  Ml  Pi  eingeschaltete  Or- 
dinate NQ  zur  anderen  Seite  hat, 
daher 


j 
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Aus  dieser  Gleichung,  welche  so  lange  gilt,  als  die  Curve  stetig 

verläuft,  zieht  man 

du 

-^  =  ysiny 

und  umgekehrt  durch  Integration 

J)  U  =  siny  j  ydx  \-  Consi. 

Die  Bedeutung  der  willkührlichen  Gonstanten  besteht  darin,  dass 
es  für  die  letzte  Ordinate  y  gleichgültig  ist,  von  welcher  Anfangs- 
ordinate GH  ab  die  Fläche  ü"  gerechnet  wird,  dass  mithin  so  lange 
eine  Unbestimmtheit  in  der  Aufgabe  liegt,,  als  jene  Anfangsordinate 
nicht  besonders  angegeben  ist.  Nennen  wir  Xq  die  Abscisse  OG-  der 
Anfangsordinate  GH^  so  muss  ü  =  0  werden,  wenn  x  den  Special- 
werth  X  =  Xq  erhält;  durch  Zusatz  dieser  Bedingung  bestimmt  sich 
die  Constante,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 

a.    Die  Parabel.     Aus  der  bekannten  Gleichung 

y  = 


2p 


ergiebt  sich  augenblicklich 


X 


3 


ü  =  — 1-  Const 

3q 

Soll  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  gerechnet  werden,  das  heisst 
ü  gleich  der  Fläche  OMF  sein,  so  müssen  x  und  CT  gleichzeitig  ver- 
schwinden; dies  giebt  0  =  0-)-  Const.,  mithin 

2)  u=  —  ^-j-xy. 

Daraus  folgt  auch  der  bekannte  Satz  des  Archimedes,  dass  die  Fläche 


Fig.  42. 


MM2PiP=:  OM2P2  —  OMI 


OLF  =  lxy  =  lL OMP  sein 
muss. 

Eine  elegante  und  später 
brauchbare  Erweiterung  des  Theo- 
remes  2)  ist  folgende.  Man  ziehe 
noch  zwei  Ordinaten  MiPi  und 
M2P2  in  den  Abständen  MMi^=z 
M1M2  =  h  und  berechne  die 
Fläche  zwischen  MP  und  M^P^ 
nämHch  (Fig.  42) 


8«  3a  "»^  l 


24* 
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oder  ancli 


MMiPiP  =  \h\^^ 


(a;+Ä)*    .    (a?  +  2 


L  2  g  a 


m 


Bezeicbnen  wir  die  drei  Ordinalen  MP,  Mi  Pi,  M2  P^  mit  y,  |^,  ^, 
BO  wird  die  vorige  Gleichung  zur  folgenden 

MM^PtP  =  jÄ(y  +  4y,  +  y,). 
Um  dieses  Resultat  zu  Torallgemeinem,  legen  wir  durch  einen  belier 
bigen  Punkt  ff  ein  neues  Goordinatensystem  parallel  dem  früheren; 
der  Abstand  der  Achsen  OX  und  ffX'  sei  MN  =  h  und 
NP=ri  =  y  +  h,  NiPi  ==  1/1  =  yi  +  &,  ^,P,  =  17,  =  y,  +  5. 

Nach  diesen  .Voraussetzungen  hat  man 

Fläche  NN2P9P  =  Rechteck  NN^M^M  +  Fläche  MM^P^P 

and  bei  gehöriger  Zusammenziehung 

3)  Fläche  NNiPiP  =  \h{ri  +  4i/i  +  i^j). 

Legt  man  demnach  durch  drei  Punkte  P,  Pj,  P2,  deren  Ordi- 
naten  gleiche  Abstände  halten,  eine  Parabel,  deren  Achse  parallel  der 
Ordinatenachse  ist,  so  kann  man  die  Fläche  des  entstandenen  para- 
bolischen Doppelstreifens  aus  den  drei  Ordinaten  und  ihrer  gegen- 
seitigen Entfernung  berechnen,  ohne  den  Scheitel  und  den  Parameter 
jener  Parabel  aufsuchen  zu  müssen. 

b.  Kreis  und  Ellipse.  Die  Idttelpunktsgleichung  des  Krei- 
ses sei 

y  =Va»  — ««; 
68  wird  dann 


I7  =  y  Va«  — ««dfic  =  JirVa«  — a;»  +  ia2arcstn—  + 


Consi. 


Fig.  43. 


Versteht  man  unter  U  die  Fläche 
COMQ  (Fig.  43),  so  muss  für  x=0 
auch  U  =  0  werden;  dies  giebt 
Const.  =  0  und 


4) 


-f-  \a^arcsm 


a 


was  geometrisch  bedeutet,  dass  TJ 
aus  dem  Preiecke  OMQ  und  dem 
Kreissector  COQ  besteht. 
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Für  die  Ellipse  sei   die  Ordinate  MP  =  y^  und  die  Fläche 
B  OMP  =  Ui ;  man  hat  dann 


yi  =  — Va«  — « 


Ui  ===—UirVa«  — a;«  +  |a2  aresin— 1 


oder 


5)  yi  =  — y ,    Ui  =  —  r;, 

a  a 

wo  ^'  und  r7  die  vorige  Bedeutung  haben.  Die  Quadratur  der  EIHpse 
lässt  sich  demnach  auf  die  Quadratur  des  Kreises  zurückfahren.  Die 
Fläche  des  Ellipsenquadranten  ist  hiemach 

a        4  ,4 

und  die  ganze  Ellipsenfläche  =1  nah  =  n (Va&)',  worin  ein  leicht 
auszusprechender  Satz  liegt. 

c.  Die  Hyperbel.  Die  Gleichung  der  Hyperbel  lautet  in 
rechtwinkligen  Coordinaten,  wenn  der  Mittelpunkt  zum  Coordinaten- 
anfang  und  die  Hauptachse  zur  Abscissenachse  genommen  wird, 

mithin  ist 


y     « 


dx 


=  -^r|a;ya?2— a«  —  ia2Z(a?  +  V««  — a«)+ c]. 

Es  liegt  am  nächsten,  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  zu  rechnen, 
Fig.  44.  d.  h.  CT  ==  Fläche  GMP  zu  setzen 

(Fig.  44);  für  a?  =  OC—a  wird 
dann  17  =  0  und 

0  =  —  \ana  +  0, 
wodurch  sich  der  Werth  von  G  be- 
stimmt.   Man  erhält  nach  Substitu- 
tion desselben 


oder  in  eleganterer  Form 
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6)  u=l[s,-al,l{-^+^)]. 

Weit  CTifiiclier  gestaltet  sich  die  Quadratur  der  Hyperbel,  wenn 
man  die  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen  nimmt,  OÄ  =  OB 
=  iVa^  +  b^  =  h,Z.AOB  =  Y,  ON  =  %,  NF  =  n  und  die 
Flache  CANP  =  St  setzt;  es  wird  nämlich 

n  = 


Sl 


=  h^sinyj^di  =z  k^sinyO^  +  C). 


Für  ^  zriz  k  muss  St  Terschwinden ,  daher  ist  0  =  ZX;  -l"  ^v  mithin 
C=  —  lk  und 


7) 


Slz=k^siny.lC^\ 


Bei  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Haupthalbachse  =  y2 
ist,  wird  k  =  1,  y  =  \T^  und  ^  =r  ?|;  zufolge  dieses  sehr  einfachen 
Verhältnisses  hat  man  früher  die  Logarithmen  der  Basis  e  hyperbo- 
lische Logarithmen  genannt. 

d.  Die  Cycloide.  Nehmen  wir,  wie  in  §.  21  (auf  S.  95) 
den  Scheitel  der  Cycloide  zum  Anfangspunkt  der  Goordinaten,  so  ist 
die  Differentialgleichung  der  Gurve 


.,=i/ii 


—  X 


dx'j 


um  von  derselben  (gebrauch  zu  machen,   ersetzen  wir  die  Gleichung 
1)  durch  die  folgende 

U  =  yx  —  I  xdy, 
welche  durch  partielle  Integration  entsteht;  es  wird  dann 

ü=ixy  —  I  dxV  2ax  —  X' 


Fig.  45. 


Die  geometrische  Bedeutung 
des  rechter  Hand  befindlichen  Int^ 
gnües  ist  unmittelbar  einleuchtend, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in 
dem   Halbkreise  CQD  (Figur  45) 

V2aaj  — a;2  =  MQ,  also 


/ 


dxV  2ax  —  a?' 


=  Flache  CMQ  +  (kmst. 
sein  muss;  wir  haben  daher 
V  =  xy--  Flache  CMQ  +  ConsL 
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Verstehen  wir  unter  U  die  Fläche  GMP,  so  wird  für  rr  =  0 
gleichzeitig  U  =  0  und  CMQ  =  0,  mithin  auch  Gonst.  =  0,  also 

ü  =xy  —  Fläche  GMQ  oder  xy  —  U  =  Fläche  GMQ; 
geometrisch  heisst  dies,  dass  die  Flächen  GPB  und  GMQ  gleich 
sind;  hierin  liegt  unmittelbar  die  Quadratur  der  Cycloide.  Speciell 
für  a?  =  a  ergiebt  sich,  dass  die  Fläche  GDA  =  \nd^,  mithin  die 
ganze  Cycloidenfläche  gleich  dem  Dreifachen  von  der  Fläche  des  er- 
zeugenden Kreises  ist. 

Besondere  Aufmerksamkeit  yerdient  der  Fall,  wenn  die  zu  qua- 
drirende  Gurve  die  Abscissenachse  durchschneidet,  wenn  also  die 
gesuchte  Fläche  aus  zwei  Theilen  besteht,  von  denen  der  eine  über, 
der  andere  unter  jener  Achse  liegt.  Für  ein  negatives  ^,  etwa 
y  =  —  (p{x)^  wird  nämlich  F  negativ  =  —  fq)(x)dx^  was  auch 
geometrisch  leicht  zu  constatiren  ist*);  geht  nun  y  aus  dem  Nega- 
tiven ins  Positive  über,  so  wechselt  F  gleichzeitig  sein  Vorzeichen 
und  die  Formel  1)  giebt  in  diesem  Falle  die  algebraische  Summe 
der  beiden  über  und  unter  der  Abscissenachse  liegenden  Flächen- 
theile.  Gewöhnlich  will  man  aber  die  arithmetische  Summe;  diese 
erlangt  man  leicht,  indem  man  jene  Flächentheile  einzeln  berechnet 
und  mit  gleichem  Vorzeichen  zusammennimmt.  Wählt  man  z.  B.  die 
durch  den  Brennpunkt  0  (Fig.  47)  einer  Parabel  auf  deren  Achse 


Fig.  47. 


senkrecht  gelegte  Gerade  zur  Abscissenachse,  so 
ist  die  Gleichung  der  Parabel 


mithin 
6) 


F 


und  wenn  die  Fläche  F  von  der  Ordinatenachse  abgerechnet  wird, 

ist  Gonst  =  0.     lieber  der  Absoisse   OG  =  p Vs  steht  demnach 
die  Fläche  _        ,     i  >r-  /  «^ .  3  \ 


F  = 


Fig.  46. 


*)  Ein  Rechteck  3fJltfiP|P(Fig.46)  dessen 
Basis  MMi  positiv  und  dessen  Höhe  MP 
negativ  ist,  hat  zur  Fläche  das  Product 
—  MMi .  MP,  gilt  also  für  negativ,  wie  dies 
auch  durch  seine  entgegengesetzte  Lage  an- 
gezeigt wird.  Dieselbe  Bemerkung  muss  sich 
auf  krummlinig  begrenzte  unterhalb  der 
Abscissenachse  liegende  Flächen  erstrecken,  * 
weil   eine  Fläche  immer  als  Grenze  einer 


Rechtecksumme  angesehen  werden  darf  (§.  64). 
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Dieses  Resultat  sag£,  dass  die  beiden  Flächen  OÄB  und  ÄCD 
gleich  gross  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  sein,  müssen;  man 
hat  in  der  That  für  die  erste  Fläche  wegen  OÄ  =  p : 

Fläche  OÄB  =  —  y^  =  —  l.  OB  .  OÄ, 
was  mit  dem  Archimedischen  Satze   übereinstimmt.     Um  die  zweite 
Fläche  -^  CD  zu  finden,  rechnen  wir  in  Nro.  6)   die  Fläche  F  vom 
Punkte  Ä  aus,  so  dass  F  für  a;  =:  |?  verschwindet;   dies  giebt  zur 
Gonstantenbestimmung  0  =  —  |i>^  +  Const,,  also 

F—lx 


^Kl^"^)  +  «^'^ 


für  X  =  pV  S  erhalten  wir  hieraus 

Fläche  ÄCD  =  li?', 

dem  Werthe  nach  mit  OÄB  übereinstimmend,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzt.  Die  algebraische  Summe  der  Flächen  OÄB  und 
Ä  CD  ist  also  Null,  die  arithmetische  Summe  =  ^p^. 

Einer  ähnlichen  Vorsicht  bedarf  es  in  dem  Falle,  wo  die  Curve 
sich  sprungweise  innerhalb  der  gesuchten  Fläche  ändert;  auch  hier 
besteht  die  Fläche  aus  zwei  gesonderten  Theilen,  welche  einzeln  be- 
rechnet werden  müssen.  Wollte  man  z.  B.  die  über  der  Abscisse 
X  =  2a  stehende  Fläche  der  Curve 

y  =  7 TTJ  (b  und  a  positiv) 

(a  —  xy   ^  ^ 

ermitteln,  so  erhielte  man  ohne  jene  Bücksicht 

F=b»  f-r^,  =  -^  +  Gonst, 
J  (a  —  xf       a  —  X 

und  weil  vom  Anfange  der  Coordinaten  her  F  =  0  wird  für  x  =  Oi 

0  = (-  Const, 

a 

also 

a  — X         a 

und  endlich  für  x  ^=  2  a 

58  53  2  53 


F=  — 


a  a  a 


Die  Unrichtigkeit  dieses  Besultates  erkennt  man  schon  daraus, 
dass  die  Curve  keine  negative  P'läche  haben  kann,  weil  die  Ordinate 
p  stets  positiv  ist.     Nun  besteht  aber  die  über  der  Abscisse  x  =  2a, 
liegende  Fläche  aus  zwei  getrennten  aber   congruenten  Theilen,  in- 
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dem  y  für  x  =  a  discontinuirlich  wird  und  zu  a?  =  a  -f-  w  und  zu 
^  =  a  —  u  immer  dieselben  Ordinaten  gehören;  die  gesuchte  Flä- 
che ist  demnach  das  Doppelte  der  über  der  halben  Abscisse  a?=a — 0 
stehenden  Fläche  und  letztere 

=    -]-    00    — 


a  —  (a  — -  0)  a  a    ' 

also  überhaupt  unendlich  gross  und  positiv;  daher  ist  auch  F=  oo. 

§.81. 
Quadraturen  in  Polarcoordinaten. 

I 

Wenn  die  Gleichung  einer    Curve  durch  die  Palarcoordinaten 
OP  =  ryZ.POX=:d  (Fig.  48)  ausgedrückt  und  etwa  in  der  Form 
Fig.  48.  r  =  fiß) 

dargestellt  ist,  so  kommt  es  darauf  an, 
die  Sectorfläche  ^4  0P=  iS  zu  ermit- 
teln, welche  von  zwei,  der  Lage  nach 
bestimmten  Vectoren  und  der  Curve 
begrenzt  wird.  Wächst  nun  ö  um 
Z.  POPi  =  ^6,  so  nimmt  8  zu  um 
die  Sectorfläche  POPi=^S;  diese 
ist  einem  Ereissector  vergleichbar, 
welcher  denselben  Centriwinkel  und 
einen  mittleren  Vector  0  Q  zum  Radius  hat,  mithin  ist 

^S  =  \-OQ'^d    oder    ^  =  \ÖQ'. 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  üebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig 
gegen  die  Null  convergirende^ö  und  JS 

^S         1   , 

dd     ~2^' 

folglich  umgekehrt 

1)  S  =  \  Cr'^de  -{-  Const 

Die  Constante  wird  durch  die  Bedingung  bestimmt ,  dass  8  =  0 
werden  muss,  wenn  0  den  Special werth  Z.  ÄOX  erhält.  Einige 
Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern. 

a.    Die  Kegelschnitte.    Als  allgemeine  Polargleichung  die- 
ser Curven  hat  man  (§.  24,  S.  104) 
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1   +  BCOSQ^ 


mithin 


=  Ir^'S 


dO 


-  +  Canst., 


(1  +£COsfJ) 

wobei   die  drei  Fälle  £  <;  1 ,  e  =  l  and  €  >  1  zu  unterscheiden 
sind. 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  mithin  £  <r;  1,  so  giebt  die 
Ausfahrung  der  Integration  (§.  77,  Formel  16) 


m 


Iß) ?1 

*    /       2(1  — £«)! 


Y(^l^e^)9^"^"\Y    1  +  e       '   /      2(1  — £«)l+fcosÖ' 

wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  falls  der  Sector  Ton  der  grossen 
Fig.  49.  Achse  an  gerechnet  wird  (^FP^^S), 

also  gleichzeitig  mit  Ü  verschwinden 
muss.  Man  kann  der  obigen  Formel 
eine  viel  einfachere  Gestalt  Terleihen, 
wenn  man  p  durch  a  und  B  aasr 
drückt  und  einen  neuen  Winkel  o 
einfuhrt,  der  dadurch  entsteht,  dass 
die  Ordinate  MP  (Fig.  49)  verlän- 
gert wird,  bis  sie  den  mit  a  beschrie- 
benen Kreis  in  Q  schneidet,  und  Q  0 
gezogen  wird.  Für  ^^  AO  Q  =  ö 
ist  nämlich 

acoso  —  a£  =L  rcosO 
oder  wegen  a  =  p  :  (l  —  s^)  und  vermöge  des  Werthes  von  r 

cosa  —  £   cosO 

1  —  B^      ~    1  -\-£COS0  ' 
daraus  leitet  man  ohne  Mühe  folgende  Gleichungen  ab: 


cosd 


tan 


C03C3  —  B 
1  —  f  CÖ5  ö ' 


sinO  = 


V  1  —  f^stno 

1  —  SCOSG) 


i'-Vk 


—  cosO 


=K^ 


fanid, 


-{-cosO        r     1  —  s 
mittelst  deren  sich  ergiebt 

8  =r  la^Vl  —  £*  (o  —  £5ma}), 

wo  aVl  —  fi*  die  kleine  Halbachse  der  Ellipse  bedeutet.  Ist  nun  0 
gegeben,  so  geschieht  die  Quadratur  des  Sectors  8  auf  die  Weise, 
dass  man  erst  (O  mittelst  der  Formel 
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VI  —  € 
tan\0 , 

berechnet  und  nachher  S  mittelst  der  Formel 

2)  S  —   I  «5  (oj  —  £  sinco). 

Die  Fälle  €  =  1  und  £  ^  1   gestatten  eine  ähnliche  Behand- 
lung, die  aber  zu  weniger  eleganten  Besultaten  fuhrt. 

b.    Die  Lemniscate.     Aus  der  Gleichung  (S.  106) 

r2  =  a^cos2d 
ergiebt  sich  sofort 

3)  S=\aHin20, 

wobei  es  keinei*  Integrationsconstante  bedarf,  wenn  man  den  Sector 
mit  ö  =  0  anfangen  lässt,  also  =  ÄOP  setzt  (Fig.  50).  Pur 
0  =  \n  erhält  man  die  Fläche  eines  Lemniscatenquadranten  =  J a- ; 
die  ganze  Lemniscate  hat  demnach  dieselbe  Fläche  wie  ein  über  OA 
coustruii^tes  Quadrat. 

Fig.  50.  Fig.  51. 


0         A 

c.  Die  Kreisevolvente.  Betrachtet  man  den  Wälzungs- 
winkel  ÄOQ  =  o  als  unabhängige  Variabele,  so  gelten  die  auf  S.  107 
entwickelten  Formeln 

r2  =  a^l  +  a>^).      dd  =  y^2^^^ 

und  nach  diesen  ist,  wenn  man  unter  8  den  mit  (O  gleichzeitig  ver- 
schwindenden Sector  AOF  versteht  (Fig.  51), 
4)  iSf=|a2a)8. 

Um  diesem  Ausdrucke  eine  geometrische  Bedeutung  unterzulegen, 
errichten  wir  im  Endpunkte  des  Vectors  auf  diesem  eine  Senkrechte, 
welche  die  verlängerte  0  Q  in  B  schneidet;  es  ist  dann  FQ  =  ao), 
QB  =  am^,  mithin  der  Sector  Ä  OP  gleich  dem  dritten  Theile  der 
Dreiecksfläche  FQB. 

Aendert  sich  der  Radiusvector  irgend   einer  Curve  spmngweis 
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innerhalb  des  zn  qnadrirenden  Sectora,  so  bestdit  letsterer  ans  swei 
oder  mehr  getrennten  Sectoren,  deren  Flächen  einaeln  an  berech- 
nen aind. 


§.82. 


HBhemiigaweiae  Quadrsturen. 

unter  Yoraoasetanng  rechtwinkliger  Coordinaten  sei  (in  Fig.  52) 
AB  die  Baab  einer  Gnrrenfläche  ABDC^   OM  =  x  irgend  eine 

Fig.  52. 


nnd  MP  =z  y  z=z  f(x)  die  angehörige  Ordinate;  theilen  wir 
AB  in  n  gleiche  Theile  nnd  ziehen  durch  jeden  Theilpnnkt  eine 
Ordinate,  so  zerfäUt  die  Fläche  ABDC  ==  17  in  »  Streifen,  die  aich 
auf  Yerschiedene  Weise  näherongsweiB  qnadriren  lassen. 

Bas  Einfachste  ist,  die  genannten  Streifen  ab  Rechtecke  an 
betrachten,  welche  den  nten  Theil  yon  AB  zur  gemeinschaftlichen 
Basis  und  die  verschiedenen  Ordinaten  zn  Höhen  haben;  setzen  wir 

—  AB  ^=h  nnd  bezeichnen  die  Ordinaten,  welche  den  Abedssen 
n 

OAt  Oii  +  A,  OA  •{-  2  h  etc.  entsprechen,  der  Reihe  nach  mit  yot 

^1,  Pt  etc.,  so  erhalten  wir  folgende  Näherangsformel 

1)  u=k(yo+yi+yi  +  '"  +  y^i). 

Eine  etwas  grössere  Genauigkeit  wird  dadurch  erreicht,  daas 
man  die  einzelnen  Streifen  als  Trapeze  berechnet,  was  darauf  hinaus- 
kommt, die  n  einzelnen  Stacke  des  Bogens  GPD  als  gerade  Linien, 
mithin  den  Bogen  selbst  als  gebrochene  Linie  anzusehen;  dies  giebt 
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und  bei  gehöriger  Zasammenziehung 

2)  V  =zh(lyo+yi+y2-] +  ^«-1  +  5^«). 

Bedeutend  grösser  wird  die  Annäherung,  wenn  man  die  ein- 
zelnen Stücke  des  Bogens  GPD  als  krumme  Linien,  und  zwar  am 
einfachsten  als  parabolische  Bögen  ansieht.  Zu  diesem  Zwecke  nimmt 
man  für  n  eine  gerade  Zahl  und  denkt  sich  die  Endpunkte  je  drei 
auf  einander  folgender  Ordinaten 

yo.y1.y2;    ^2,^3.^4;    ^4,  yö,  ye ;  etc. 

durch  Parabeln  verbunden ,  deren  Achsen  parallel  zur  j^- Achse  lie- 
gen*). Die  Fläche  ü  besteht  dann  aus  |n  parabolischen  Doppel- 
streifen,  welche  nach  Formel  3)  in  §.  80  leicht  zu  quadriren  sind; 
man  erhält 

^  =  iÄ(yo  +  4^1  +  3^2)  +  |Ä(y2  +  4ys  +  y4)  + 

+  iÄ(yn-2  +  42/«-l  +  yn) 

oder 

3)     u  =  ihy^  +  4(!/i+y3-l-y6  +  ---  +  y«-i) 

4-  2(2/2  +  y4  i- yo  +  •••  +  yn-2)  -I-  Vnl 

welche  Formel  unter  dem  Namen  der  Simpson 'sehen  Regel  be- 
kannt ist. 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Formeln  1),  2)  und  3)  beurtheilen 
zu  können,  untersuchen  wir  noch,  zwischen  welchen  Grenzen  der 
Fehler  liegt,  den  man  bei  Anwendung  der  genannten  Formeln  be- 
geht. Nennen  wir  F(x)  die  Fläche,  welche  von  der  festen  Ordinate 
QH  bis  zu  irgend  einer  Ordinate  MP  =  y  =  f(x)  reicht,  so  ist 
der  Fläsheninhalt  des  zwischen  den  Ordinaten  f(x)  und  f(x  +  h)  lie- 


*)  Die  Möglichkeit  dieser  Construction  erhellt  auf  folgende  Weise. 
Die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Achse  ||  OY  liegt,  ist  im  Allgemeinen 

n-ß-  — j— , 

wobei  a,  ß  die  Goordinaten  des  Scheitels  sind,  und  q  den  Parameter 
bezeichnet.  Soll  diese  Parabel  durch  drei  gegebene  Punkte  Iq'/O)  hVn 
^2^2  gehen,  so  müssen  er,  ß,  q  den  drei  Gleichungen 


%  —  p  =  — -1 —  >    ^1  —  p  =  — -z —  >    Vi  —  ß  = 

genügen;  diese  liefern  aber  jederzeit  reelle  Werthe  für  er,  ß  und  g. 


382        Cap.  XIV.    §.  82.    Näherungsweise  Quadraturen. 

genden  Streifens  =  F(x  -\-  h)  —  F(x);  nach   dem  Taylor 'sehen 
Satze  hat  man  ferner  bei  einstweiliger  Weglassung  des  Restes 

F(x  +  Ä)  —  F(x)  =  hF^ix)  +  lh^F"(x)  +  Ih^F'^ix)  -\ 

oder,  weil  l^(x)  ^=  f(x)  ist, 

F(x  +  Ä)  -  F(x)  =  hf(x)  +  ih^f'ix)  +  \h^r(x)  +  •  •  • 

Als  Inhalt  des  Trapezes ,  dessen  parallele  Seiten  f(x)  und  f(x  -\-  h) 
sind,  und  welches  h  zur  Höhe  hat,  ergiebt  sich 

IH/ix)  +  /(«  +  A)]  =  h/ix)  +  \h^f(x)  +  \h»f"(x)  +  •  •  . 

mithin  als  Differenz  beider  Flächen 

Fix  +  A)  -  Fix)  -  lÄ  [fix)  +  fix  +  Ä)] 

Die  eingeklammerte  Reihe  stimmt  in  ihren  beiden  ersten  Gliedern 
überein  mit  der  Entwickelung 

f'ix  +  h)  -fix)  =  hf'ix)  -f-  ih^'ix)  +  Ih^f^ix)  +  .  ■  ., 

daher  ist  durch  Addition 

Fix  4-  A)  -  Fix)  -  |Ä  Ifix)  ^fix  +  A)]  -f-  iÄ*  [fix  4-  Ä)  -fix)] 

=  ,-|ö»V'^(^)  +  OTÄ"/^  (^)  +  •  •  •  • 
Um  die  Summe  der  noch  übrigen  Reihe  direct  zu  finden,  setzen  wir 

4)        q>  (A)  =  Fix  +  A)  -Fix)-  -JA  [fix)  +  fix  +  Ä)] 

+  ^A*|y'(a!  +  A)-/(a;)] 

und  differenziren  diese  Gleichung  mehrmals  in  Beziehung  auf  h;  dies 
giebt 

f'ih)  =  i[fix  +  h)-  fix)]  -  \h[2f'ix  4-  Ä)  +  fix)] 

+  ir,hV"ix  +  h), 

9"(b)  =  |L/'(«  +  Ä)  -fix)]  -  |Ä/'(a;  +  Ä) 

+  iihV"'ix  +  A), 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen  F(g),  F'  (e)  =f(e\ 
f(e\  .  •  .  f^{e)  stetig  und  endlich  bleiben  von  ;er  =  o?  bis  £?  =  a?  +  Ä, 
sind  g)(Ä),  9'(Ä),  g)"(Ä)  und  g)'"(Ä)  gleichfalls  continuirlich  und 
endlich  von  ^  =  0  bis  ^  =  ^,  und  dann  lassen  sich  die  Formeln 
2)  und  3)  auf  Seite  207  in  der  Weise  anwenden ,  dass  man  a  =  0, 
n  =  3  setzt  und  9  statt/  schreibt,  wodurch  entsteht 
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q>(h)  =  9(0)  +  Äqp'(O)  +  ^Ä*g>"(0) 

»W-tt>(0)     (l-^y<p'"i^h) 
"^        t/^'C-O^Ä)  2 

Nimmt  man  die  wiUkürliche  Function  il>(h)  =/'"(ir-|-  Ä),  wo  nun 
/""(rc-|-70  keinen  Zeichen  Wechsel  erleiden  darf,  während  h  von  0 
bis  Ä  wächst,  und  beachtet  man  ferner,  dass  q>  (0),  g)'  (0),  tp"  (0)  ver- 
schwinden, so  erhält  man 

9,XÄ)  =  (i=l|^'[/"(ar  -i-  A)  -f"'ixW 

1 

Das  Maximum  von  (l  —  d^)^^^  ist  t-t  ,  daher  kann 

lo 

5)  <P  (&)  =  älj  [/'"  (ar  +  Ä)  -/'"  ix)]  h^ 

gesetzt  werden,  wo  s  einen  nicht  näher  bekannten  positiven  echten 
Bruch  bezeichnet  Durch  Vergleich  von  Nro.  4)  mit  Nro.  5)  ergiebt 
sich  nun  folgendes  Resultat 

F(x  +  Ä)  -  F(x)  =  \hlf(.r)  +  /(x  +  Ä)l 

+  d-,^J^*[f"'(^  +  J')~f"(x)] 

worin  die  beiden  letzten  Summanden  rechter  Hand  die  Differenz 
zwischen  dem  Flächenstreifen  und  dem  Trapez  angeben. 

Wir  nehmen  der  Reihe  nach  x  =  a^  a  +  Ä,  a  -f  2Ä,  .  .  . 
a  -^  {n — l)h  und  addiren  alle  entstehenden  Gleichungen;  die 
Summe  ist 

7)  F(a  +  nh)  —  F(a) 

=  hiifia)  +  f(a  +  h)  +  .  .  .  +  f(aiT~lh)  +  i/(a  +  nli)] 

-  i^Ä«[/(«  +  nh)  -f(a)]  +  ^Ji^S; 
dabei  wurde  zur  Abkürzung  gesetzt 

8)  S  =  £«  |/"'(a  4-  Ä)  — /'"  (a)]  +  «1  [/'"  (a  4-  2  Ä)  — /"  (a  +  »)]  +  ••. 

und  es  bedeuten  hierin  £o,  fi,  •  .  .  €«-.i  nicht  näher  bestimmte  po- 
sitive echte  Brüche.  Zur  Gültigkeit  der  Formel  gehört  femer,  dass 
/""(jr)  von  X  =  a  hiB  X  =  a  -|-  ^^  keinen  Vorzeiohenwechsel  er- 
leidet, also/'''(x)  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.     Eben- 
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desshalb  beträgt  S  weniger  als  Dasjenige,  was  aus  Nro.  8)  für 
Sq  =:  Si  •  ,  .  =  Bjt^i  =  1  hervorgeht,  d.  h.  man  kann 

9)  S  =  Q[f''(a  +  nh)  — /"(a)] 

setzen,  wo  q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet. 

Ist  nun  a  -f-  «Ä  =  ft,  mithin  h  =  -^ ,   so  repräsentirt  die 

n 

linke  Seite  von  Nro.  7)  den  genaaen  Werth  der  Fläche  27,  welche 

zwischen  den  Ordinaten  f(a)  und  f(b)  liegt;  rechter  Hand  ist  f(a) 

=  yo»  /(«  +  Ä)  =  yi  ^-  8-  w.,  also 

10)  17  =  Ä  (|yo  +  yi  +  ^2  +  •  •  •  +  yn-l  +  IVn) 

-  ^h^  [/'  (P)  -/  («)]  +  38^  Q  Ä*  [/'"  W  -  /"  («)]. 

Der  Vergleich  mit  Nro.  2)  zeigt,  welche  Correction  für  eine  genauere 
Rechnung  nöthig  ist.  Sollte  die  Bedingung,  dass/^(a?)  von  x  =i  a 
hiß  X  =  b  sein  Vorzeichen  behalten  muss,  nicht  erfüllt  sein,  so  kann 
man  die  Fläche  leicht  in  kleinere  Stücke  so  zerlegen,  dass  innerhalb 
jedes  einzelnen  Stückes  die  genannte  Bedingung  erfallt  ist. 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Simpson 'sehen  Regel  kennen 
zu  lernen,  benutzen  wir  wieder  die  Formel  7)  und  zwar  auf  zweierlei 
Weise.  Zuerst  nehmen  wir  n  :=  2  m  und  bezeichnen  den  entspre- 
chenden Werth  von  Q  mit  Qi;  nachher  lassen  wir  in  Nro.  7)  m  an 
die  Stelle  von  n  und  zugleich  2  ^  an  die  Stelle  von  h  treten ,  wobei 
92  der  zugehörige  Werth  von  Q  sein  möge;  die  zweite  Gleichung 
Bubtrahiren  wir  von  dem  Vierfachen  der  ersten  Gleichung  und  divi- 
diren  den  Rest  durch  3;  es  ist  dann 

F(a-{-2mh)  —  F(a) 


=  5Ä[/(a)  4-  4/(a  +  Ä)  +  4f(a  +  3Ä)  +  •  •  +  4/(a  +  2m— Ih) 
+  2/(a  +  2Ä)  +  2/(a  +4Ä)  +  •••  +  2f(a  +  2m— 2h) 

+  f(a  +  2  mh)-] 
+  ^{9i  -  Q^)^'U"\a  +  2mÄ)  - /"(a)] 

oder  auch,  wenn  n  für  2  m  geschrieben  wird 

11)  D^=|Äl>o  +  ^iy\^-yz^-yt^ —  +  yn-i) 

+  2(^3  +  2/4  +  ye  H +  Vn^i)  +  yj 

worin   Q  einen   positiven  oder   negativen  echten  Bruch  bezeichnet. 
Der  letzte  Ausdruck  liefert  für  Q  =  —  1  und  9  =  -f  1  die  Grenzen 
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zwischen  denen  der  bei  der  Simpson 'sehen  Regel  begangene  Fehler 
liegt. 

Die  Formeln  zur  näherungsweisen  Quadratur  enthalten  zugleich 
die  Mittel  zur  näherungsweisen  Berechnung  bestimmter  Integrale, 
weil  nach  §.  64  die  Flikche  AB  DG  =  Ü  durch  das  bestimmte 
Integral 


j 


a 


b 

f(x)dx 


ausgedrückt  wird. 


§.  83. 


Bectifioation  ebener  Cfurven  in  Paralleleoordinaten. 

Bereits  im  §•  20  wurde  gezeigt,  dass  ein  Curvenbogen  PPi  um 
8ü  eher  mit  der  gleichnamigen  Sehne  verwechselt  werden  darf,  je 
näher  die  Punkte  P  und  Pi  an  einander  liegen ,  und  dass  folglich, 
wenn  arc  CP  =  S  gesetzt  wird,  bei  rechtwinkligen  Coordinaten 

1)  ds  =  Vdx^~+~dyi 

ist;  nach  demselben  Prinzipe  erhält  man  bei  einem  schiefwinkligen 
Systeme,  dessen  Goordinatenwinkel  y  heissen  möge, 

2)  ds  =  y  dx^  +  dy^  +  2dxdyco8y. 

Gewöhnlich  betrachtet  man  x  als  unabhängige,  y  als  abhängige  Va- 
riabele  und  schreibt  demgemäss 

^  =  2/'»     dy=y*dx\ 
die  Formel  2)  wird  daun 

und  daraus  folgt  durch  Integration 

3)  s  =  /  V\  -I-  j/'»  4-  ^y'cosy  dx. 

Die  willkührliche  Constante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  fest- 
setzt, von  welchem  Anfangspunkte  G  aus  der  Bogen  s  gerechnet 
werden  soll;  es  muss  nämlich  s  =  0  werden,  wenn  für  a;  die  Absei sse 
des  Punktes  G  genommen  wird. 

Schlömiloh,  Analysis.    I.  25 
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a.  Die  ParabeL  In  Beziehung  anf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem,  deesen  Anfang  der  Scheitel  nnd  dessen  x- Achse  die 
Scheiteltangente  ist,  lautet  die  Gleichung  der  Parabel 

rr»        ....       f         X 
und  nach  Formel  3) 

oder  bei  Ausführung  der  Integration 

Wenn  der  Bogen  im  Scheitel  anfangen  soll,  so  muss  S  =  0  werden 
für  o;  =  0;  dies  giebt 

0  =  — jii>2  7(^)  4.  Const. 
und  durch  Elimination  der  Gonstante 


4)  8  =  J 


_  i  jg Vi>^  +  a?»    ,      ^/jg+Vp^  +  ic* 


+  p,(i±lpl)\ 


b.    Die  Ellipse.     Unter  Benutzung  des  gewöhnlichen  Coor- 
dinatensystems  hat  man 

h  ^r-z z         f  hx 


«  '  aV  a^  —  x^' 

und  wenn  zur  Abkürzung  die  numerische  Excentricität 

a 
gesetzt  wird,  so  findet  sich  leicht 


In  geschlossener  Form  lässt  sich  diese  Integration  nicht  ausfuhren, 
und  daher  muss  man  8  durch  eine  unendliche  Beihe  darstellen.  Be- 
nutzt  man  zur  Vereinfachung  die  Substitution  x  =  a|,  so  wird 


8 


= «/vw^«. 


nnd  hier  lassen  sich  alle  die  Transformationen  anwenden,  welche  in 
§.  74,  b.  gezeigt  wurden.     So  ist  nach  Formel  6) 


8 

a 


in  Parallelcoordinaten. 

1         ÜA 
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2 


1.3  Di 


=  Const.  +  üi  —  -^fi«  — -^-^6*  — -^^-^ae  — 


2    4 


2.4  6 


üi  =  armnl.    Um  =  ^^ 


oder  vermöge  des  Werthes  von  J 


ÜQ  =  arcstn  -—,    D«  =  CT^^j ztli 


Fig.  53. 


Versteht  man  unter  5  den  vom 
Endpnnkte  der  kleinen  Halbachse  an 
gerechneten  Bogen  BP  (Fig.  53),  so 
müssen  x  und  8  gleichzeitig  ver- 
schwinden; nun  ist  für  o;  =  0 

Uo  =  Oy    U2  =  0,     Ü4  =  0,.... 

mithin  Const,  =  0,  daher 


Zur  praktischen  Berechnung  werden  die  Formeln  für  Di,  U^  etc. 
bequemer,  wenn  man  den  "Winkel  GOQ  =  9,  die  sogenannte  Am- 
plitude, einführt;  es  ist  dann  x  =  asinq),  |  =  sin 9,  mithin 

8in(p  = 

Di  =  9,    d;»  = 


a 


(w  — 1)D'^_2  —  sin'^~^q)cos(p 


m 


Für  a;  =  a,|=  1,  q>  z=\%  erhält  man  die  Länge  des  Ellip- 
senquadranten, welche  E  beissen  möge.  Die  Werthe  von  Di,  Di,  U^ 
etc.  gestalten  sich  dann  sehr  einfach,  nämlich 

n 


Do  =  -2-, 


^  1         TT  1 


3    _  1  .  3  3t 


1  .  3  .  5   :7r 

Di  =  ^ — 7 — z  —r-  u.  s.  w. 


2   £6 


'  • . .  >  • 


2.4.6   2 
folglich  ist  nach  Nro.  6) 
C.N   X,      1        (.       /  1  V  «^        /l  .  3V  €*        /1.3.5\ 

Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  die  übrigen  in  §.  74,  b.  entwickelten 

Formeln  benutzen,  um  Reihen  für  8  oder  E  zu  gewinnen. 

25* 
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c    Die  HjperbeL     Crdit  mmn  ron.  den  Gleichungen 


a 


y'  =  -. 


Ix 


Vx«  —  a» 


mos  und  wtzt 


VoM^ 


=  «t 


80  erhält  man 


N 


Diese  Gldchnng  fransfonniren  wir  durch  Einfohnmg   eines  Hülfs-^ 


Fig.  54. 


Winkels,  der  anch  bei  der  Constraction 
der  Hyperbel  gute  Diensie  leistet  (Fig. 
54).  Beschreibt  man  nämlich  nm  den 
Mittelponkt  der  Cnrre  zwei  eoncentri- 
sehe  Kreise  mit  den  Radien  OA  =  a, 
OB  =^  AC  =  'by  zidit  femer  iigend 
einen  gemeinschafüicbcn  Radius  O  UV 
unter  dem  WinkeU.  0  T  =  i^  nnd  legt 
femer  in  U  nnd  V  an  jene  Kreise  die 

Tangoitai   UMj   VN,  so  ist 
0M=  x  =  asec^,  nnd  die  Gleichung 
der  Hyperbel  giebt  y  =  &  tan  ^ ,  d.  h. 
MF  =  NV;  femer  wird 


s 


=  aJVB^'-ccs^ir  see^tdi^  =  ^^J^^Y    1  — 


cos^i^ 


eosif 


9 


COS^lff 


2.4     £♦ 


W^en  £  ^  1  ist  der  Quotient <;^  1  nnd  daher  kann  folgende 

Reihenentwickelong  Torgenommen  woden: 

r  d*   1  1    cos*ifr  1 

=  OB  I —  Jl 

J  Cosopt  2       «* 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

Vm  =  fcos^^i^dp, 

so  wird  durch  Int^;ration  der  einzefaien  Glieder 

(/T    ^   ,      .     w         ^*  1     Fa        .1.3    F4  J 

j  ^        ^        2s  2   4t^        2.4  6£5  ) 

und  zwar  geschieht  die  Berechnung  der  Integrale  Fq,   F3,   F4  e 
nach  folgenden  Formeln: 


9) 


Fo  =  *,       ?m  = 


in  Parallelcoordinaten. 

sint  cos^~^ilf  +  (fn  —  1)  Vm-9 
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m 


wie  man  mittelst  der  fünften  Gleichung  in  §.  77,  Nro.  3)  leicht  fin- 
det. Rechnen  wir  den  Bogen  s  vom  Scheitel  der  Hyperhel  aus,  so 
wird  8  =  0  für  Ä  =  a,  d.  h.  för  i/;  =  0;  in  diesem  Falle  ver- 
schwinden alle  V  und  es  wird  Const.  =  0,  mithin 

Vo 1     Fa  1.3   F4  ( 

'26  2    4£8         2.4  66»  ' 


10)      8  =  aletanil; 


.  •  •  /  • 


Die  Verlängerung  der  Ordinate  MP  schneidet  von  der  Asymp- 
tote eine  Strecke  OQ  =  z  sh,  deren  Grösse  ist 


z 


a 


X  =  6x  =  a68ectlf; 


vermöge  der  goniometrischen  Formel 

secilf  —  ton^  =  tani\n  —  |^) 
erhält  man  als  Differenz  zwischen  OQ  und  arcAP 
z  —  s  =  aetan{\jt  —  |^) 

4.  ^iF,  +JLA    .    LliAr 
^26  1  2    262  ^  2  .  4  3«*  ^ 

Bei  unendlich  wachsenden  x  convergirt  ^  gegen  die  Grenze  |7r,'  zu- 
gleich wird 


•  •  .  .  /  • 


mithin 


9r 
"2" 


Fa  = 


1^ 
2 


Fo  = 


2 


TC 


F4  — 


1.3  jr 
2.4"2" 


7ca 


11)  2:im(;er  — s)  =  --^   1  + 


4  6 


\2/  26»  "^  \2.4/  36^  "^ 


etc. 


) 


Fig.  65. 


6»    '     \2.4/  36^     '    "  *i' 

Kurz  ausgedrückt,  ist  demnach  der 
Unterschied  zwischen  der  ganzen 
Asymptote  und  der  ganzen  Hyperbel 
eine  Linie  von  endlicher  Grösse. 

d.  Die  Cycloide.  Wie  in 
§.21  sei  der  Scheitel  0  der  An- 
fangspunkt rechtwinkliger  Coordi- 
naten  (Fig.  55);  es  ist  dann 

,        A /2a  —  X 


'='  j  y    — äx  =  2V2aa;  +  Const, 
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Beclinet  man  auch  den  Bogen  s  vom  Scheitel  aus,  so  müssen  8  und  x 
gleichzeitig  verschwinden ;  dies  giebt  Const,  =  0  und 

12)  8  —  2V2ax, 

-was  sehr  leicht  zu  construiren  ist.  Für  o?  =  2a  folgt,  dass  die 
obere  Hälfte  der  Cycloide  dem  vierfachen  Halbmesser,  also  die  ganze 
Gycloide  dem  vierfachen  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  an 
Länge  gleichkommt. 

§.84. 
Beotifloation  ebener  Carven  in  Polarooordinaten. 

Nach  Formel  7)  in  §.  23  wird  das  Bogen differential  einer  auf 
Polarcoordinaten  r  und  d  bezogenen  Curve  durch  die  Formel 

1)  ds  =  V(rd6)^  +  dr^ 

ausgedrückt,  welche  in^dem  Falle,  wo  0  die  unabhängige  Yariabele 
ist,  zur  folgenden  wird 

2)  d8  =  Vr2  +  r'^dO. 
Durch  Integration  ergiebt  sich  hieraus 

3)  8=  fVr^  +  r^^dO; 

Fig.  66.  die  willkührliche  Constante  des  In- 

tegrales wird  hier  durch  die  Bedin- 
gung bestimmt,  dass  s  =  0  werden 
muss,  wenn  0  denjenigen  speciellen 
Werth  (Z.AOX  in  Fig.  56)  erhält, 
welcher  dem  Anfangspunkte  des  Bo- 
gens  entspricht. 

a.    Die  Spirale  des  Archi- 
med  es  hat  zur  Gleichung 
4)  r  =  aö,     /  =  a, 

mithin  ist 

8  =  a  PVd^  +  IdÖ, 
oder 

ö)  8 ^ |a{öVT+e? 4-  Kö  +  Vi  +  öO}» 

wobei  es  keiner  Constanten    bedarf,   wenn  ö,  r  und  8  gleichzeitig 
verschwinden  sollen. 
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b.    DieCardioide  wird  durch  folgende,  geometrisch  leicht  zu 
construirende  Gleichung  ausgedrückt 

6)  r  =  &(1  +  cösff),      r'  =  —  ftsinö; 
es  ist  daher 

8  =  1)  fV  2(1 +co8d)dd  =  2h  CcoslOdO 

oder 

7)  s  ==  ^bsinlO; 

eine  Constante  ist  nicht  hinzuzufügen,  wenn  8  =  0  werden  soll  für 
ö  =  0.  Für  0  =  7C  ergiebt  sich  die  Länge  der  halben  Cardioide 
=  46,  mithin  die  Länge  der  ganzen  Curve  =  82). 

0.    Die  Kreisevolvente  hat  nach  §.24,  VIL  zwei  Gleichungen, 
aus  denen  folgt 

Fig.  57.  ao         , 

V   1    +    CJ2 

ds  =  ao)  dcj; 

lässt  man  den  Bogen  8  im  Punkte  Ä 
anfangen,  so  wird 

^^    8)  8  =  |ao2, 

d.  h.  arcÄP  =  lQBirL  Fig.  57. 


§.  85. 
Beotiflcation  doppelt  gekrümmter  Idnien. 

L    In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges   Coordinatensystem  ist 
nach  Formel  5)  in  §.  25 

1)  d8  =  V  dx^  +  dy^  +  dz^\ 

denkt  man  sich  die  Curve  durch  ihre  Projectionen  auf  die  Ebenen  xy 
und  Xß  dargestellt,  so  wird  sie  durch  zwei  Gleichungen  von  den  Formen 

ausgedrückt,  worin  x  die  unabhängige  Variabele  ist,  und  dann  geht 
die  Gleiohung  1)  über  in 

d8  =  Vx+^^^s/^dx, 


3&2  Cflp.XLV,  §.85.  BßctificatioiL  doppelt  gekrommferLinioL 
KenaB  £algt  mageBhUddlek 

2)  s  =  /'Vl+y2-h/^^x; 


(fie  L[itegiatianHoiifltBiite  beiAnmiit 
fliciL  dnrch  <fie  Bedingimg,  daam 
j  =  0  w^nioi  nmflB,  wem  for 
X  cEe  Ahscxase  des  BogenanfimgieB 
gMHJAt  wird. 

Bei^ielaweiB  betiachten  wir 
den  Bnrchsciiintt  eines  Terdcal 
atehffiidpn  psraboIiBchezi  nnd  eines 
aenkreefat  dagegen  liegenden  cj" 
dnidiffchen  Cjlindeza  (Fig.  58). 
Für0i=3r,  iJf=^,  iJ 
=  JCP  :=  ^  ist  niiinHfih 


9  =  2\  bx,  if  =\    ^. 

wobei  h  äesi  Abstand  des  Bremipmiktes  Tom  Scheitel  der  Parabel  b< 
zeichnet;  danms  folgt 


.=/v 


ix  =V2a-f-&  y  - 


dx 


oder 


Fig.  ^ 


z; 


j  =  2V(2a-hö)x, 

und  hier  irt  keine  Constante  hmzn* 
znfagen,  wenn  unter  j  der  Bogen 
O  J*  ■**r^i.«n<l<»n  wird.  Die  geometn- 
sehe  Bedeotimg  des  Werthes  Ton  s 
eiksmt  man  leicht. 

IL  !Nicht  selten  ist  der  Crebranch 

jl 2     diies    gPfniHchten  Coordinotensyate* 

mes  Tortheilhafty  welches  dadurch 
entsteht,  ^mb  man  zwei  der  recht- 
winkfigoi  Coordniaten  x,  31;  j?  in  Po- 


bgttwrdinafcen  umsetzt  und  die  dritte  C< 
Denken  wir  ims  (Fig.  59)  doL  Badins^ector  OF  auf  die  Xjr-Eboie 
pra^cirt  tmd  iMwefchnm  diese  Projection  OJSf  mit  «  nnd  den  WIil- 
kel  ITQX,  mit  %,  »>  haboi  wir 


Cap.  XIV.  §.  85.  Rectification  doppelt  gekrümmter  Linien.  393 

8)  X  =.  ucosXj      y  =  U8in%^ 

dx^  -f  dy'^  =  {udxY  +  du'^ , 
während  z  ungestört  bleibt;  die  Formel  1)  Avird  dann  zur  folgenden 

4)  ds  =  YiudxY  +  du^  +  äz^. 

Substituirt  man  die  unter  Nro.  3)  angegebenen  Werthe  von  x 
und  y  auch  in  die  Gleichungen  der  Curve,  so  erhält  man  zwei  neue 
Gleichungen  zwischen  u^  %>  ^t  ^^^^  dieser  neuen  Goordinaten  wählt 
man  zur  unabhängigen  Yariabelen  und  drückt  die  anderen  durch 
diese  aus,  so  dass  die  Formel  4)  rechter  Hand  nur  eine  Variabele 
enthält  und  nachher  integrirt  werden  kann. 

Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  eines  Rotationskegels  mit 
einer  Schraubenfläche,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Achsen 
beider  Flächen  mit  der  xr- Achse  zusammenfallen.  Nennen  wir  y  den 
Winkel  zwischen  der  Kegelseite  und  £r- Achse,  c  den  Parameter  der 
Schraubenfläche,  so  haben  wir  in  rechtwinkligen  Goordinaten 

x^  +  y^  =  z^tan^y,        ^  z=  tan -^ 

X  c 

und  in  gemischten  Goordinaten 

u  =  ztany,         y  =  —  -4-  mTt, 

wo  m  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeichnet.     Hieraus  folgt, 
wenn  z  als  unabhängige  Variabele  betrachtet  wird, 


'\f(ztany\ 


ds=]/  i^-^)    +tan^y  +  l  ^  dz 
oder  kürzer 


As  =  *^^Y^^Th*äz,        »  = 


c  stny 

und  durch  Integration,  indem  man  festsetzt,  dass  8  und  z  gleichzeitig 
verschwinden  sollen. 


\z 
'=2 


__ +  M[ _ ^^secY. 


Wie  man  aus  §.  83,  Formel  4)  sieht,  lässt  sich  8  mit  dem  Bogen 
einer  gewissen  Parabel  vergleichen. 

IIL  Um  endlich  eine  Formel  zu  gewinnen,  worin  die  gewöhn- 
lichen Raumpolarcoordinaten  vorkommen,  setzen  wir  den  Radiusvec- 
tor  OP  =  r  und  bezeichnen  mit  r  seinen  Neigungswinkel  gegen  die 
xy-Ebene  {Z.PON  =  r);  wir  haben  dann 

u  =  rcosT,      z  =  rstnr 
.   du^  +  dz^  =  {rdty  +  dr^ 


-■  * 

rT?!f*:ff  aas  der  Ifaiiiifi^jiug  grgwht.  Abb  &  a^k 
Itatpinaji^  «bdoi  FjanZkü^^fi&s  «b&sk  äaoK.  OBnec  Xwftnr,  r  ciirr  ^f^ 

Äix  €EkämiBi^£  äer  Cime  m  riiäirirzLkinsfiB  CMvraaCieB 
Yj^  £2l  San  ^■■"if?*»'^?  aiBwiTtiBL 


rttiin^HH 


r.  T-  j, 

G 

T. 


iHlJTtf 


Anas     eaifir 


jr?  j.  ^  j_  ^  =  er?,  «  = 


^^ij-iViiat 


-.-9 


= •/ V  *  ^/  -  ■ '- 


J 


tax  kuisjiTx:::Zig 


.^cji-öiia, 


V^+liP 


Cap.  XIV.    §,  86.   Die  Cubatur  begrenzter  Volumina.   395 

gosetsst  wurde.  D&'lvosco  immer  ein  echter  Bruch  ist,  so  lässt  sich 
die  unter  dem  Integialzeichen  vorkommende  Wurzel  mittelst  des  bi- 
nomischen Satzes  entwickeln;  indem  man  die  Bezeichnung 

iQ„  =  /  cos^ada 
einfuhrt,  erhält  man 

&lo  =  a},     Sln:=' ' ■ 

n 

Für  r  =  I  ^  mithin  a  =  jt  findet  man  die  Länge  des  ganzen 

Durchschnittes  DC,  und   zwar  ist  sie  einerlei  mit  der  Länge  des 

Ellipsenquadranten,  welcher  aus  den  Halbachsen 

: und  a 

2& 

construirt  werden  kann« 


§.  86. 

Die  Cubatur  begrenzter  Volumina. 

Bereits  in  §.  1  wurde  gezeigt,  dass  der  Diff^rentialquotient 
eines  Volumens,  welches  sich  längs  der  a;- Achse  erstreckt,  nach 
X  genommen,  der  am  Ende  des  x  befindliche  Normalquerschnitt 
desselben  ist;  bezeichnen  wir  demnach  mit  Fein  derartiges  Volumen 
und  mit  U  den  genannten  Querschnitt,  so  haben  wir  die  Glei- 
chungen 

--—  r=  CT,         dV=  üdx, 
ax 

und  hieraus  folgt 

1)  V=  Cudx. 

Die  Integrationsconstante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  fest- 
setzt, von  welchem  auf  der  rc-Achse  senkrechten  Schnitte  an  das  Vo- 
lumen gerechnet  werden  soll;  es  muss  nämlich  F  sich  annulliren, 
wenn  für  x  die  Abscisse  des  Anfangsquerschnittes  genommen  wird. 
Als  Beispiele  mögen  die  Flächen  zweiten  Grades  dienen. 

a.    Das  EUipsoid  hat  bekanntlich  die  Gleichung 

iif + (f)- + (7)= -. 


3;w  Ci^  UV.  |.  5«. 

der  <}MaaefaÜ3  sk  EaJe  voa  z.  se^anäi  asr  x-AdhK  g^iBBt, 


•F**^"*       .JBBa^M*        ^a^^i^^b       ^fc^MMMMM^^^hd^^^^^^^h  0  )^P  ^V  ^■•Ä»^*  V 


r=:»-4  j!  — X-^V 


2.  r=x^  i=jr  — |ir^. 


rErri.  <L  k*  fir  x  =  0  T«sciLWT2iiet     Trjs  Fmnel  2 
z:at3^.;Tgrs<v?-^^  aai  F.-nf.^  ies  x  fsc  iin«  EZi:a=e  isa  iai  Halb 


nnii  nadx  FirnzeL  I  ,  iram  x  i:ircfl.  j  aaetUt  wirdr 

Fit  X  =  <?  ^rs'-ect:  «icö.-  iia»  üe  Zone  Tcn.  (ier  E.'oe  ff 

ter  C  -an  HaII;«£iIi:}sciui  £"  Tritt  iftt  vcrnfn  €fwä2iii£a  3.TT:4Sccii:iiiiaefe 
Zone  ^  io  zflc  flr  'üe  T^L^miiia  ü/sa^  Korp^  iie  Pr7g«:£!:iGn. 

KzEi  C  z  H=z  1:2:3:4: 

i^  bekannte  Sa::z  iea  Armiixiedds  r^uraasotzct  Zluskiüu  JGEti  aoffciriTfBL 

s.    Laa  g^-itieila«  HTu-^raoIoü  bat  anr  Giacami^ 


n 
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und  sein  Horizontalquerschnitt  in  der  Höhe  e  ^  c  ist  eine  Ellipse 

mit  den  Halbachsen  —  V  e^  —  c^  und  —  Y«^  —  C^ »  daher 

C  c 

und  nach  Formel  1),  wenn  ;e^  für  o?  geschrieben  wird, 


F  =  »  -^  (1^8  _  c2;p  +  CmisL). 
c 


4)  r=«^(ie»-c^0  +  lc«), 


Rechnen  wir  das  Volumen  vom  Scheitel  der  Fläche  aus,  so  muss 
V  =  0  werden  für  £f  =  c;  daraus  folgt  Const  =  fc^, 

ah 

und  nun  bedeutet  V  das  Volumen  einer  Kappe  von  der  Höhe  js  —  c. 
Für  e  =  2c  ergiebt  sich,  dass  die  Eappe  von  der  Höhe  c  das  Volu- 
men \ndhc  besitzt. 

d.  Das  elliptische  Paraboloid  hat  zur  Gleichung 

a  o 

sein  Horizontalquerschnitt  in  der  Höhe  e  ist  eine  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  y2ai  und  V  2hg,  daher  U  =  2  TtVah  .  js  und 

Ö)  V=nYah  .si'^  =  lüg, 

wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  wenn  unter  V  das  Volumen  einer 
Eappe  von  der  Höhe  g  verstanden  wird.  Dieses  Volumen  kommt 
der  Hälfte  des  umschriebenen  elliptischen  Cylinders  gleich;  hierin 
liegt  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  von  Archimedes  ge- 
gebenen Quadratur  der  Parabel. 

e.  Das  hyperbolische  Paraboloid  mag  durch  die  Gleichung 

—  —  ^=  2z 
a  h 

charakterisirt  werden;  sein  Querschnitt,  in  der  Entfernung  X  senk- 
recht zur  a:-Achse  gelegt,  ist  eine  Parabel,  von  welcher  die  rcy-Ebeno 
ein  begrenztes  Stück  abschneidet.  Betrachten  wir  nur  das  über  der 
^^- Ebene  liegende  Volumen,  so  ist  CT  jenes  Stück  und 


«     2     a;2         \/^h 


mithin 

6)  V=^^^x*  =  ^Ux. 

6   aVa  * 
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Das  oberhalb  der  a;|/>  Ebene  vom  Scheitel  bis  zum  Querschnitte 
V  reichende  Volumen  beträgt  hiernach  ein  Viertheil  des  umschriebe- 
nen parabolischen  Cylinders. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Formel  1)  in  dem  Falle,  wo  die 
Begrenzungsfläche  des  Volumens*  durch  Umdrehung  einer  ebenen 
Curve  um  die  o;- Achse  entstanden  ist.  Der  Querschnitt  TJ  bildet 
dann  einen  Kreis,  der  die  Ordinate  der  Curve  zum  Radius  hat,  und 
wenn  wir  diese  zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate  wie  gewöhnlich 
mit  y  bezeichnen,  so  haben  wir  U  =  ny^  und 


7) 


=  «/; 


y^dx, 


Im  Fall  der  Abscisse  x  zwei  Ordinaten  yi  und  ^2  ^  Pi  ©mit- 
sprechen, welche  entweder  zu  derselben  Curve  oder  zu  zwei  verschie- 
denen Curven  gehören  können,  so  beschreibt  bei  der  Umdrehung  die 
Strecke  «/g  —  yi  einen  Kreisring,  dessen  Inhalt  Ü=  71(1^^ — vD 
ist;  das  Volumen  des  ringförmigen  Rotationskörpers  bestimmt  sich 
dann  durch  die  Formel 


8) 


-  '^f(y! 


yf)  äx. 


Als  Beispiel  diene  die  Cubatur  des  Körpers,  welcher  entsteht, 
wenn  ein  mit  dem  Radius  a  beschriebener  Kreis  um  eine  Gerade 
gedreht  wird,  deren  Entfernung  vom  Kreismittelpunkte  =  c  ist. 
Nehmen  wir  die  Drehungsachse  zur  ä;- Achse  und  lassen  die  j/*  Achse 
durch  den  Kreismittelpunkt  gehen,  so  haben  wir  als  Gleichung  der 
rotirenden  Curve 

y  =  e  +  V"a2  —  x'^ . 

Dabei  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob 
die  Drehungsachse  ganz  ausserhalb  des  Kreises 
liegt  oder  ihn  schneidet,  d.  h.  ob  c  >  o  oder  c 
<^  a  ist.  Im  ersten  Falle  (Fig.  61)  sind  alle 
Querschnitte  Kreisringe  mit  den  Halbmessern 

mithin  ist  nach  Formel  8) 


Fig.  61. 


V—  ^n  c  J  Va^  —  x' 


oder 
V=2jt  c  f  xV a^  —  x^  +  a^arcsin  —]' 
Einer  Constanten  bedarf  es  nicht,  wenn  man  das  Volumen  von 
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X  =  0  ah  rechnet.     Für  x  =  a  ergiebt  sich  der  Inhalt  des  halben 
Ringes  =  ar^a^c,  mithin  als  Inhalt  des  ganzen  Ringes 


9) 


Fig.  62. 


Im  zweiten  Falle,  den  Fig.  62  zeigt, 
sind  die  Querschnitte  theils  Yollkreise  theils 
Ereisringe,  je  nachdem  x  weniger  oder 
mehr  als  OD  beträgt;  der  ganze  Botations- 
körper  besteht  daher  ans  zwei  Theilen,  wel- 
che einzeln  zu  berechnen  sind.  Für  den 
ersten  Theil  ist 

y  =  c  +  ya^  —  x\ 
mithin  nach  Formel  7) 


V—x  f(a^  +  c2  —  a;2  +  2cVa2  — a?«) 


dx 


oder  durch  Ausführung  der  Integration  und  Zusatz  der  Bedingung, 
dass  V  und  x  gleichzeitig  verschwinden  müssen, 

F=  7c\(a^  4-  c^)x  —  Ix^  +  cxV a^  —  x^  +  a^carcsin  — j  • 

Hieraus  ergiebt  sich  das  Volumen  der  von  der  Fläche  BODE  be- 
schriebenen Zone  Z,  wenn  man  für  x  seinen  grössten  Werth 

OD  =  V^27r^ 

setzt;  nach  gehöriger  Zusammenziehung  findet  man 

(a(2a3  +  7c2)Va2  — c2    ,      ,  .   V  a^  —  c"^ 

Z=  Äj— ^ ' — r-^ \-  a^carcsin 

(da  a 

Um  zweitens  das  vom  Segmente  DE  AD  beschriebene  Volumen 
zu  ermitteln,  haben  wir  in  Formel  8) 

ya  =  c  +  y  ä^'—x^ ,         ^  =  0  —  V  a»  —  «* 

zu  nehmen,  wodurch 

<^ 

V  —  27tc\xya^-'X^  +  a^arcsin  —  +  ConstJ 

wird,  und  die  Gonstante  so  zu  bestimmen,  dass  V  verschwindet,  wenn 
X  seinen  kleinsten  Werth  OD  =  Va*  —  c^  erhält;  dies  giebt 

.    Va2  —  c2 


0  =  2:r-c|cVa3— c»  +  a^ 


arcstn 


a 


+  Const* 


und  durch  Subtraction  von  der  vorigen  Gleichung 


•  • 


•  •. 


Va«  — c« 
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F  =  2ar(£rxVa*  — iT«  —  c*Vo»  — c«) 

/  fl?  V  a*  —  c»\ 

4-  2 xa'^ci  aresin aresin )* 

\  a  a       ^         • 

Für  07  =  a  erhalt  man  das  vom  Segmente  DE  AD  beschriebene 
Volumen 

Fl  =  Ä'a'c  —  x]2c^V  a^  —  c*  +  a^c  aresin 

i  a 

Das  Doppelte  von  Z  -\-  Vi  giebt  den  Inhalt  des  ganzen  Wul- 
stes; fuhrt  man  noch  den  Winkel  OCD  =  y  ein,  indem  man 

y  a^  —  e^ 

=  sin  y 

a 

setzt,  so  findet  man 

10)  TF=  23ra«c(3r— y)  +  ljca{2a'^  +  e^)siny. 

In  dem  noch  übrigen  Falle,  wo  die  Drehungsachse  den  Kreis 
berührt,  mithin  c  =  a  ist,  liefern  die  Formeln  9)  und  10)  denselben 
Werth,  nämlich  2n^a\ 

Allgemein  betrachtet  verlangt  die  Cubatur  eines  begrenzten  Vo- 
lumens zwei  Integrationen,  deren  erste  den  Querschnitt  Uj  und  deren 
zweite  den  Inhalt  F  bestimmt.  Diese  Bemerkung  lässt  sich  auch  in 
die  Sprache  der  Analysis  übertragen  und  demgemäss  F  unter  der 
Form  eines  Doppelintegrales  darstellen,  doch  versparen  wir  das 
Nähere  hierüber  bis  dahin,  wo  von  den  mehrfachen  bestimmten  Inta^ 
gralen  und  deren  geometrischen  Anwendungen  die  Rede  sein  wird. 


§.  87. 
Die  Complanation  von  Cylinderflächen« 

In  Fig.  63  sei  OL  =  x,  LM  =  y,  LN  =  MF  =  e,  femer 
y  =  <pix)  die  Gleichung  der  Leitlinie  BM  eines  vertical  stehenden 
Cylinders,  und  ^r  =  ^(a?)  die  Gleichung  der  Directrix  eines  horizon- 
tal und  parallel  zur  y- Achse  liegenden  Cylinders;  beide  Cylinder 
schneiden  sich  in  der  doppelt  gekrümmten  Linie  DFj  und  wenn  man 
sich  ausser  der  beweglichen  Ebene  LMN  noch  eine  dazu  parallele 
feste  Ebene  ABG  denkt,  so  entsteht  auf  dem  horizontalen  Cylinder 
eine  begrenzte  Fläche  CD  PN,  deren  Inhalt  S  ermittelt  werden  solL 

Zu  diesem  Zwecke,  ertheilen  wir  der  Abscisse  x  den  Zuwachs 
Jjh\  J=  <fic;  die  Fläche  8  nimmt  dann  um  den  Streifen  NNiPiP 
isclIiS  zu,  und  je  kleiner  2/ Xi  ist,  um  so  genauer  kommt  dieser  Strei- 


'  •• 
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fen  einem  Rechtecke  gleich ,  von  welchem  NP  =  LM  =  y  äie  eine 
Seite,  und  die  Bogenzunahme  NNi  die  andere  Seite  darstellt.  Hier- 
nach ist,  wenn  arc  CN  mit  8  bezeichnet  wird, 

dS  =  yds  =  yV  dx^  +  dz^  =  y  VT+V^c^a?, 
mithin  durch  Integration 


1) 


8 


=f,v 


1  +  Jßf'2  dX. 


Für  y  und  i^  sind  ihre  aus  den  Gleichungen  der  Curven  BM 


Fig.  63. 


und  Cüf  gezogenen  Wer- 
the  q)(x)  und  ^'(a?)  ein- 
zusetzen ;     die    Integra- 
tionsconstante  bestimmt 
sich     durch    die  Bedin- 
gung, dass  8=0  wer- 
den muss,  wenn  x  den 
Anfangswerth  OÄ  erhält. 
a.    Kreisförmiges 
Klostergewölbe.    Die 
halbe  Spannweite  des  Ge- 
wölbes sei  OÄ  =  a  (Fig. 
64),  der  Pfeil  00  =h, 
AB  =  l>t  und  c  der  Radius  der  kreisförmigen  Wölbungscurve  CNÄ-, 
ist  femer  in  Fig.  65  0'  der  Mittelpunkt  des  Bogens  ÄNC,   O'C' 
=  Ä,  00'  =  h  so  gelten  folgende  Gleichungen: 


Fig.  64. 


Fig.  65. 


y  =  — i», 


c 


V  1  4-  jg^^  =    /■  » 


S[chlömilcli,  Analysis.   I* 


26 
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cjr=.=fvIT7^s.=fy^ 


.X-^i)«' 


und  iiaeh  Formd  I),  wenn  die  Fläche  CyP  =  S  gesetzt  wird» 

^ hc    r  xdx 

Ds8  letzte  lategtal  laast  ^h  aof  die  Form  brinffai 
und  daraus  folgt 

Far  «  =  0  wird  S  =  0  und  j  =  0,  mitliin 

0  =  — |— tfl  c2  — i^  -U  CöiMt  I 
nnd  dnrdi  FÜniiiiatioa  der  Conatante 

Da.  ea  hanptaäehlich  auf  die  ganze  Flache  ABC=F  ankommt^ 
<)o  nehmen  wir  x  '=^  a  nnd  beachten,  daaa 

ist  nnd  daaa  gleichzeitig  s  in  den  Bogen  CJ^  abergeht,  dessen  Cen- 
triwinkel  A  0'  C  mit  y  bezeichnet  werden  möge ;  dies  giebt 

a  *^ 

Für  Stichb5gen  wird  die  Formel  ein&u!her,  weil  dann  t  ^  0  öt. 

K  Elliptisches  Eloatergewölbe.  Besteht  die  Wölbnnga- 
einre  ans  dnem  Llüpsenquadranien  mit  den  Halbachsen  O^i  =  o» 
OC  r=  ^,  so  ist 

^  ^  \r~z 

'        a  a 

Im  Falle  a  2>  ^9  d*  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  gedrücktes  ist, 
ergiebt  sieh 

r      a-  —  z*  a 


^=\f'V^^'" 


die  Snbstitniion  a^  —  2^  =  a^tf^  yerwandelt  daa  yorstehende  Inte- 
gral in  folgendes: 
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8=  —  ah  rVl  —  6^  +  6^u^du, 

dessen  Entwickelung  sehr  leicht  ist.  Bestimmt  man  die  Constante 
so,  dass  S  für  a?  =  0  verschwindet  und  setzt  nachher  aj  =  a,  so 
erhält  man  für  die  ganze  Fläche  ABC 

3)  p=„.j.  +  iZL£!,(i±f)j,     „>. 

Im  Falle  a  <^  c,  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  überhöhtes  ist, 
ergiebt  sich 


vr+TT^Y'^ 


aj2 


X  = 


a 


aj      Y     a2  — a?2 


Dieses  Integral  kann  ebenso  wie  das  vorige  behandelt  werden, 
wodurch  man  erhält 


4) 


JP=Jo&  1  + 


1  -4-  A^  ) 

— r —  arctan  1 1,    a  <^  c. 


c.    Kreuzgewölbe  bestehen   aus    den  Stücken,  welche  übrig 
bleiben,  wenn  die  Flächen  der  Klostergewölbe  von  den  Flächen  voU- 


Fig.  66. 


ständiger  Tonnengewölbe  abge- 
zogen werden;  ist  z.  B.  in  Fig. 
66  ^50  ein  Theil  eines  Kloster- 
gewölbes und  AB  DG  ein  Ton- 
nengewölbe, so  bildet  der  Rest 
BCD  ein  Stück  von  einem  Kreuz- 
gewölbe, dessen  übrige  Stücke 
diesem  entweder  congruent  oder 
auf  ähnliche  Weise  entstanden 
sind.  Mit  Hülfe  der  Bezeichnun- 
gen ABC  =  JP,  BGB  =  F+,  arcAG  =  arcBB  =  8  ergiebt  sich 
5)  F"^  =  hs  —  F, 

wo  F  einen  der  früher  angegebenen  Werthe  hat 


§.  88. 

Die  Complanation  der  TJmdrehtmgsflächen. 

Eine  in  der  Ebene  xz  liegende  Curve  GN  (Fig.  67a.f.S.),  deren 
Gleichung  ^  =  ^(a?)  heissen  möge,  werde  um  die  a;- Achse  gedreht 
und  die  entstandene  Rotationsfläche  von  einem  verticalen  Cylinder 

26* 
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^esdinitten,  dessen  Leitlinie  BM  durch   die  Gleichung  y  =  (p(x) 
bestimmt  ist;  der  feste  Parallelkreis  CD»  der  bewegliche  ParallelkreiB 


Fig.  67. 


NP,  die  Curve  GN  und 
der  Durchschnitt  DP  be- 
grenzen ein  Flächenstück 
CBPN^  von  welchem 
wir  den  Inhalt  S  auf- 
suchen wollen. 

Wenn  OL  =  X  um 
LLi  =  dx  zunimmt,  so 
wächst  £i  um  den  Strei- 
fen NPPiNi  =  dS, 
welcher  dem  Bechtecke 
aus  den  Seiten  NP  und 
SNi  desto  näher  kommt,  je  kleiner  NNi  genommen  wird.     Nun  ist 


sinNLP  =  cosMLP  =  -=-^  =  -=r^r=-  = 


—  JkE.  —  IlK  —  l 


mithin 


^NLP 


LP 


.    y 

arcstn  —  • 


LN 


z 


und,  da  "NP  ein  mit  dem  Halbmesser  z  beschriebener  Kreisbogen  ist, 

arcNP  =  e  aresin  —  • 

Für  die  andere  Seite  des  erwähnten  Rechtecks  hat  man 
arcNNi  =  d$  =  /T+Vä  dx, 


mithin 


d8 
Fig.  68. 


z  aresin  ~  •  VT-j-?^  dx 


und  durch  Integration 

1)8  =  J  aVT+7^ aresin  ^dx. 

Die  Werthe  von  y  und  e  sind 
aus  den  Gleichungen  der  gegebenen 
Curven  zu  nehmen,  und  dielntegra- 
tionsconstante  muss  so  bestimmt  wer- 
den, dass  S  =  0  wird  für  x  =  OÄ» 

Als  Beispiel  diene  die  Compla- 
nation eines  Kugel gewölbes  (Fig. 
68).  Die  Curve  BM  ist  hier  eine 
Gerade  parallel  zur  o^Achse,  die  ro- 
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tirende  Gorve  ein  Kreis,  in  dessen  Mittelpunkt  wir  den  Coordinaten- 
anfang  legen;  für  OB  =  &,  OD  =  c  sind  demnach  die  gegebenen 
Gleichungen 

£rVT+V2  =  c, 
mithin  nach  Formel  1),  wenn  8  die  Fläche  DFPN  bedeutet, 

Bei  theilweiser  Integration  wird 

S  =  ex  arcstn  ,^  —  hc  1 ^^ 

y  c2  — .  aj2  J  (c2  —  x^)  V  c«  —  &2  —  a?3 

=  cxarcsin  ^ .  —  hc  1    — -— 1    -7====== 

y c«  —  aj3  »/   Lc2— a:2       .1  yc^  — l>3-.a.2 

oder,  wenn  man  wieder  eine  Integration  ausfuhrt, 

n  b  iC 

8  =  ex  aresin  _ .  +  6c  arcsm 


8  =  c  I  aresin  ..  y  dic 


ca-^ic«  V  c2  ~-  ö« 

da; 


^  5c3  / -^ 


c3  —  52  -.  jx;3 

Setzt  man  in  dem  noch  übrigen  Integrale  x  =  V  e^  —  b^  sin  w, 
so  wird 

da?  r  du 


f — 

J  (c3  — a;2) 


y^^ d' x^       J  c^cos^u  4-  t^sm^w 

=  -r-  arctan  (  — •  <an«  )  =  -;— arcton  -,  ^ 

be  \c  /         be  oVc«  — b«  — a;* 

und  daher  ist  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 
8  =  ex  aresin  ■  .    •       =  +  be  aresin 


02— a?«  Vc2  — 6« 

*  fea; 

eVc^  —  52  _  a;3 

wobei  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  weil  8  und  x  gleich- 
zeitig verschwinden  sollen.  Geben  wir  dem  x  einen  grössten  Werth 
OA  =^  a  und  bezeichnen  die  Fläche  DEQF  mit  F^  iP  wird 

F  =  ae  arestn  ^ .  :  +  bcarestn 


—  c'^a/rctan 


a5 


I  Vc2  —  a2  —  b»  ' 
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I>»»e  Form«!  gewiimt  an  Elegaiiz  dmdb  die  Bemerkang,  das 

cVc*  — «»  —  {,«  VVe»  — «*    Vc*^W 

wt,  nucl  man  kann  daher  6clireib«ai 
^>  F  =  c(aa  +  6/1  —  ey), 

wob«  die  Bögen  a,  ^,  y  durch  die  Gleichongen 

'  «t»y  =  $ma  $mß 

bentÜDOkt  smd. 

Die  aUgemeine  Formel  1)  T«*iiifacht  sich  wesentlich  in  dem 
FaJJe,  wo  ««  a4if  den  zwischen  den  positiven  TheUen  der  Coordin»- 
t«n«l^nen  enthaltenen  Octaaten  der  Rotationsfläche  ankommt,  wo 
mitbin  die  Curren  BM  und  CJV  congruent  sind-  Für  «  =  #  wird 
nfimlich 

demnach  i«t  die  Oberfläche  einer  durch  vollatändige  Umdrehung  ent- 
•taxtden^  Zone 

AI«  Beispiel  diene  das  abgeplattete  EUipsoid.  denen  Meri- 
dian zur  Gleichung  hat 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

Va»  — 6» 

6         — *. 

«o  erhält  man  zunächst 

'^=«  y yV  6«  +  X»«»  dx 
und  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Integration 

IZt:  Znl;  =T  Z  S,r-*«-^-  an.  so  muss  Z  =  0 


U 


dx 
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Für  X  =  h  erhält  man  die  Oberfläche  des  halben  abgeplatteten 
EUipsoides;  die  gesammte  Oberfläche  ist 

Wenn  die  rotirende  Curve  so  beschaffen  ist,  dass  der  Abscisse  x 
zwei  verschiedene  y,  etwa  pi  und  ^2  entsprechen,  so  entstehen  zwei 
Fig.  69.  Umdrehungsflächen,  deren  Grössen  einzeln  be- 

stimmt werden  müssen.  Wie  man  diese  Bemer- 
kung anzuwenden  hat,  mag  folgendes  Beispiel 
zeigen. 

Die  rotirende  Curve  sei  ein  mit  dem  üalbmes- 
ser  AG  =  a  beschriebener  Kreis  (Figur  69), 
dessen  Mittelpunkt  um  CO  =  c  von  der  Dre- 
hungsachse entfernt  liegt.  Im  Falle  c  "^  a  ist 
für  alle  Punkte  des  Quadranten  AB: 

=  27t  \ac aresin 1-  «a?  It 

wobei  es  keiner  willkührlichen  Constanten  bedarf;  f ür  a?  =  a  erhält 
man  die  vom  Quadranten  AB  beschriebene  Fläche 

B2  =  2yta{l7Cc  +  a). 
Die  Punkte  auf  dem  Quadranten  AD  bestimmen  sich  durch  die 

Gleichung  ^^_____ 

jfi  =  c  —  V  a«  —  aj2 

und  daraus  findet  man  für  die  von  jenem  Quadranten  beschriebene 

Fläche 

Bi  =  2na{\'Jic  —  a). 

Das  Doppelte  von  Bi  +  B2  giebt  die  Gesammtoberfläche  des 
entstandenen  Ringes,  nämlich 
6)  B  =  An^ae. 

Im  Falle  c  <C  öt  (Fig.  70  a.  f.  S.)  besteht  die  Oberfläche,  welche 
der  Kreisbogen  BEAT)  beschreibt,  aus  den  drei  von  BE^  EA  und 
AD  erzeugten  Flächen.  Um  die  erste  zu  erhalten  geben  wir  in  der 
Formel 


Z^  =  2 7t a\c aresin f  xl 


k 
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dem  X  Bänen  grossien  Wexth  OB  =  V«*  —  «*.  vonos  folgt 


i  V  Qi  —  ^  ^ 1 

9  a  '  y 


Fig;  70.  For  alle  Ponkte  im  zvdtea  Bogen« 

JEA  kt 


CV 


^r 


«^ 7^ 


=  2Mm\eafr9in 1-  «  +  QnötL 

wobei  die  Conatante  wo  Iwutimmt  werden 
■um,  da»  Z  =  0  wird,  wenn  x  iräcn 
HaatAm  WerÜi  OD  ciiialt.     Bks  gkU 

i  «  VflS c*  -t/ 1 

Z=2xaleareMm coresiii-^ f-  «—  Va*  — e«| 

od  fir  s  =  a  criialt  msa  fax  die  Tom  Bogen  EA  beidmebcne 
Jlidb 

!,                                   V  ||S f  s  1 
l^re  +  a  —  Va*--c«  —  eanm j- 

KpdSdk  werden  alle  Punkte  ma£  AD  dordi  die  Gleichimg 

jr  =  c— Va«— «» 
beatimml^  mitlifn  ist  Ixier 

^ebt  maa  der  Constanten  einen  folchen  Werth,  da«s  Z  Teradiwindet 
^Stt  s  =r  OD  und  nimmt  dann  :r  =r  a,  so  erhält  man  for  die  Tom 
Bog^  AD  bcadiEiebeae  Fläche 

2i  =  2flr«||ari:-.a+  V a* -  e»  -  corarn  ^^^!ll^  j . 

Die  Obofläehe  des  ganzen  Waktes  ist  das  Doppelte  Tim  2« -|- ^ 
+  2i;  dureh  Etneümmg  des  Winkels  OCD  =  y  wird  Iderana 

7)  1F=  43ra(c(«  — 7)  -|-  asiny}. 
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Im  letzten  Falle  c  =  a,  y  =:  0  liefern  die  Formeln  6)  und  7) 
denselben  Werth  4x^a^. 

Wenn  die  Fläche,  deren  Complanation  verlangt  wird,  weder  eine 
cylindrische  noch  durch  Umdrehung  entstanden  ist,  so  führt  das 
Problem  auf  Doppelintegrale ,  deren  Behandlung  einem  späteren  Ca- 
pitel  vorbehalten  bleibt. 


Cap.  XV. 

Die   einfachen  bestimmten   Integrale. 

§.  89. 

Definitionen  und  Werthbestimmungen. 

Wir  knüpfen  an  die  Betrachtungen  des  §.  64  wieder  an,  denen 
zufolge  unter  dem  Symbole 


/ 


f{x)  dx 


a 


der  Grenzwerth  verstanden  wird,  gegen  welchen  die  Summe 

1)  /(«)*!  +/(a  +  3l)«2  +/(«+  «l  +««)Ö8    + 

+/(«  +  Äi  +  Ä2  H h  *n-l)  *« 

convergirt,  wenn  die  Grössen  ^1,^3,...  J«  der  Null  näher  und 
näher  kommen,  während  sie  immer  der  Bedingung  öi  -f"  ^i  ~l"  ^8  "f" 
'  •  •  4"  ^«  =  ^  —  ^  genügen  müssen.  Zugleich  erinnern  wir  an 
die  geometrische  Bedeutung  dieser  Definition  für  den  Fall,  dass  x 
als  Abscisse  und  y  =f(x)  als  zugehörige  Ordinate  einer  Curve  an- 
gesehen wird;  es  ist  nämlich  das  obige  bestimmte  Integral  gleich  der 
Fläche,  welche  die  Strecke  h  —  a  der  Abscissenachse  zur  Basis  hat, 
seitwärts  durch  die  Ordinaten  f(a) ,  f(h)  und  oberhalb  durch  die  ge- 
nannte Curve  begrenzt  wird  (Fläche  AB DC  a.Mf  S,  307).  Später 
ergab  sich,  dass  das  bestimmte  Integral  auch  als  Differenz  zweier 
Specialwerthe  des  unbestimmten  Integrales 

2)  ff(x)dx  =  F(x)  +  Gonst. 
betrachtet  werden  konnte,  und  es  war 

3)  Jf(x)dx  =  F(h)  --  F(a), 
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nnter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function /(a?)  innerhalb  des  Inter- 
valles  von  a?  =  a  bis  a:  =  b  keine  Unterbrechung  der  Continuität 
erleidet.  —  Welche  von  diesen  zwei  Definitionen  des  bestimmten 
Integrales  man  als  die  primäre  wählen  will,  ist  an  sich  gleichgültig; 
wir  entscheiden  uns  für  die  erste,  weil  sie  in  gewisser  Rücksicht  die 
allgemeinere  ist.  Die  zweite  Definition  setzt  nämlich  voraus,  dass 
man  das  unbestimmte  Integral  von  f(x)  dx  bereits  kenne,  und  hierin 
liegt  wiederum  die  Voraussetzung,  dass  die  Natur  der  Function 
fix)  bekannt  sei;  eine  solche  Beschränkung  findet  bei  der  ersten  De- 
finition nicht  statt,  es  reicht  bei  ihr  hin,  wenn  das  jedem  x  von  x  = 
a  bis  a?  ==  5  entsprechende  y  angebbar  ist,  gleichgültig,  wo  man  es 
herbekommen  hat.  Wer  z.  B.  mit  dem  Bleistift  einen  beliebigen 
regellosen  (nur  wenigstens  zusammenhängenden)  Zug  auf  das  Papier 
wirft,  weiss  nach  der  ersten  Definition  recht  gut  die  Bedeutung  des 
bestimmten  Integrales,  da  mit  dem  Zuge  selbst  eine  Fläche  entstan- 
den ist,  er  kann  den  Werth  desselben  nach  §.66  oder  auf  mecha- 
nische Weise  (mittelst  eines  sogenannten  Planimeters)  sehr  genau  fin- 
den, während  dies  nach  der  zweiten  Definition  erst  dann  geschehen 
könnte,  wenn  die,  vielleicht  gar  nicht  angebbare  Gleichung  der  ent- 
standenen Curve  bekannt  wäre. 

In  allen  Fällen,  wo  sich  der  Werth  des  unbestimmten  Integra- 
les /  f{x)  dx  entwickeln  lässt,  ist  es  natürlich  das  Einfachste,  das  be- 
stimmte Integral  aus  dem  unbestimmten  herzuleiten.  Wir  geben 
hierzu  einige  Beispiele. 

Mittelst  der  FundamentaJformel  6)  in  §.65  erhält  man  sehr 
leicht 


/ 

0 


dx  % 


«a  +  a?2         4a' 


dx  TT 


+  x^        2  a' 


*)  Es  bedarf  wohl  kaum   der  Bemerkung,   dass  unter  einem  Inte- 
grale von  der  Form 

OB 

ff  ix)  dx 

o 

der  Grenzwerth  zu  verstehen  ist,  welchem  sich  das  Integral 

b 

J'f{x)dx 

a 

bei  unendlich  wachsenden  b  nähert. 
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^  Fcn^  lOj  |.  C9  fielst 


^  -r  »  '   M  ^  m  J 

fikft  SKUi  &  GroBzeD  x  =  i,  x  =  0  em  und  setzt  Toraa 
«  —  1  Vfid  9-^1  postär  fiiAd,  90  eriialt  man  mJMthfr 

Bei  guüMB  poRtareo  «  lüast  su^  diese  Fcrmd  (»  —  l)mal  mdi 


• 
—  1       «  —  2 


1 


1 
— 1_  Ai  —  ^f^' 


0 

Per  WerÜi  des  sodi  übngea  Integrals  ist,  unbestimmt  genommen, 
daems  folgte  weQ  #  4-  I  ^  ifostdr  Toniisgesetzt  vnrde, 

Soltttitairt  man  fies  und  nimmt  g  -^  \  =  a^  so  gelangt  man  sa 

d«  Besuitaie 

1 

'^  ^  «(a  +  1)  ...  (»4- a,  _  1)'    -^ 

Ans  der  Torinn  benntztoi  Bednctionsfonnei  eriialt  man  ferner 
ftra=l,  t  =  —  1,  »  =  2,  s=  —  I 

r  af --^  Jx 

_^  _  jg**-*  V  1  —  x»        m  —  2    r  t^-^dx 
•»  —  1  «s  —  ^«/Vl  X* 
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Schreibt  man  m  för  m  —  1  und  führt  die  Grenzen  o;  =  1  und 
iT  =  0  ein,  so  wird  einfacher 

/a?"»  dx     m  —  1   r  x^-^^dx 
Vi  —  a;>~      ^     7  Vi  —  a?2' 

0  0 

Dordi  mehrmalige  Anwendnng  dieser  Formel  kommt  man ,  je  nach- 
dem m  gerade  oder  ungerade  ist,  auf  eines  der  beiden  Integrale 

0  0 

und  damit  gelangt  man  zu  folgenden  Ergebnissen 

r     af^dx  1  .  3  .  5  .     .  (m  —  1)  Ä     , 

^^  J  W^T^  =       2.4.6....»,       T  <•»  «'"*^^>' 

0 

r    x'^dx  2  .  4  .  6  .  .  .  (m  —  1)   ,  "     . 

^^  JVT^7^      3.5.7. ...m     '  ("» ""g«^^^)- 

0 

Wir  machen  ferner  Gebrauch  von  der  Reductionsformel 

und  fiLhren  die  Grenzen  a?  =  oo  und  a?  =  0  ein.  Unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  m  und  a  positive  Grössen  sind,  verschwindet  das 
Product  Qf^fT^*  sowohl  fär  a;  =  oo  als  für  a?  =  0,  und  daher  wird 

a?~e-ö*^a?  =  —  /  aj«""*e~**ÄÄ 

0  0 

Bei  ganzen  positiven  m  führt  die  wiederholte  Anwendung  dieser 
Formel  auf  das  Integral 

e-«*da;  =  — ,  a>0 

0 

und  daher  wird 

09 

«N                     r         -«1          1.2.3...W       ^^ 
8)  J  ^e-^^dx  = -^^^ ,  a>0. 

0 

Die  Fündamentalformel  8)  in  §.65  liefert  durch  Einführung  der 
Grenaen  w  =  -J  ä  und  w  =  0 


\n 


'  J  a^cos^u 


du  7t 


+  ßUin^u        2  aß 


* 
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Endlich  benutzen  wir  noch  die  beiden  Formebi 


'     «w       />      ,                 acosßu  —  ßsinßu   _„„    ,    ^ 
er^^'cosßudu  = 2  a.  ß^ —       ^        +  ^' 

'     »^  '    a     j                 asinßu  +  ßcosßu  ^ 

er^^'smßu  du  = 9    l    ß2 —       ^  ""  +  <7. 


und  nehmen  erst  t«  ==  00  dann  w  =  0.  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  a  eine  positive  die  Null  übersteigende  Grösse  ist,  verschwinden 
die  Producte  e^^^cosßu  und  e-^^sinßu  für  w=  00,  und  es 
bleibt 

/oe 
e-^^cosßu  du  =  -^l^-^-j^,  a>0, 
0 

09 

11)  Je^''''si7ißudu=-^'^--j^,  a>0. 


§.  90. 
Fundamentaleigensohaften  bestimmter  Integrale. 

I.    Behält  die  Function  f(x)  innerhalb   des  Intervalles  x  =  a 
'  bis  ^  =  5  dasselbe   Vorzeichen,    so  kommt  letzteres  den  Grössen 

fip)^f(P'  +  ^1)»  •  •  '/(^  +  ^1  +  •  •  +  ^n—i)  gemeinschaftlich  zu 
und  ebenso  dem  Integrale  zwischen  jenen  Grenzen.  Geometrisch 
heisst  dies,  eine  Gurve  mit  durchaus  positiven  oder  durchaus  nega- 
tiven Ordinaten  besitzt  eine  positive  resp.  negative  Fläche. 

Wendet  man  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  auf  einen 
Ausdruck  von  der  Form 

f{x)  =  A(p(x)  +  B^{x) 
an,   so   entsteht  ein  Aggregat  von  zwei  Summen,  welches  sich  zu 
einer  einfachen  Summe  zusammenziehen  lässt;  man  erhält  nämlich 
h  h  h 

1)      f{A  (p(x)  -f-  Btlf(x)}  dx  =  Ä  J(p(x)dx  +  B  ft\}{x)dx. 

*  «  L  (^^ 

Zu  demselben  Resultate  führt  die  Gleichung  3)|des  vorigen  Para- 
graphen, wenn  ^ 

r(p(x)dx  =  0(x)  +  Ci,     filfix)dx  =  W(x)  +  C 

gesetzt  wird. 
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Aus  den  beiden  vorigen  Bemerkungen  zusammen  folgt  ein 
häufig  gebrauchter  Satz.  Nehmen  wir  an,  in  dem  bestimmten 
Integrale 

b 

f(x)dx 


ß 


Bei  f(x)  ein  Product  zweier  stetigen  Functionen  (p(x)  und  ^(o:), 
deren  erste  innerhalb  des  Intervalles  ahiB'bfürx  =  a  ihren  grössten 
und  für  x  =  ß  ihren  kleinsten  Werth  erhalten  möge,  so  ist  für  jenes 
Intenrall  q>(a)  —  q)(x)  positiv,  <p(ß)  —  (p(x)  negativ,  ferner,  wenn 
^(rr)  von  a  bis  6  positiv  bleibt,  auch  [(p(cc)  —  (p(xy]t(x)  positiv, 
dagegen  [(p(ß)  —  9^(^)1  ^(^)  negativ.     Nach  dem  Obigen  ist  nun 

6  b 

I  bfi'^) — (p(xy]tlj(x)dx^OBiÜY;  1  [(p(ß)  —  q)(x)]jp(x)dx  negativ; 

a      '  a 

durch  Integration  der  einzelnen  Theile  giebt  dies 

b  b  b 

2)        q>(a)  I  ilf(x)dx  >  /  q)(x)rlf(x)dx^<p(ß)  I  ip(x)dx. 

a  a  a 

Will  man  aus   dieser  Ungleichung  eine   Gleichung  bilden,  so 
lasse  man  in  dem  Ausdrucke 

b 

^{^)J  ^(P)äx 

a 

die  wiUkührliche  Grösse  |  das  Intervall  a  bis  h  durchlaufen  und  be- 
achte, dass  derselbe  einmal  kleiner  und  einmal  grösser  als  das  In- 
tegral 

b^ 

(p(x)if(x)dx 

wird;  wegen  der  Stetigkeit  von  9?(D  muss  es  daher  einen  zwischen 
a  und  h  liegenden  Werth  von  |  geben,  für  welchen  beide  Ausdrücke 
gleich  werden.  Diesen  Werth  von  |  können  wir  mit  a  +  ^Q>  —  ^) 
bezeichnen,  wo  %'  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  wir  haben  daher 
die  Gleichung 

b  b 

o  a 

-und  zwar  unter  der  Determination,  dass  9(0?)  stetig  und  t^(ic)  stetig 


b 
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nnd  zugleich  positiv  bleibt  von  x  =  a  hiB  x  ^=  b.     Beispielsweise 
ist  nach  diesem  Satze 


h 


sin^mx  ,  1 

m  m 


h        sin  2  mh 


2  4m 


0 

woraus  u.  A.  folgt,  dass  der  Werth  des  Integrales  für  unendlich 
wachsende  m  gegen  die  Grenze  |  b  convergirt,  was  man  auf  anderem 
Wege  nicht  so  leicht  finden  würde. 

Nimmt  man  einfach  ^(o?)  =  1,  so  wird  aus  Nro.  3) 

b 

4)  /  (p(x)dx  =  (6  —  a)(pla  +  &(b  —  a)]; 

a 

die  geometrische  Deutung  hiervon  ist  sehr  einfach  (vergl.  §.  8,  Nr.  2). 
IL.  Betrachten  wir  nun  die  Veränderungen,  welche  im  bestimm- 
ten Integrale  entstehen,  wenn  das  Integrationsintervall  zu-  oder  ab- 
nimmt. Aus  der  ursprünglichen  Definition  des  bestimmten  Integra- 
les folgt  die  nachstehende  auch  geometrisch  leicht  zu  erklärende 
Gleichung : 

h  e  e 

5)  ff(x)dx  +ffix)dx  =f/ix)dx 

a  b  a 

xatd  umgekehrt 

e  e  h 

jf{x)dx  —  jfix)dx  =  jfix)dx. 

a  b  a 

Setzt  man  in  Nro.  5)  o  =  a  und  berücksichtigt ,  dass  jederzeit 


f(x)dx  =  0 

a 

sein  muss,  so  folgt  noch 

b  a 

6)  ff(x)  dx  =  -ffix)  dx, 

a  b 

und  es  würde  sehr  leicht  sein,  diese  Eigenschaften  mittelst  der  Glei- 
chung 3)  in  §.  89  zu  verifiziren. 

Von  besonderem  Nutzen  ist  oft  folgende  Bemerkung.     Nach 
Nro.  6)  hat  man 

Jf{x)dx  =:Jf(x)dx  +Jf(x)dX', 


•  
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entwickelt  man  die  Integrale  der  rechten  Seite,  indem  man  der  Ein- 
fachheit wegen  d^  =  d^  .  .  .  =  du  =  d  setzt,  so  ist  in  jedem  Falle 

o  =  -^  und  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung  bildet   den 
II 

Grenz werth  von: 


•  t  •  •  •  • 


wobei  die  dem  zweiten  Integrale  entsprechende  Reihe  die  umgekehrte 
Anordnmig  erhalten  hat.     Ist  nun  für  jedes  | 

7)  /Ö*-|)=/Öt  +  I). 

so  wird  die  zweite  Beihe  der  ersten  gleich  mid  es  folgt  daraus: 


8) 


f(x)dx  =  2  jfixjdx. 


Ist  dagegen 

9)  /(f*-D  =  -/ö*  +  l). 

80  heben  sich  alle  Glieder  der  obigen  Beihen  gegenseitig  auf  und 
es  bleibt: 


10) 


/f+y 
f(x)  dx  =  0. 


f*-y 


Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Ergebnisse  Ist  folgende: 
wenn  fQi  —  I)  =  f(ß  +  Ö »  so  besteht  die  zu  quadrirende  Curve 
aus  zwei  congruenten  Theilen  von  gleicher  Lage  OJVund  DN,  Fig.  71, 
wo  OM  —  II  und  AM  =  y.  Die  Fläche  ABDNG  beträgt  daher 
das  Doppelte  von  der  Fläche  AM  NC;  wenn  dagegen  /(ft  —  |) 
=  —  /(/*  "h  1)/  so  sind  jene  Theile  zwar  ebenfalls  congruent,  aber 
von  entgegengesetzter  Lage;  die  entsprechenden  Flächen  AMC  und 


Fig.  71. 


Fig.  72. 


BMD  besitzen  dann  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Vorzeichen 
(Fig.  72),  es  ist  mithin  die  Fläche  ACMBB  =  0.  Nach  diesen 
Bemerkungen  findet  man  z.  B.  ohne  alle  Bechnung,  dass 
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1 


'«  1. 


/  fic^zdx  =  f    /  caf^xds 


1—  *• 


aeka  an»»,  feruer  ba  gaoxai  und  poErtarcB  •: 


1. 


/«»!«•->  X4^x=0,  /»«»— »j:^x=a 


HL  Hi'T  »t  isagk^A  dar  Ort«  ui  die  Bfxtwrfm^g  da 


y/(x)ti^ 


f&r  den  Fall  m  «rdiieni,  d^a  die  Fsnctkni /(r)  imieriuJb  des  In- 
itfyyataomactervaJlei  «^i^e  Unterbrechnng  der  Confisintät  crleidei. 
Tritt  ejiie  ßolcbe  ein  för  x  =  ä,  wo  6>«>a,  so  knio  man  na^ 
Sro.  %)  die  Z^egimg 

f/(x)dx  =Jf{x)dx  4^Jf{x)dx 

jiW.  73.  Tomebmen,   die  geometracii  bedeutet» 

daat  die  ober  der  Strecke  AB^=h  —  a 
(JT^^  73)  stAmäe  Fliehe  AB DMLC 
MS  zwei  Theilen  AKLC  und  KB  DM 
sasammeDgesetzt  ist,  und  dasa  £^Xr  == 
I  f{%  —  0)  die  letzte  Ordinate  des  ersten 

O-  -^ g g-         und  KM=f{%  +  0)  die  erste  Ordi- 
nate dea  zweiten  StndLes  sein  aoIL  Statt 
der  ohi%ea  Gieicinuig  liast  aidi  die  folgende  aetszen: 

Jf(ji)dx  ^  lAm  ]J'/(x)dM  +J'/iz)dx  j , 

wtan  man  utAer  9  und  t  zwei  in  Null  ubeigehende  Grössen  verstebt. 
Will  flMB  die  iDtegratian  mütdat  der  Gkidiiiiig 


/ 


f(z)dx  =  F(x)  +  ConsL 
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ansführen,  so  wird  in  diesem  Falle 
b 


1 1)  ff(^)  ^^  =  F(h)  —  F(a)  —  Lim  |f(x  -f  ä)  —  F(x — f)| , 

a 

also  gilt   dann  die  Gleichung   4)  ohne  Weiteres  nicht  mehr,   sie  be- 
darf im  Gegentheil  einer  Correction.     So  wäre  es  z.  B.  unrichtig, 

^     dx  1  1 


0 


(1— a;)2        1  —  2    ^    1  —  0 


=  —  2 


setzen  zu  wollen,  ohne  zu  beachten,  dass  die  Function  -r- r;  für 

(1  —  xy 


X  =  1  discontinuirlich  wird;  der  wahre  Werth  ist 

i ^|=:-.2-fQ0 

1-(1-«)' 


1  1  ^.      I  1 

—  Lim 


1  —  2        1  —  0  fl— (l  +  ö) 

Auf  gleiche  Weise  wäre  es  falsch, 

fr 


—  6 


/ 


ZU  nehmen,   wobei  eine  reelle  Curve  zu  einer  imaginären  Fläche 
käme;  man  muss  im  Gegentheil,  da  —  für  ir  =  0  eine  Unterbrechung 

X 

der  Gontinuität  erleidet,  die  Rechnung  so  stellen: 

fr 

r—dx  =  lh  —  l{'-V)  —  fAm  h(0  +  d)  — ?(0  —  8)1 


—fr 


=  Lim  M -V-)« 


Da  d  und  s  auf  beliebige  Weise  in  Null  übergeführt  werden  dürfen, 
so  ist  -T*  eine  unbestimmte  Grösse,  mithin  der  Werth  des  obigen 

0 

Integrales  so  lange  nicht  genau  bestimmt,  als  man  keine  Voraus- 
setzung darüber  macht,  wie  €  und  d  zu  Null  werden  sollen.  Die- 
ses Resultat  darf  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  je- 
nes Integral,  geometrisch  betrachtet,  die  Differenz  zweier  unend- 
lichen Flächen  ist  imd  der  Ausdruck  oo  —  oo  immer  den  Charakter 
der  Unbestimmtheit  trägt;  setzt  man  €  =  d,  so  ergiebt  sich  der  so- 
genannte Haupt  werth  des  Integrales  und  zwar  ist  er  =  0. 

In  dem  Beispiele  /(x)  =  x''^  x  ==  0  bleibt  F(x)  =  |a?'^» 

stetig  und  endlich,  daher  ist 

27* 
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♦ 


^ 

aadi  grypf  trJKJi  kasM  cridiit. 


§.«. 


Wie  b»  mbeEtbainteB,  so  Icnoi  ■uoi  andi  Wt  beedsiBteB  loia- 
gtsiMM  tint  twwt  \wnaiJboit  duicJi  SubitilulJüB  coifaliiVB,  wkf  bbu 
dabei  ^cBtifvedieDdflaAaiidcniDgen  der  Gnn^  Setzt 

man  luuithA  m  dem  luieffraikt 

h 


f> 


^(x)  =  9,  wo  etliäli  man  wie  froher  (m  §.  66,  HL)  j;  =  t(9\ 
dz  r=.  ^(f)<f5;  iit  nun  z  =:  n  gevorden,  so  \uäL  f  den  Werth  ^(a) 
afigaftomiiieD,  da*  oberen  Iniegrationegrenze  x  =  &  cnl^ndii  anf 
^     l^eiciie  Weiae  f  =  ^O»)  und  nan  bat  daher 

und  wmn  ridb  die  lutegratiou  rechter  Hand  ansfohrai  Hast,  so  ist 
zti^^ch  der  Werth  des  nrspranglidien  IntegTales  girfiuiden,  ohne 
daaiman,  wie  bei  luibesümniten  Integraloi,  dieSab8fcitatiQny  =  9(x) 
rfieiEWirta  aazaweodea  ndthig  hatte.  * 

So  erpeht  mtk  z.B.  fär  ip(z)  =zhz  '\-  k 

2)  ffihx +h)dx= ^Jf{g)dr, 

tpedt^lier  Dir  a  =  0  nnd  &  =  1,  und  nmgekehri  geschrieben 

Jf(jf)dy  =  hJfQiz  +  k)dx, 

k  • 

oder,  wenn  i  ^=s  a,  h  =  ß  —  a  gesetzt  wird: 

ß  1 
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wodurch   ein  Integral  mit  beliebigen   Grenzen  auf  ein  anderes  mit 
den  Grenzen  0  und  1  zurückgeführt  ist.     Setzt  man  weiter 

80  erhält  man  zunächst 

wenn  ferner  x  =  0  und  aj  =  1  geworden  ist,   so  hat  e  die  Werthe 
e  z^  0  und  jer  =  ^  =  oo  angenommen;  demnach  wird  aus  Nro.  3): 

«     //„).,=o.-.,/;(i±££)^, 

a  0 

und  man  kann  also  jedem  bestimmten  Integrale  auch  die  Grenzen 
0  und  00  verschaffen. 

Setzt  man  ferner  in  dem  Integrale 


imr- 


L  \e/A 

0 


2(  — j  =  a?,  mithin  s  =  e~*,  dz  =  —  e^'^dx,  so  geht  dasselbe 


über  in 


den  Werth  des  letzteren  Integrales  kennt  man  aus  §.  89 ,  Formel  8) 
für  den  Fall,  dass  m  eine  ganze  positive  Zahl  und  a  >>  0  ist,  daher 

0 

Mit  Hülfe  der  Substitution  sinu  =  o?,  w  =  aresin x,  du  =^ 
dx  :  Vi  —  a?2  erhält  man 

\n  1 


y*  P    x^dx 

J  y  1  —  a?3 


0  0 

und   so  ist  das  Integral  auf  ein  bereits  entwickeltes  zurückgef&hrt 
(§.  89,  Nro.  5  u.  6).     Gleichen  Werth  hat  auch  das  Integral 


I« 


/  cos^vdVf 


wie  die  Substitution  v  =  In  —  u  zeigt. 
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Eine  wesentliche  Modification  verlangt  die  in  Nro.  1)  angege- 
bene Umwandlung  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  <p(x)  =  y,  nach 
X  aufgelost,  mehrere  reelle  Wurzeln  darbietet;  da  nämlich  der  Werth 
von  y  nicht  rückwärts  wieder  eingesetzt  wird,  so  bleibt  hier  die 
Frage  übrig,  welche  von  den  verschiedenen  Wurzeln  für  x  genommen 
werden  soll.  Denken  wir  uns  die  Sache  der  Anschaulichkeit  wegen 
geometrisch,  nämlich  y  =zfp{x)  als  Gleichung  einer  Curve,  so  bedeu- 
tet die  Umkehrung  dieser  Gleichung,  dass  nicht  wie  früher  die 
Abscisse,  sondern  nunmehr  die  Ordinate  die  willkürliche  der  beiden 
Coordinaten  sein,  die  Curve  also  gewissermaassen  über  der  Ordina- 
tenachse  statt  über  der  Abscissenachse  construirt  werden  soll.  Ob 
nun  einer  Ordinate  y  nur  eine  Abscisse  x  oder  mehrere  x  entsprechen, 
das  hängt  von  dem  Laufe  der  krummen  Linie  ab.  Wenn  dieselbe 
von  a?  =  a  bis  X  =  b  nur  steigt  oder  nur  fallt,  also  fp'{x)  sein  Vor- 
zeichen nicht  wechselt,  so  gehört  zu  jedem  neuen  x  ein  neues  y^ 
ebenso  umgekehrt  zu  jedem  y  ein  einziges  X\  es  ezistirt  in  diesem 
Falle  nur  eine  reelle  Umkehrung  der  Gleichung  y=zq)(x),  und  diese 
Umkehrung  a?  =  ^(^)    ist   die  in   der   Formel   1)  vorkommende. 


Fig.  74. 


A   M 


Wenn  dagegen  die  Curve  y  = 
<p(x)  innerhalb  des  Intervalles 
X  =  a  bis  X  =  h  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  hat,  welches 
für  rr  =  I  eintreten  möge,  so  fin- 
den sich  über  x  ^=  ^  hinaus  die 
früheren  Ordinaten  wenigstens 
zum  Theil  wieder;  so  ist  in  Figur 
74,  für  OF=l  OM=x,  OMi 
=  Xi,  die  zu  x<^^  gehörende  Ordinate  MP  =  y  gleich  der  zu 
^1  >  i  gehörenden  Ordinate  Mi  Pj ;  umgekehrt  giebt  es  also  für 
ON=y  zwei  entsprechende  Abscissen  NP  =  x,  NPi  =  a?i, 
die  wir  durch  ^(y) und %(y) unterscheiden  wollen;  von  diesen  beiden 
Umkehrungen  X  =  ^(y)  und  x  =  x(y)  ist  die  erste  da  zu  nehmen, 
wo  a?<|  sein  muss,  die  zweite,  wenn  man  weiss,  dass  a?>|  sein 
soll.  Zerlegen  wir  nun  das  ursprüngliche  Integral  wie  folgt: 
»  I  6 

JfWmdx  =ff[<p(x)]dx  +  ff[(p(x)]dx, 

a  .  .,       a  I 

SO  ist  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  X<i^^  im  zweiten  iP>>|, 
also  dort  x  =  fl^(t/)j  hier  x  =r  %{y)  einzusetzen;  die  Transformation 
geschieht  im  Uebrigen  wie  früher  und  giebt  jetzt 
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Jf[q>{x)]dx  =Jf(tfW(if)dy  +y/(2/)z'fe)^y. 

Ganz  ähnlich  ist  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  zwischen  ^  =  a 
und  X  =  h  mehrere  Maxima  und  Minima,  mithin  auch  mehrere 
ümkehrungen  stattfinden;  sind  Sit  I2»  •  •  •  fn  die  Werthe  von  x,  für 
welche  jene  Maxima  und  Minima  eintreten ,  so  zerlegt  man  das  ur- 
sprüngliche Integral  in  eine  Reihe  anderer  von  rc  =  a  bis  a?  =  |i, 
X  =  ii  hiB  X  =  I2  etc.  und  substituirt  in  jedem  einzelnen  Integrale 
die  ümkehrung  der  Gleichung  y  =  9>(a?),  welche  dem  betreffenden 
Integrationsintervalle  entspricht. 

Ein  paar  allgemeine  Beispiele  zu  dieser  Regel  sind  folgende. 
Es  sei  erstlich  fp{x)  -j=  x^  -^  2rx,  a  =  —  00,  5  :=  +  00,  so  tritt 
ein  Minimum  ein  f ür  a;  =--  —  r  und  aus  a?'  +  2rx=  y  folgen  die 
beiden  Werthe 

X  =  —  r  —  V  r^  +y,  a;  ==  —  r  +  V*'^  +  y» 
von  welchen  der  erste  <^  —  r,  der  zweite  ^  —  r  ist;  nach  diesen 
Bemerkungen  hat  man     ~ 


ß 


f(x^  +  2rx)dx 


—  00 


=  ff(^^  +  2  rx)dx  +  Jfix^  +  2rx)  dx 

und  wenn  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  die  Integrations- 
grenzen vertauscht,  wodurch  es  mit  dem  zweiten  Integrale  identisch 
wird,  so  ist 

für  y  =  r^  ißi^  —  1)  erhält  man  noch  : 

5)  ff{x^  +  2rx)dx  =  2r  ff[r^ {e^  —  1)] de. 


00 


Es  sei  zweitens  (p(x)  =:  yx  -] ,a  =  0,    t=oo,   so  tritt 

X 

für  X  =  \/  —  ein  Minimum  ein;  wir  setzen  daher: 
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=jf{" + 1)  •" +//('" +1)''* 

VI 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  yx  -\ =  y  sind: 

*  ~  2y  [*  — V»»— 4ayl,  «  =  —  |^y  +  V»»— 4«yJ. 
nnd  daber  wird  ana  der  obigen  Gleichong  die  folgende: 


//(-  +7) 


dx 


/ 


«y«y 


oder  nach  gehöriger  Bedncfion: 


fi 


Nehmen  wir  weiter  V  y^  —  4ay  =  e,  so  ergiebt  sich  noch: 

6)  Jf{Yx  +  ^yx  =  jJfO/^ay+js^)  de. 
0  0 

HieraoB  husen  sich  noch  mancherlei  andere  Transformationsformeln 

ableiten;  fÖr/(if)  =  F  (jTI")  ^^^^  ^'  ^'' 

7)  A(    J,/_L      .V^  =  -A(— ^ ^V^' 

'J      \a  +  ßx  +  yxy  yj      \/J+y4ay  +  zy 

fftr  /(tt)  =  F(w*  —  2  a  y)  dagegen  ergiebt  sich  aus  Nro.  6) 

8)  JF  {y^x^  +  ^dx  =  yfF(2  ay  +  xr«)  de, 

und  wenn  man  a«  =  o,  y«  =  c,  a?*  =  w,  jp«  =  *  setzt: 
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endlich  für  F{e)  =.  9  ( rx~  )  = 

^°^  J  '"'  \a  +  bu  +  cuy  vT  ^  VeJ  ''  \b+Wa^t)  VT' 

0  0 

Biese  Beispiele  mögen  hinreichen,  um  die  vielfache  Um  wandel- 
barkeit bestimmter  Integrale  erkennen  zu  lassen. 


§.  92. 
Die  Differentialquotienten  bestimmter  Integrale. 

Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales 

b 


ß 


f{x)dx 

geht  unmittelbar  hervor,  dass  der  Werth  desselben  nicht  mehr  von 
X  sondern  nur  von  den  Integrationsgrenzen  a  und  &,  der  Natur  der 
Function  f{x)  und  den  in  ihr  vorkommenden  Gonstanten  abhängig 
ist.  Denkt  man  sich  diese  Gonstanten  als  willkürlich ,  so  kann  man 
den  Werth  des  Integrales  in  Beziehung  auf  diese  Gonstanten  diffe- 
renziren. 

Aendert  sich  &  allein,  so  ist  der  Differenzenquotient  des  Inte- 
grales: 

Jf{x)dx^Jf{x)dx 


die  völlige  Willkürlichkeit  des  ^h  erlaubt,  dasselbe  als  eine  von 
den  Grössen  d  zu  betrachten,  welche  in  der  Definition  des  bestimm- 
ten Integrales  Nro.  2)  in  §.  89  vorkommen,  also  ^b  =  dn^i  zu 
setzen;  man  hat  dann  für  verschwindende  di,  dg»  •  •  •  •  ^n  nnd 
n+i  =  db: 
b 

yix)dx=f(a)8,  +f(a  +  8i)d,  +/(a +  «i  +  «2)«» + 


b 

ß 


*J- 


4    m 


T    * 


iß 
Aas  -l^sr  Or^'iifenimtf 


I    '  J    ' 


'J  ^  " 


f^nm^^^^  ^  »n4  ^  T''>n  r  *»iAHha;ii4|:47.  so  hat  aiaa  &  GiCTchong 


•> 


j /fxr*'  /if)4r,^  1  fr.  r)ix 


_  (f'T,t^^r)--f'z.T) 


} 


'4t. 


fA 


Ar 


j fM  r)dy.  i-  \/ir  ff7(x.,t  f  *  ^r)dT, 
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Ist  nun  bei  unendlich  abnehmenden  Ar 

3)  Um    z/r  ffr(x,r  +  sAr)dxl  =  0. 

so  folgt  aus  der  vorigen  Gleichung  durch  Uebergang  lur  Greme  för 
verschwindende  Ar 

d  lf(z,r)dx 


dx. 


Die  in  Nro.  8)  angegebene  Bedingung  ist  übrigens  immer  erföHt, 
wenn  a  und  h  endliche  Grössen  sind  und  wenn  glekchzaügf^ix^T) 
von  X  ^^  a  hin  X  =  h  nur  endliche  Werthe  hat^  Aus  Formel  4)  in 
§.  90  folgt  nämlich 

b 


/' 


das  Integva)  baait«t  alio  i^iw^w  (iiuUiohen  Werth  und  wenn  diewr  mit 
^tr  muUipUoivt  \vivi),  nu  ooiivorgirt  das  Product  gleichseitig  mit 
4r  gt^gt^u  dit)  Ovmmt)  Null.  In  Jedem  anderen  Falle  moss  besos« 
d&ta  uuttsr^uoht  w^tlt^n,  ob  i\^  Dedingung  8)  erflillt  ist 

Wir  biiiraohittn  nun  den  ftllgf>meiniten  Fall,  wenn  n&mlioh  r  in 
f(ßß)  und  RugUloh  in  a  und  h  vorkommt;  der  Werth  das  Integra* 
Idi,  dar  ftlv  im  Augenbliok  W  heisaen  möge,  ist  dann  eine  Function 
dreier  Variabelen  a,  h,  r^  deren  beide  erste  wiederum  von  der  lets. 
ten  abbttngen;  es  gilt  hier  die  bekannte  Regel  der  Di£ferentialreoh- 
nung 

dW_dW     da.dW    db       dW 
dr  ~  da    '  dr  "*"    dh    *  dr  "*"    8f  ' 

und  sie  giebt  in  unserem  Falle 


dW 
dr 


oder,  wenn  man  einen  in  Beziehung  auf  r  genommenen  Differential- 
quotienten kurz  mit  Dr  bezeichnet, 
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S) 


IL     /   f  r-  ^*« 


J 


<tiM  'Ttradnm^  ^nus-  \.jrm  Tnd.  la 

?re-  ^ 

Sb  tos i^^rs9^a] 

^                             s. 

aBnmF.iimK.iJr 

JBEii  SEtt.  ^amiiiSL  r 

I —  s 


amt   äs  JTäcne^  A.3  ^  I 


3  E 


"  ■»»     »♦  ^  •»  • 


:  in.  ^  ^r,  J^  £.-  mtd.   acc  1 


^ttt 


A*i:A  —  J^^^  r  =  ci}F^  —  Z3r.r»  — -1-1.  Ji-f- 


Vir.iflTifiiBB.  * 


€QZfiS      m. 


7  »• 
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in  Beziehung  anf  r  and  beachtet,  dass  linker  Hand 

von  a:  =  0  bis  0?  =  1  endlich  bleibt,  so  gelangt  man  (ohne  An- 
wendung einer  sonst  nöthigen  Reductionsformel)  zu  der  neuen 
Gleichung 


0 


die  nun  wiederum  nach  r  differenzirt  werden  kann. 

Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes.    Setzt  man  in  der  Gleichung 


J  «2 


a^  ^=:  r  und  differenzirt  die  nunmehrige  Gleichung 

in 

dcD  n        1 


rcos^fo  +  ß^sin^o)        2ß     Y^ 

n-mal  in  Beziehung  auf  r,  was  hier  ohne  weiteres  erlaubt  ist,  so  er- 
hält man 

(—  1)"  1  .  2  .  3  .  .  .  n  /  - 


(r  co8^  cj  -f-  /J^  sm«  (ö)"  + 


«    ,      ,.     1  .  3  .  6  .  .  .  (2n  — 1)      1 
=  7^5  (^  1)    


2ß^       ^  2*  r'^Vr 

und  nach  Restitution  des  Werthes  von  r 

.    ^ cos^'^adG) 1 . 3 . 6 . . .  (2  n  --  1)        n 

'  J  {aUos^d}  +  ßUin^(oy  +  ^  ~  2.4.6....    (2n)      2a2«  +  i/3* 

Diese  Gleichung  könnte  man  wieder  mehrmals  in  Beziehung  auf  ß^ 

differenziren,  was  ein  noch  allgemeineres  Resultat  geben  würde. 

In  manchen  Fällen  dient  dasselbe  Verfahren  in  umgekehrter 

Weise  zur  Werthbestimmung  von  Integralen.     Ist  nämlich  W  der 

dW 
unbekannte  Werth  eines  Integrales,  so  kann  es  geschehen,  dass  — 7— 

dr 

ein  einfacheres  Integral  darstellt,  dessen  Werth  V  bekannt  ist;  man 
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findet  dann  W=  1  Vdr.      Ein   Beispiel   hierzu    liefert    die    An- 
nahme 


=/^ 


8)  W=l' ^^dbc,r>0. 


0 

Da  hier  die  obere  Integrationsgrenze  unendlich  ist,  ao  mnaBen  wir 
nntersochen,  wie  in  der  Gleidning 


^r 


=  'iV-  -  i 


dz 


z 


} 


^(r-^9Jr)x^^f   djC 


=  1  —  i.  ^r  fze-<r^^'''^'dx 
r         2       J 


der  letzte  Aosdnick  sich  bei  rerschwindenden  ^r  gestaltet.  Griebt 
man  dem  i  seinen  kleinsten  und  grössten  Werth,  so  ist  leicht  zn 
sehen,  dass  der  Werth  des  noch  übrigen  Int^^rales  wcmig^  be- 
trägt als 

^  1 


/' 


ze'^'dz  =  — , 
t 
dagegen  mehr  als 

/xe-^^^^'dx  = ? ; 

hieraus  folgt 

Um  I  Jt  jxr'^'"^^^^^'dx]  =  0, 

dW        1 

dt         r 

Darch  Integration  erhält  man 

W=\r  -^^  Consta 
und  hier  bestimmt  sich  die  Int^^ationsconstaiite  aas  der  Bemerlning, 
dass  (nach  l^ro,  S)  W  =  0  werden  nmss  f&r  r  =  1 ;  es  ist  daher 
Canit.  =  0,  TF  =  Jr  d.  k 

dz  =  Ir,  r>0. 
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Nach  demtfelhen  Yerfabren  erhält  man 


4  «» 


»— rar 


10)  /  ^^^ ^^ ^J-?:l±J_dÄ=rGr-l)+l,  r>0. 


§.  93. 
Verwandlung  von  bestimmten  Integralen  in  Beihen. 

Wie  bei  imbestimmten,  so  benutzt  man  auch  bei  bestimmten 
Integralen  unendliche  Reihen  zur  Berechnung  der  Integralwerthe ; 
dabei  hat  man  wiederum  zu  berücksichtigen,  dass  die  Formel 

*  b  h  b 

J  0<6+**i+W3  +  '")^^=  J  f^dx  -{-  1  u^dx  ■\-  I  Uzdx-\-  •  •  •  • 

a  a  a  a 

nicht  ohne  Weiteres  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  wo  die  Reihe  ms 
Unendliche  fortgeht;  man  muss  daher  die  Reihe  erst  als  endliche 
nehmen,  ihren  Rest  hinzufügen  und  schliesslich  untersuchen,  ob  das 
Restintegral  sich  der  Grenze  Null  nähert,  wenn  die  Anzahl  der  Rei- 
henglieder  unendlich  wächst  (vergl.  §.  67,  IL)*  Einige  Beispiele  mö- 
gen dies  zeigen. 

a.    Das  zu  berechnende  Integral  sei 


J     1    +  X 


+ 

V 

WoUte  man  geradezu 


setzen,  so  würde  ein  unbrauchbares  Resultat  von  der  Form  ü=.-\-  oo 
—  OD  -]-  CO  —  00  -|-  etc.  zum  Vorschein  kommen;  man  muss  daher 
erst  eine  Umwandlung  des  Integrales  vornehmen.     Nun  ist 


_  rxf^-^dx        f%^-^dx 


0 

im   ersten  Integrale  schreiben  wir  y  für  x,  wodurch  sich  dasselbe 
nicht  ändert;  im  zweiten  Integrale  benutzen  wir  die  Substitution 

1  l        ^  dy 

X  y  y^ 


midL  cziuubEn.  sfescs 


J  f(*{J  +  I)     ^J  1  -^  f ' 


I  1 

mife  dem.  ^oriipBB.  £Bte|gnI& 


I 
•1 


EEer  liiwf  aick  £s  Saheneidhncfcdbiiiif 

I_ 

benutzen  and  die  fmtHApfMmiienFImgKiTfTtegrale  haben  fndfiBfcir  Wiartfag 
sobald  die  GroflooL 

—  ^+1,— ^  +  2.—  .»-^3, ji-^% 

poflifcEV'  flsad,  d.Ii.  wenn  ^«zwQBbenO  und  I  Gegt.  Unter  (Heser  TaraoB- 
*^*^'*TP'g  ecgiebt  aick 

ji      i  +  ^-^H^^,  ^^  »-i  +  |i 

i 


• 


TQn  je  urai  &aäen 

1     .         2tt  2«        .  .    ,  2« 

1 i i 1- +( — 1)*  ^ 


l 

Xan  bemerkt  loebt,  das  f^  -f-  f'~"  immo'  zwiaeboi  0  md  3 
halt«!  iat  md  da«  fiilgücb  da*  Wertb  des  Letzt»L  Int^prales 
ala  Soll  beträgt,  aber  woiiger  ala 

I  I 


2/^«?,<2/,.-rf, 


itbin  wenEger  ala  —  (VorgL  §.  90  Formel  2X     L^il 


in  der  GXeieliiiBg 
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i 

u-(-iy-i  -1 (-1)«  f^!L±J^j^-idy 

=  1  +  _2ü 2^t_        +  (_  1).  2  ^ 

..        1^     1  2    ..2  02    ..9       "^  1^    V  */ 


fi       '       12   —   ^2  22   —  fta      •  '      ^  >'     (^-.1)2  —  ^2 

die  Zahl  n  unendlich  wachsen,  so  erhält  man  für  ü"  die  Entwickelang 
Tj  =  Lj^-.1^ ^g— +       ^^       , 

ft    ^    12  —  ft«  22  — .  ^2    ^   32  —  |[t2 

Die  vorliegende  Beihe  ist  summirbar  nach  Formel  6)  in  §.  50;  zu- 
folge der  ursprünglichen  Bedeutung  von  TJ  und  des  nachher  gefun- 
denen Werthes  hat  man 

0  ^ 

oder  auch  f ur  a?  =  f 2  =  fan^  0  und  2  ft  —  1  =  A 

b.    Versteht   man  unter  p  eine  ganze  positive  Zahl  I>0  und 
setzt 

CO 


V 

0 

so  hat  man  identisch 

0 
=  1.2.«  •  -i?  [jj+T  +  2F+T  +■  3F+1''         1"  nP  +  U 

^0/  e'— 1 

0 

Sehr  einfache  Betrachtungen  zeigen ,  dass  der  Quotient  Z  i  {e^  —  1) 
immer  zwischen  Null  und  der  Einheit  liegt;  das  letzte  Integral  hat 
daher  einen  positiven  Werth,  der  weniger  beträgt  als 


00 


J  nP 

0 


1  .  2  ...  (ü  —  1) 
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Versteht  man  unter  q  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten 
Brach,  so  lässt  sich  die  vorige  Gleichung  in  der  Form 

1  .  2  .  3  .  .  .  (p  —  1) 


V-Q 


nP 


schreiben  and  hieraas  folgt  bei  anendlich  wachsenden  n  and  constant 
bleibenden  p 

y='-^-    Py^^  +  ^  +  ^.  +  ■^■] 
oder  nach  einer  schon  früher  (§.  50)  gebranchten  Bezeichnaag 

3)  /^-^=  1.2.3..  .pÄp  +  i,  p>0. 

0 

In  dem  Falle  eines  ungeraden  p:=2q  —  1  lässt  sich  82  q  durch 
die  Bernoalli'scheZahlJ^Sff— i&^di^cken  (§.  50,  Nro.  28);  es  wird 
dann 

^  7    e»—  1   ~  2q 

0  * 

oder  auch  wenn  man  statt  z  eine  neue  Yariabele  r  mittelst  der  Sub- 
stitution z  z=z  2XT  einfuhrt, 

^  J  ^^^  —  1  4g 

c.    Als  letastes  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 

0 
Zunächst  ergiebt  sich  auf  ähnliche  Weise  wie  vorhin 

j^'  +  e-2'  H +  e--'  +  ^_        \  sinßzdz 

--^^+^.^+ +         P^ 


/S«  +  1»    '    /32  +  2»     '  ^     ßi  ^  n* 

i    a  r     »       »inßz 
+  ß      :S T  "^  e-^-dz; 
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das  Prodact 

B       sinßß 

6*  —  1       ß/g 

liegt  immer  zwischen  4~  ^  ^"^^  —  1*  daher  ist  das  letzte  Integral 
zwischen 

+  /  er-~  du  =  -\ nnd  —  /  c-»'  de  = 

0  0 

enthalten,  nnd  folglich  kann  man  statt  der  vorigen  Gleichung  schreiben 

rir         ßQ  —  ß  .  ß  I  .  /^ 

n    —  /3«  +  13  "^  /52  +  2»  "^  "T"  ^a  ^  n2' 

-1<9<+1. 
Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n  wird  hier- 
aus 

TT—        ß  t  /^         j._JL_  J- 

/J2  +  1«  ^  ^2  -j-  2»  ~  /J«  +  3» 

d.  L  nach  Formel  6)  in  §.  59 

Setzt  man  noch 

80  wird  die  Gleichung  6)  zur  folgenden 

..  r   sinat  1    I    1  i       1  ^1 


•  •  •  • 


9 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 


0 

welche  Formel  sich  leicht  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  a 
verificiren  lässt. 


28' 
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^       §.  94. 
BeihenBominlrungen  durch  bestimmte  Integrale. 

Da  ein  bestimmtes  Integral  als  ein  geschlossener  Ansdmck  gel- 
ten kann,  dessen  Werth  sich  nach  §.  82  mit  jedem  gewünschten 
Grade  der  Genauigkeit  berechnen  lässt,  so  ist  es  nicht  selten  von 
Yortheil,  endliche  oder  unendliche  Reihen  in  bestimmte  Integrale  zu 
verwandeln,  also  die  Summen  jener  durch  die  Werthe  der  letzteren 
auszudrücken.     Einige  allgemeinere  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 

I.    Setzen  wir  wie  in  §.  18,  Nr.  14) 
^(a:)  =  fix)  +  ^-=-^f(x)  +  ^^f^  fix)  +  .  .  •  . 

-I (?>  — a;)"-^ —  -(,_  1) ,. 

^  1  .2...  («—!)•'  ^^' 


•     .    • 


so  ergiebt  sich 

dx  1  .  2  ..  .(w— l)*^     ^^ 

mithin  umgekehrt  durch  Integration 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  setzen  wir  erst  o;  =  &,  dann  o;  =  a 
und  subtrahiren  die  so  entstehenden  Werthe  von^(a;).  Ist  nun/'»)(a;) 
endlich  und  stetig  von  a?  =  a  bis  a?  =  5,  so  ist  es  auch  das  Pro- 
duct  (b —  xY'~'^ß^^(x\  und  die  Differenz  ^(5)  —  ^(a)  besitzt  dann 
denselben  Werth  wie  das  bestimmte  Integral 


V 

f: 


(b  —  xy-^     ^  w  N . 


1  .2  .  .  .  (n— 1) 

vermöge  der  Bedeutung  von  ilf(x)  erhalten  wir 

m  -f(a)  -  *-=-V(«)  -  ^f^/'(«) 


•  •  • 


oder 


(&  — ö)«-i         ^.     ,,,  .  r     (5— aj)«-i      <r«v^^ 


«1- 
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1)  /(«)  +  4^/(a)  +  ^-^/'(«)  + 

^  1  .2...(«-l)-^         ^^ 

6 
a 

Setzen  wir  6  —  a  =  h  und  schreiben  w  für  a?,  so  haben  wir 

und  dies  ist  nichts  Anderes  als  eine  Summenformel  für  die  n  ersten 
Glieder  der  Taylor 'sehen  Reihe.  Gewöhnlich  schreibt  man  statt 
.der  Gleichung  2) 

3)  /(x  +  h)  =f{x)  +  A  /(a,)  Ar  y^/'(«')  +  •  •  •  •  • 

WO  Bn  den  Rest  der  Reihe  bezeichnet,  nämlich 

'■>       «■  =/'j^/.T.T-.)^-'<°>^- 

Durch  Substitution  von  w  =  a;  +  «^,  (^w  =  e?t;  erhält  letzterer  die 
Form 

und  daraus  wird  für  t;  ==  Äw 

1 

'^    ^  =  1.2.  '"(«-D /a-^)'-'/''n^+M^«>. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  2)  a  =  0  und  schreibt  o?  für  Ä, 
so  erhält  man 

7)  /(*)  = /(O)  +  Ä  a,  + -f^  ^»  + 


/"-» (0) 
1  .  2  ...(»—  1) 


4-  ,    i       Z'    ,.  ^-^  +  i?„ 
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wobei  der  Rest  Bn  nnter  folgenden  Formen  dargestellt  Werden  kann 

0  ^ 

1 

Wendet  man   auf  das  hier  vorkommende  Integral  die  Formel  3) 

S.  415  an  9  indem   man   in  letzterer  w  für  x  nnd  nachher  9  (fr) 

=zß^^(xw),  i^(w)  =  (1  — ic;)»~^  setzt,  so  gelangt  man  zu  derselben 

Bestformel,  welche  sich  ans  Nro.  5)  S.  207  durch  die  Specialisirung 

iif{w)  =  x^  —  {x  —  wY  ergiebt. 

n.     In  §•  82  wurde  gezeigt,  dass  sich  die  Fläche 

b 


IX 


ß 


I' 


mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen  lässt,  und  zwar  ist  nach  den 
Formeln  7)  und  9),  wenn 

f{x)dx  =  Fix),        h  =  ^^ 

gesetzt  wird, 

b 

f(x)  dx 

a 

-f,Ä'iy'(«  +  «Ä)  -/'(«)]  +  8Si9A*[/"'(«  +  »»Ä)  -/'"(a)]; 
darin   bezeichnet  Q  einen  positiven  echten  Bruch.     Nimmt  man  in 
dieser  Formel  a  =  h  =  1  mithin  ö  =  n  +  1  ^i^d  addirt  beider- 
seits lf(n  +  l)j  so  hat  man 

/(l)  +  /(2)  +  /(3)  4.  .  . .  4.  /(«  +  1) 

f(x)dx  +  |[/(n  +  1)  -/(!)]  +  i[/(n+  1)  -/(!)] 

oder  für  n  +  1  =  P  und  durch  Trennung 

/(l)  +  /(2)  +  /(3)  +  .  . .  +  /(p) 


■ß 


=J/(x)dx  -fmdx  +  ifip)  -  i/(i) 

+  s^'Cp)/  -  Ä/"(i)  -  ,-|i9/"'(i')  +  .iP/"(i)- 
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Fasst  man  die  Yonp  unabhängigen  Ausdrücke  zu  einer  Constanten  0 
zusammeu,  so  hat  man 

10)  /(l)  +  /(2)  +  /(3)  +  •  .  .  +  f(p) 

=  C  +Jf(x)dx  +  lf(p)  +  ^,f(p)  ^  i;Qr(p). 

Dabei  müssen  f(x),  f(x),f"(x),  f\x\f^{x)  endlich  und  stetig 
bleiben  von  x  •=  1  bis  o;  =  p;  die  letzte  Function  darf  innerhalb 
desselben  Intervalles  ihr  Vorzeichen  nicht  wechseln,  und  der  echte 
Bruch  Q  ist  immer  positiv. 

Wie  die  Formel  10)  zur  Summirung  endlicher  Reihen  benutzt 
werden  kann,  mögen  die  folgenden  zwei  Beispiele  zeigen. 

a.     Mit  der  Annahme  f{x)  =  —  genügt  man  den  angegebenen 

x 

Bedingungen,  und  zwar  für  jedes  o;  ^  1 ;  ferner  ist 
mithin 

Um  die  Constante  (7,  die  jedenfalls  einen  endlichen  Werth  haben 
muss,  zu  bestimmen,  schaffen  wir  Ip  auf  die  linke  Seite  und  gehen 
zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  p  Über;  es  wird  dann 

12)  i/w  jl  +  1  +  I  +  .  .  .  +  1  _  ^  =  G. 

Diese  Gleichung  erhält  eine  bessere  Gestalt,  wenn  die  Formel 

n  —  1  '         n 

benutzt,  welche  aus  der  Formel  1)  in  §.  46  durch  die  Substitu- 
tionen 

^  =  "•  (1  +  &xY  =  * 

hervorgeht,  und  worin  bei  positiven  x  der  Werth  von  6  zwischen  0 
und  1  enthalten  ist.     Setzt  man  nämlich  der  Reihe  nach  o;  =  1,  ^, 

5,  •  •  •  — ;  so  erhält  man 
»  p 


n 
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—  1     Vl"~^        2"-^  ^  1)"-V 

wobei  Sit  £2 1  *  *  *  ^n  verschiedene  positive  echte  Brüche  bezeichnen« 
Zufolge  dieses  Umstandes  liegt  die  letzte  Summe  zwischen  Null  und 

i  +  i  + . . .  + 1, 

sie  bildet  also  einen  Bruchtheil  dieses  Ausdruckes.  Zerlegt  man 
l(p  -{■  1)  in  Ip  +  Ul  4"  "■)  ^^d  ^®^*  ^^r  Grenze  für  unendlich 
wachsende  p  über,  so  wird 

und  for  unendliche  n 

13)  Ö  =  |S,- JS3  +IS4 ; 

dabei  haben  8%,  83,  SSi,  etc.  die  nämliche  Bedeutung  wie  in  §.  50 
Formel  8).  Die  in  Nro.  13)  vorkommende  Beihe  wird  rascher  con- 
vergent,  wenn  man  sie  mit  der  Gleichung 

0  =  1-12-1  +  1-1 

vereinigt,  nämlich 

.14)         (?=1-  Z2  +  |(Si-l)-|(S3-l)  + 

und  hieraus  findet  man 

C  =  0,5772156649  •  •  •, 

Nimmt  man  in  Formel  11)  beispielsweis  j?  =  1000,  so  wird 
der  Rest 


64  .  1000*  ^  lOiä' 

mithin  erhält  man  die  Summe  der  Reihe  t  +  5  +  •  •  •  +  yqqq  ^^ 
wenigstens  12  Decimalen  genau;  sie  ist  7,48547086  .  .  . 

b.     Die  Annahme /(a;)  =  Ix  genügt  gleichfalls  den  aufgestell- 
ten Bedingungen,  falls  o;  >>  1  ist;  sie  giebt 
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15)  11  +  12  + Ip  =  1(1.2.3..  .p) 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  erinnern  wir  an  die  identische 
Gleichung 

^^        ^        2  .  4  .  6  .  8  .  .  .  (2g)      2«.1.2.3...a' 
woraus  folgt 

2.4.6...  (2g)       _  2^g(1.2.3...g)g 
1.3.5....  (2g  — 1)  ~  1  .2.3  .  .  .  (2g)* 

Wir  nehmen  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen,  wodurch  rechts 
der  Ausdruck  2gZ2  +  2Z(1.2^..g)  —  Z(1.2..2g)  entsteht,  und 
transformiren  die  Logarithmen  der  Producte  1 . 2  . . .  g  und  1 . 2 ...  2  g 
nach  Formel  15),  wobei  zur  Abkürzung 

J 9_=U 

12p         192p^  ^ 

sein  möge;  wir  erhalten  so 

oder  nach  Multiplication  mit  2  und  Subtraction  von  l(2q  +  l) 

Die  linke  Seite  kann  unter  der  Form 

7/^^.i.i  i  ^  i  2g  2g     \ 

\l"3'3*5'5'7  "'2g  —  1  2g  +  1/ 

dargestellt  werden  und  convergirt  bei  unendlich  wachsenden  g  gegen 
die  Grenze  l(^7t)  (s.  S.  237);  rechter  Hand  nähern  sich  — ,   Ug  und 

U2q  der  gemeinschaftlichen  Grenze  Null,  mithin  bleibt 

Z(|jr)  =  20  —  2^2  oder  G  =  ll(27c). 
Nach  Nro.  15  ist  nun 

16)  l(1.2.B...p)  =  m27t)  +  (p  +  l)lp-p 

4-  —  —      ^ 
"^  12i?         192y 

welche  Formel  bei  grossen  p  eine  ansehnliche  Genauigkeit  gewährt. 

Schon  in  dem  nicht  günstigen  Falle  p  =  10  erhält  man  nach 
beiderseitiger  Multiplication  mit  dem  Modulus  der  Brigg'schen  Lo- 
garithmen 
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tog(l.2.3...10)  =  6,5597642  —  q  .  0,0000023 

oder  für  ^  =  1  and  ^  =  0 

6,5597619  <  7ö^  (1 . 2 . 3 . . .  10)<  6,5597642, 

was  mit  dem  Werthe 

log(l.2.3...10)=  6,5597630 

auf  fünf  Pecimalstellen  übereinstimmt. 

Benutzt  man  wieder  Up  zur  Abkürzung,  so  hat  man  nach  Nro.  16) 

17)  1  .  2  .  3  .  .  . i>  =  V2p7c(^ye^K 

Vermöge  der  Bemerkung,  dass  der  Binomialcoefficient  ([i)t  eines  gan- 
zen Exponenten  ft  anter  der  Form 

1  .  2  .  .  .Qi^k)  .  l  .  2  .  .  ,k 
dargestellt  werden  kann,  folgt  ans  Nro.  17)  das  Resultat 

1  ll/'+Va 

/„V  _ rL ßUu—iXu-kh'Ut 

^^^    ~  V2i  Ö* - ky-^^'J-Jc^^'k ^  ^     ^ 

welches  für  die  Wahrscheinlichkeitsermittelung  bei  oft  wiederholten 
Versuchen  von  WeHh  ist. 


Cap.  XVL 

Die  mehrfachen  bestimmten  Integrale. 

§.  95. 

Die  Doppelintegrale  und  ihre  Anwendimg  zur  Cubatur 

begrenzter  Häume. 

Wenn  eine  Function  zweier  Variabelen  x  und  y  zuerst  in  Be- 
ziehung auf  y  bei  constant  bleibenden  x  integrirt  und  das  Ergebniss 
dieser  Integration  einer  neuen  auf  x  bezüglichen  Integration  unter- 
worfen wird,  so  entsteht  ein  Doppelintegral,  welches  man  durch 

J  äxj  f{x,y)dy 

bezeichnet  und  wobei  die  Anordnung  beider  Integrationen  von  der 
Rechten  zur  Linken  gelesen  wird.     So  ist  z.  B. 

=  — Z(aj+Vaj»-f  3/2)  4.  Ca?  +  Ol 

und  darin  bedeuten  C  und  Gi  die  beiden  durch  die  Integrationen 
eingeführten  wiUkührlichen  Constanten.  Wie  man  sieht,  bietet  die 
Sache  keine  Besonderheiten  dar  so  lange  die  Integrationen  unbestimmt 
bleiben,  sie  verlangt  dagegen  eine  genauere  Untersuchung  falls  die 
Integrationen  zwischen  bestimmten  Grenzen   vorgenommen  werden 

sollen. 

Nach  der  primitiven  summatorischen  Bedeutung   des  einfachen 

Integrales  ist 
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die  Grenze,  welcher  sich  die  Summe 

•  •  •  +  /(^.yo  +  «1  +  «2  H h  ««-i)f» 

nnendlich  nähert,  wenn  die  Anzahl  der  Grössen  £1,  €2,  -  -  *  £«  in's 
Unendliche  wächst,  während  gleichzeitig  jede  einzelne  derselben  gegen 
die  Null  convergirt  und  ihre  Summe  =  Y  —  y©  bleibt.  Dieser 
Grenzwerth  kann  auch  als  Differenz  zweier  Specialwerthe  des  unbe* 
stimmten  Integrales 


/ 


f{^^y)äy  =  F(x,y)  +  Const. 

angesehen  werden,  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  F(x,y) 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  endlich  und  stetig  bleibt.  Diese 
Voraussetzung  festhaltend,  dürfen  wir 

/(j?.yo)  «1  +  A^yyo  +  «1)  h  +  A^^Po  +  «1  +  «•i)«3  +  •  •  • 

=  F(x,r)  —  F(x,yo)  —  <f 

setzen,  wobei  nach  §.  64  S.  305  die  mit  6  bezeichnete  Grösse  zwi- 
schen —  (i(T — ^o)  uJid  +  fL(Y — yo)  liegt,  wenn  fi  eine  beliebig 
kleine  willkürlich  gewählte  Zahl  bezeichnet.  Geben  wir  dem  x  der 
Reihe  nach  die  Werthe  Xq,  Xq  +  Öj,  rco  +  ^1  +  ^2»  •  •  •  ^0  +  ^1 
-f-  ^2  -|-  •  •  •  4"  ö,;j_i  und  multipliciren  die  entstehenden  Gleichun- 
gen mit  ^1,  Öq,  .  .  .  8fn,  so  erhalten  wir  durch  Addition 

/fe, 2^0)  *i  ^1  + /(^o.  yo  +  «1)  ^1  ^2  + /(^o,  yo  +  «1  +  «2)  öl «8  +  •• 


+  /(^O  4-  *1  +  *2  H h  *m-li  ^o)  Smh    + 

=  [F(xo,r)^F(xo.yo)]Si-]-[F(xo+d,,Y)^F(xo  +  8,,tjo)]d,+..' 

—  (öl  *1  +  <^2  Ö2  H h  ^mSfn), 

worin  jede  der  Grössen  <^xi  ^21*  •  •  ^m  beliebig  klein  gemacht  wer- 
den kann.  Wählen  wir  di,  Ä2,  .  .  .  dm  so,  dass  ihre  Summe 
=  X  —  a?o  ist,  so  haben  wir  linker  Hand  eine  Doppelsumme  von 
der  Form 

E2:f{x,y)dxdy, 

worin  sich  die  zwei  Summenzeichen  auf  die  für  x  und  y  geltenden 
Werthepaare 
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a^o  +  *i  +  *2»3^o;  a-e  +  Äi  +  Ä2.yo+«i;  Ä?o+*i  +  *2,yo  +  «i4-«2;--- 


beziehen  und  der  Reihe  nach 

/Ix  =  Äi,  ^2,  ^3,  .  .  .  .  S^, 

ny  =  £i,    £2>    ^8»   •  •   •  •  ^n» 

ZU  nehmen  ist.     Die  erste  Summe  rechter  Hand  lässt  sich 

setzen,  wo  q  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  m  unendlich  wächst, 
jedoch  ist  hierzu  die  Bedingung  erforderlich,  dass  "Fix^  y)  endlich  und 
stetig  bleibt  innerhalb  der  Intervalle  aj=iCo  bis  x=^X  und  y  =  yQ 
bis  y  =  T,  "Was  endlich  die  Summe  Öi^i  +  ^2^2  +  ©tc.  anbe- 
langt, so  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  in  §.  64,  dass  sie  zwi- 
schen —  A(X  —  Xq)  und  -|-  ^(-^  —  ^d)  gefasst  werden  kann,  wo  A 
eine  beliebig  kleine  Grösse  ist.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
gleichzeitig  unendlich  wachsende  m  und  n  ergiebt  sich  nach  diesen 
Bemerkungen 

Lim  Süfix,  y)  Jx  Jy  =  f[F(x,  T)  —  F(x,  yo)]  dx. 

Um  diesen  Satz  in  Worten  ausdrücken  zu  können,  setzen  wir 

X      7 

Lim  2^Sf{x,  y)^xjdy=  I      I  f(x,  y)  dx  dy, 

d.  h.  wir  definiren  das  bestimmte  Doppelintegral  als  den  Grenzwerth 
der  Doppelsumme  von  f(x,y)^Xjdy;  wenn  x  und  y  alle  mit  den 
Integrationsgrenzen  verträglichen  Werthepaare  erhalten  und  ^x  und 
^y  gegen  die  Null  convergir«i;  die  Gleichung 
X      r  X 

J  ffi^.y)äx  dy  =  J[_F(x,Y)-'F{x,y^)-\dx 

«b     yo  ^0 

X 


=  j  dxj  f{x,y)dy 


xa         yo 

zeigt  dann,  dass  jener  Grenzwerth  auch  durch  zwei  aufeinander  fol- 
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gende  lotegFationen  gefimden  warden  kann,  faXLa  die  Int^grationa- 
grenzen  endliche  Grössen  sind  nnd  die  Fonctionen 

innerhalb  jener  Grenzen  endlich  nnd  stetig  bleiben. 

Ans  der  snmmatorischen  Bedeutung  des  Doppelintegrales  geht 
noch  hervor,  dass  es,  wenn  auch  umständlich,  doch  jederzeit  möglich 
wäre,  den  Werth  eines  Doppelintegrales  direct  mit  beliebiger  Ge- 
nauigkeit zu  berechnen. 

Den  Torigen  analytischen  Betrachtungen  lässt  sich  auf  folgende 
Weise  ein  geometrischer  Sinn  unterlegen,  der  zur  Lösung  eines 
stereometrischen  Problemes   fahrt     In  Fig.  76  mögen    OL  =^x^ 

flg.  76. 


LN  =  y^  NP  =  z  die  rechtwinkligen  Goordinaten  eines  Punktes 
P  bedeuten  und  es  sei 

z=f{x,y) 
die  Gleichung  einer  Fläche,  auf  welcher  jener  Punkt  liegt;  femer 
denken  wir  uns  in  der  a;^-£bene  parallel  zur  ^Achse  zwei  Gerade 
gezogen,  deren  Entfernungen  von  jener  Achse  bekannt,  nämlich 
OZo  =  ^  und  02>i  =  X  sein  mögen;  in  derselben  Ebene  stellen 
wir  uns  endlich  zwei  Gurven  vor,  welche  durch  die  Gleichungen 

LN^  =  Po  =  9>(^)j  LNi  =  r=  if{x) 
bestimmt  sein  sollen.     Jene  Geraden  und  diese  Gurven  schneiden 
sich  im  Allgemeinen  nnd  bilden  ein  ebenes  theils  gerad,  theils  krumm- 
linig begrenztes  Viereck;  letzteres  betrachten  wir  als  die  Basis  eines 
geraden  Gylinders,    welcher  oberhalb  durch  die    vorhin  erwähnte 
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Fläche  begrenzt  wird,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  das  Volumen  V 
dieses  Gylinders  zu  berechnen. 

Aendem  wir  x  um  dx^  gleichzeitig  y  um  dy^  construiren  wir 
femer  das  Eechteck  aus  dx,  dy  und  lassen  von  allen  Punkten  seiner 
Peripherie  Gerade  ||  OZ  bis  zur  Fläche  aufsteigen,  so  erhalten  wir 
ein  Parallelepiped  von  der  endlichen  Höhe  e  und  der  unendlich  klei- 
nen Basis  dxdy\  sein  Volumen  ist  edxdy  =f(x,y)dxdy.  Das 
gesuchte  Volumen  F  bildet  die  Summe  einer  unendlichen  Menge 
solcher  Elementarparallelepipede,  und  daher  ist 

y=  j  j ßdxdy=  J  jf{xyy)dxdy, 

wobei  sich  die  Anwendung  doppelter  Summenzeichen  durch  den  um- 
stand rechtfertigt,  dass  die  Summe  aller  Parallelepipede  nur  dann 
vollständig  zu  erhalten  ist,  wenn  letztere  nach  den  beiden  Richtun- 
gen der  y  und  x  zusammengezählt  werden.  Vereinigt  man  erst  die- 
jenigen Parallelepipede,  welche  zu  einem  und  demselben  x  aber  zu 
den  verschiedenen  von  y^  bis  Y  gehenden  y  gehören,  so  bedeutet  der 
Ausdruck 

Y  Y 


I  f(x,y)dxdy=dx  I  f(x,y)dy 


Vo  Vo 

das  Volumen  einer  Schicht,  welche  die  Dicke  oder  Höhe  dx  besitzt 
und  in  der  Entfernung  x  parallel  zur  Ebene  y/s  steht,  mithin  den 
Querschnitt  J^o-^i  Qi  Qo  zur  Basis  hat.  Durch  Vereinigung  aller  die- 
ser von  o;  =  Xe  bis  ^  =  X  reichenden  Schichten  erhalten  wir  das 
ganze  Volumen 

Ä      y 

1)  r=  Jdxff(x,y)dy. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  mittelst  der  Formel 

X 


=/ 


Udx, 


worin  U  den  Flächeninhalt  des  Querschnittes  ^o  -^i  Qi  Q«  ^bedeutet, 
welcher  im  Abstände  x  parallel  zur  ^jer-Ebene  gelegt  ist.  Nach  der 
bekannten  Regel  zur  Quadratur  ebener  Flächen  hat  man,  LN=^  y 
als  Abscisse  und  NJP  =  ier  als  Ordinate  ansehend, 

Y 


U=  jedy. 


9q 
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uBfcu  Siiliiliiniiop  hä  die  yotige  Ghä/AsBg 


V=    C  ]  fßdy  \  dx  =  fax  fßäy. 

lAete  Formel  tömmi  mit  'Sto.  1)  fiberem,  sobald  /{x^y)  for  r  ge- 
setzt wird« 

Als  Beispiel  einer  soleboi  CnlMiftiir  diene  folgender  FaD.  IHe 
oberhalb  begrenzende  Fliehe  sei  ein  ell%tisdies  Paraboloid,  bestimmt 
durch  die  Gleichnng 

^  =  aar*  +  /Jjr«; 
die  Basis  des  Volnmens  sei  ein  rechtwinkliges  Dr^eck  (Flg.  77)  mit 


Fig.  77. 


den  Katheten  OA  =  o, 
OB  =  b.  Die  Snmmation 
aller  Yolnmelemente ,  d.  h. 
die  doppelte  Int^^tion  be- 
zieht sich  dann  aof.  alle 
positiven  x  nnd  y,  welche 
der  Bedingung 

*"  a         0  — 

genügen,   mithin   sind  die 
Integrationsgrenzen 


^0  =  0,  X  =  OA   =  a, 

yo  =  0,   r  =  iiVi  =  6  (l  -  ^ 

Dies  giebt 


0         0 

a 


=/.f.j«...6(i-£)+«.i5.(i-jyi 

0 


=  Äa5(aa«  +  /J62). 


Denkt  man  sich  denjenigen  Punkt  D  der  Flache  aufgesucht,  dessen 
Coordinaten  OA  =  a,  OB  =  AG  =h,  CD  =  c  sind,  so  ist 
0  ^  aa^  •}-  ßh^^  mithin  F  gleich  dem  zwölften  Theile  des  Paral- 
lelepipedes  aus  den  Kanten  a,  "bt  c. 
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Für  ein  zweites  Beispiel  behalten  wir  das  elliptische  Paraboloid 
als  obere  Begrenzungsfläche  bei,  nehmen  aber  als  Basis  die  ganze 
aus  den  Halbachsen  a  und  h  construirte  Ellipse.  Die  Integrationen 
beziehen  sich  jetzt  auf  alle  positiven,  und  negativen  x  und  y,  welche 
der  Bedingung 

genügen;  daher  ist 


+.  +»' 


F  =  idx  I  (ax^  +  ßy^)  dy. 

Die  Ausführung  beider  Integrationen  giebt 

worin  wieder  ein  einfacher  stereometrischer  Satz  liegt. 


§.  96. 
Die  TJmkehrung  der  Integrationenfolge, 

Durch  die  summatorische  Bedeutung  des  Doppelintegrales,  welche 
in  der  Definition 


// 


f{x,y)dxdy  =  LimI!2]f(x,y)Ax^y 

ausgesprochen  ist,  wird  man  (ähnlich  wie  bei  den  unendlichen  Dop- 
pelreihen) zu  der  Frage  veranlasst,  ob  der  Werth  des  Doppelintegra- 
les ungestört  bleibt  oder  nicht,  wenn  man  die  beiden  angedeuteten 
Integrationen  in  umgekehrter  Reihenfolge  ausführt. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  wo   die  Integrationen  unbe- 
stimmte sind,  und  nennen  V  den  Werth  des  Doppelintegrales,  so  ist 

-  =  Jf(x,y)dx,    ^^=/(a:.y). 

Andererseits  gilt  nach  §.15  die  Gleichung 

dxdy       dydx 
vorausgesetzt,   dass  die  Variabelen  a?,  y  keine  solchen  Werthe  erhal- 
ten, wodurch  eine  der  Functionen 

Schlömilch,  AnalyBis.    I.  09 
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dxdy'    dx'   dy' 
discontinairlich    werden    könnte;    es    ist    daher    unter    dieser  Be- 
schränkung 

F=    /  j f{x,y)dydx. 
Demnach  hesteht  die  Gleichung 

/    I  f(x^y)dxdy  =  I  j  f{x,y)dydx 
so  lange,  als  die  vier  Functionen 

/(^.y).    If(^jy)dx,  jf{x,y)dy,  j  J  f(x,y)dxdy 

keine  ünterhrechung  der  Continuität  erleiden. 

Bei  bestimmten  Doppelintegralen  ist  diese  Schlussweise  nicht 
direct  anwendbar,  und  daher  muss  man  in  diesem  Falle  auf  die  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  zurückgehen.  Meistentheils 
sind  die  vier  Integrationsgrenzen  nicht  unmittelbar  gegeben,  sondern 
man  kennt  nur  eine  Bedingung,  welcher  die  Variabelen  x  und  y  ge- 
nügen sollen  (vergl.  das  vorige  geometrische  Beispiel);  gleichzeitig 
ist  auch  die  Anordnung  der  Integrationen  nicht  vorgeschrieben,  es 
wird  nur  die  Doppelsumme  aller  der  Elemente /(rr,  y)  e^o;  c?^/  verlangt., 
für  welche  jene  Bedingung  besteht.  Ist  letztere  der  Art,  dass  sich 
aus  ihr  bestimmte  Integrationsgrenzen  sowohl  bei  der  einen  als  bei  der 
anderen  Anordnung  der  Integration  ergeben,  so  kann  man  auch  die  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  zweimal  anwenden,  indem  man  erst 


/ 


f{x.y)dy  =  F{x,y) 

setzt  und  die  zugehörigen  Integrationsgrenzen  y^^  7",  Xq^  X  bestimmt, 
nachher  aber 


/ 


f(x,y)dx  —  0{x,y) 


setzt  und  die  neuen  Integrationsgrenzen  |o>  Ä  ^o»  ^  aus  der  gege- 
benen Bedingung  herleitet.     Im  ersten  Falle  findet  man 

X       r 

Lim  Z2f(x,  y)  dxJy  =  jdxj  /(x,  y)  dy, 

im  zweiten 


der  Integrationenfolge. 

Y,      S 
Lim  HE  fix,  y)  ^x/3y=  j  dy     f{x,  y)  dx. 


451 


mithin 


X     r 


Y      S 


ff' 


jedoch  gilt  dieser  Satz  im  Allgemeinen  nur  so  lange  als  die  Func- 
tionen 

f(^^y)i    J f{^^y)dy,    J f{x,y)dx, 

J  dxj  f(x,y)dy,    Jdyff(x,y)dx 

endlich  und  stetig  bleiben. 

Diesen  Erörterungen  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ein  geome- 
trischer Sinn  unterlegen.   In  Fig.  78  mögen  OL=Xy  OM=LN=y, 

Fig.  78. 


und  NP  =  0  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  P 
im  Räume  bezeichnen ,  ferner  sei  js  =  f{Xj  y)  die  Gleichung  einer 
Fläche,  endlich  denke  man  sich  in  der  o^^-Ebene  eine  geschlossene 
Curve  oder  überhaupt  einen  Contour  LqMoLiMi  gegeben;  nimmt 
man  letzteren  zur  Basis  eines  Cylinders,  welcher  von  der  vorigen 
Fläche  geschnitten  wird,  so  ist  das  Cylindervolumen 


F=  /  j  isdxdy=    I    I  f(x,y)dxdy, 


29 
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wobei  X  und  y  an  die  Bedingung  gebunden  sind,  dass  der  Punkt  xy 
die  Cylinderbasis  nicht  überschreiten  darf.  Aus  dieser  Bedingung 
ergeben  sich  in  jedem  Falle  die  nöthigen  Integrationsgrenzen,  wobei 
wir  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  die  CurVe  Lq  Mq  Li  Mi 
von  einer  Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  wer- 
den könne.  Integrirt  man  zuerst  in  Beziehung  auf  y  bei  vorläufig 
Constanten  x,  so  sind  (wie  in  §.  95)  LLq  =  ^o>  -^-^i  =  ^  ^i©  Inte- 
grationsgrenzen für  y\  die  nachherigen  Integrationsgrenzen  für  x 
sind  die  Entfernungen ,  in .  welchen  die  beiden  parallel  zur  ^- Achse 
an  die  Cylinderbasis  gelegten  Tangenten  die  o^Achse  schneiden.  Will 
man  dagegen  zuerst  nach  x  integriren,  so  verlängert  man  die  Gerade 
MN  bis  zu  ihren  Durchschnitten  Mq  und  Mi  mit  der  Cylinderbasis 
und  erhält  MMq  =  |o»  MMi  =  S;  die  Grenswn  für  die  nachherige 
auf  y  bezügliche  Integration  ergeben  sich,  wenn  man  parallel  zur 
aj-Achse  Tangenten  an  die  Cylinderbasis  legt.  Sowohl  bei  dem  er- 
sten als  bei  dem  zweiten  Systeme  von  je  vier  Integrationsgrenzen 
ist  die  Bedingung  erfüllt,  dass  der  Punkt  N  die  Cylinderbasis  nicht 
überschreitet;  dann  erhellt  aber  ohne  Weiteres,  dass  die  Summirung 
aller  Yolumenelemente  edxdy  in  beiden  Fällen  dasselbe  Cylinder- 
volumen  liefern  muss. 

Am  einfachsten  wird  die  Sache,  wenn  alle  vier  Integrations- 
grenzen absolute  Constanten  sind,  was  geometrisch  bedeutet,  dass 
die  Cylinderbasis  ein  Rechteck  ist,  dessen  Seiten  parallel  zu  den 
Achsen  x  und  y  liegen.     Man  hat  in  diesem  Falle 

ah  b        a  ' 

j  j fip^^  y)ß'^  ^y  =J  //(^»  y)  ^y  ^^' 

aß  ß      ^ 

wenn  die  sonst  noch  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind. 
Als  Beispiel  betrachten  wir  das  Doppelintegral 

ab  b        a 

e  —  ^y  sinxdxdy  =^    I      I  6"^^^  sinxdydx; 

0         0  0         0 

es  ergiebt  sich,  wenn  jedesmal  die  erste  der  angedeuteten  Integra^ 
tionen  ausgeführt  wird, 

a  b 

/l  —  e-^'     .       ,           A  ■—  e-<'y(cosa+  ysina)  ^ 
sinx  dx=  I --^^-j — ~-2 '-  dy 

0  0 

h  b 

n  ^ay  Cye-'^y    ^ 

=  ardanl  --  cosa   1  - — ; — r  dy  —  stna  1  f—. — -  dy. 
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Da  der  Bruch  - — ■ r  zwischen  0  und  1  liegt,  so   ist   der  "Werth 

des  mit  cosa  multiplicirten  Integrales  positiv  und  kleiner  als 


5 

1    fi^ab 


J  a 

0 


für  das  zweite  Integral  rechter  Hand  gilt  eine  ähnliche  Bemerkung, 
und  man  hat  daher 


a 


a 

sin xdx  =  ardan "b {qqCOSü -f-  Qi  sina) 

0 

WO  ^0  und  Qi  nicht  näher  bestimmte  positive  echte  Brüche  bezeich- 
nen. Durch  üebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  a  er- 
giebt  sich  femer,  a  und  &  als  positiv  vorausgesetzt, 

sinxdx  =  ardanh. 

X 
0 

Das  Integral  linker  Hand  zerfallt  in  die  beiden  Integrale 

u        X  %J        X 

0  0 

und  da immer  zwischen  -J-  1  ^^^^  —  1  enthalten  ist ,  so  liegt 

X 

der  Werth  des  zweiten  Integrales  zwischen 

e-^'dx  und  —    /  e'^^dx^ 

0  0 

er  kann  deshalb 

00 


=  Q  I  ß~^*  dx  =  Q  j- 

0 


gesetzt  werden,  wenn  q  einen  positiven  oder  negativen  eckten  Bruch 
bedeutet*     Aus  der  nunmehrigen  Gleichung 


00 


J     X  h 

0 


dx  —  ■?-  =  arctano 


folgt  für  6  =  00 


^)         /- 


stnx  ,  n 

—  dx  =  ~ 
X  2 

0 
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Dieses  Beispiel  lehrt  gleichzeitig,  wie  man  sich  in  den  Fällen  zu  ver- 
halten hat,  wo  unendliche  Integrationsgrenzen  vorkommen. 

Um  auch  ein  Beispiel  für  den  allgemeinen  Fall  zu  haben,  be- 
trachten wir  das  Doppelintegral 

y  =  f  jY^c^  —  x^  —  y^  dx  dy, 
worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Bedingung 

genügenden  x  und  y  beziehen  mögen.     Geometrisch  bedeutet  hier  V 


Fig.  79. 


das  Volumen  eines  Cy- 
linders,  welcher  den  über 
0-ä.  =  2  c  construirten 
Halbkreis  zur  Basis  hat, 
und  von  einer  mit  dem 
Radius  OA  beschriebe- 
nen Engel  geschnitten 
wird  (Fig.  79).  Integrirt 
man  zuerst  in  Beziehung 
auf  y,    so    sind   0  und 

i  Ö  =  Y2  ex  —  x^  die 
zugehörigen    Integra- 
tionsgrenzen; nachher  ist 
X  von  0  bis  2  c  auszu- 
dehnen, also 


«c         y  icx—aß 


r=    idx  fV4:C^'-'X^^y^dy 

0         0 

2c 

=  \Jdx\{2C'-x)VTcx-^{4:C^''X^)arcsir^.^ 


X 


2c  +  ij 

Bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  gelten  für  x  die  Gren- 
zen 


JtfSo  ='c  —  Vc' 


'«        y2  und  MSi  =  c  +  Vc»  —  y\  für  y  die 
Grenzen  0  und  c,  mithin  ist  auch 

c  c+Ve^-y« 


y  =J  ä yj  V4c«  — a:»  — y«  d x. 


0         c-Y^-v* 
Als  Werth  des  ersten  Integrales  findet  man 


i1 
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+ 1(4 c2 — ^2j  {arcsin  --7===== arcs^w  ,  > 

(  .V4c2  — ^2  y  402  —  2^2 

derselbe  lässt  sich  aber  noch  sehr  zusammenziehen.  Das  Quadrat 
vom  Inhalt  der  ersten  Parenthese  ist  nämlich  2y^(c  —  y),  mithin  der 

Inhalt  selbst  =  yV  2{c  —  y);  mittelst  der  Formel  9)  auf  S.  5  er- 
giebt  sich  ferner  als  DiflPerenz  der  beiden  Kreisbögen  der  eine 
Bogen 


8  8 


L  4  c2  —  2/2  J 

arcstn  ^-—- ^ ^^-  =  arcsin  — V"^^ — 

4c2  —  2/  2c  —  y 

arcsin  [2 Y^  ]/ 1  -  j^]  =  2 arcsiny. 


2c— y 
wobei  die  Formel 

arcsin  (2  y  V^l  —  y'^)  =  2  arcsin  y 
angewendet  worden  ist.     Nach  diesen  Bemerkungen  erhält  man 


F=  /    XyV c{c  —  y)  +  (4: c^  —  y^) arcsin  W       ^   j  dy, 

was  zu  demselben  Werthe  von  F  führt  wie  die  vorige  Kechnung. 

Den  Nutzen,  welchen   die   ümkehrung   der  Integrationenfolge 
gewährt,  zeigt  das  etwas  allgemeinere  Beispiel 


=/A 


4c2  —  a;2  —  y2  ^^{^fjdxdy. 


worin  ^(«/)  eine  beliebige  Function  von  y  bedeuten  und  die  Inte- 
grationsbedingung dieselbe  wie  vorhin  sein  möge.  Hier  lässt  sich 
bei  der  ersten  Anordnung  die  auf  y  bezügliche  Integration  im  All- 
gemeinen gar  nicht  ausführen,  wohl  aber  kann  man  bei  der  zweiten 
Anordnung  genau  wie  vorhin  rechnen;  damit  gelaugt  man  zu  der 
Gleichung 

2c       "V2ca:— ar« 

1      /V4c2  — a;2_  yiil)(t/)äxdy 

0        0 


=  /  \yVc(c  —  y)  +  (4c2  —  y^)  arcsin  W       ^      ^(^)äy, 
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welche  die  Eeduction  des  Doppelintegrales  auf  ein  einfaches  dar- 
stellt 

Hinsichtlich  des  allgemeinen  Doppelintegrales 


JT        Y 

y=J  Jfix,y)dxdy 


'0    r» 

fugen  wir  noch  eine  Bemerkung  für  den  Fall  bei,  dass  die  Function 
f(x,y)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  Unterbrechungen  der  Con- 
tinuität  erleiden  sollte.  Wird/(x,^)  nur  einmal  discontinuirlich  und 
zwar  für  a;  =  |  und  y  =  i^,  wo  ^  zwischen  Xq  und  X,  ly  zwischen 
yo  nnd  T  liegt,  so  betrachtet  man  V  als  den  speciellen  Werth,  wel- 
chen die  Summe 

J  f(x,y)dxdy  +J      Jf(x,y)dxdy 

bei  gleichzeitig  verschwindenden  d  und  s  erhält.  In  jedem  der  bei- 
den einzelnen  Integrale  bleibt  f(x,  y)  continuirlich  und  daher  können 
dieselben  wie  früher  behandelt  werden.  Aehnlich  verhält  sich  die 
Sache,  wenn  mehrere  Unter brechuDgen  der  Continnitat  vorhanden 
sind.  Im  Allgemeinen  gut  hier  der  Satz  nicht  mehr,  dass  der  Werth 
des  Doppelintegrales'  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Integra- 
tionen ist. 


§.97. 
Doppelintegrale  in  Folarcoordinaten. 

Will  man  in  einem  Doppelintegrale  statt  einer  der  beiden  Ya- 
riabelen  x  und  y  eine  neue  Veränderliche  substituiren ,  so  hat  man 
ganz  wie  in  §.  91  zu  verfahren,  und  daher  bedarf  dieser  Fall  keiner 
besonderen  Auseinandersetzung;  dagegen  wird  die  Sache  anders, 
wenn  statt  x  und  y  gleichzeitig  zwei  neue  Yariabele  einzuführen 
sind. 

I.  Wir  betrachten  zuerst  den  einfachen  und  häufig  vorkommen- 
den Fall,  wo  das  Doppelintegral 


1)  y=fff{x,y)dxd9 

in  Polarcoordinaten  transformirt,  also 

2)  Ä  =  rcasO,  y  =  rsmO 
gesetzt  werden  solL 
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Denken  wir  uns  die  auf  y  bezügliche  Integration  als  die  erste, 
so  können  wir  zunächst  0  für  y  einführen,  wenn  wir  aus  den  Glei- 
chungen 2)  die  neue  Gleichung  • 

y  =  xfanO 
bilden,  worin  x  als  Constante  zu  betrachten  ist;  dies  giebt 

F=  /    I f(x,xtand)dx.xsec^ddd. 

Um  zweitens  r  an  die  Stelle  von  x  zu  bringen,  substituiren  wir 
X  =  rcosd  und  beachten,  dass  hier  cos 6  constant,  dagegen  r  die 
neue  Yariabele  ist;  wir  erhalten  so 

V  =  J   I /(rcosOy  r sinO) cosd dr .rcosdsec^ 0 dO 

=  I    I /(rcosd,  rsind)rdrdd, 
wofür  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  auch 

3)  V=  r  ff  (rcosd,  r$inef)rdddr 

geschrieben  werden  kann.  Die  Einführung  von  Polarcoordinaten 
geschieht  also  in  der  Weise,  dass  x,  y,  dx  dy  der  Beihe  nach  durch 
rcosd,  rsind,  rdOdr  ersetzt  werden. 

Der  geometrische  Sinn  dieser  Transformation  ist  folgender. 
Betrachten  wir  z  z=zf(x,y)  wieder  als  Gleichung  einer  Fläche  und 

V  =  I    1  isdxdy  dla  Volumen,  so  bleibt  es  für  die  Grösse  von  V 

gleichgültig,  ob  die  Basis  dieses  Yolumens  in  rechteckförmige  oder 
in  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  wenn  nur  diese  Elemente 
die  Basis,  und  die  über  den  Flächenelementen  construirten  Parallel- 
epipede  das  gesuchte  Volumen  wirklich  ausfüllen.  Diejenige  Zer- 
legung nun,  welche  einem  polaren  Coordinatensysteme  entspricht, 
ergiebt  sich  von  selbst,  wenn  man  r  und  6  gleichzeitig  ändert,  und 
während  das  rechtwioklige  Coordinatensystem  zu  einer  schachbret- 
ähnlichen  Theilung  der  Basis  führt,  sind  bei  dem  Polarsysteme  die 
einzelnen  Elemente  von  zwei  concentrischen  Kreisbögen  und  von 
zwei  Radien  begrenzt  (Fig.  80  u.  81  a.  f.  S.).  Irgend  eines  dieser 
Elemente  N^iN^N^  (Fig.  81)  kann  als  Rechteck  aus  den  Seiten 
^^1  und  NN2  betrachtet  werden  und  zwar  ist 

OL  =  x,LN=y,  ON—r,  i^LON=e, 

NNi  =  dr,  NN2  =  rdO,  Fläche  NN^NzN^  =  rdd .dr. 
Das  Volumen  Y  entsteht  durch  Summirung  der  Parallelepipede  über 
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1er  Inhalt  ei 


den  FlächenelementeD;  der  Inhalt  eines  solahen  Parallelepipedea  ist 
erdOdr,  folglich 


was  mit  Nr.  3)  übereinstimmt,  wenn  e  =f(x,y)  ^/(rcosß,  ramii) 
wieder  eingesetzt  wird. 

Die  Integratioosgrenzen  für  r  und  Q  sind  in  jedem  Falle  beson- 
ders zu  beetimmen.  Sind  die  ursprüngliclien  Grenzen  für  x  und  y 
so  beschaffen,  dass  der  Punkt  xy  innerhalb  eines  Contours  bleibt, 
welcher  von  einer  Geraden  in  höchstens  zwei  Punkten  geschnitten 
werden  kann,  so  ergeben  sich  die  Integration sgrenzen  für  r,  wenn 
man  den  Radinsvector  ON  bis  zu  seinen  Durchschnitten  Qq  und  Qx 
mit  Jenem  Contour  verlängert  (Fig.  81);  die  Grenzen  für  Q  sind  nach- 
her die  Winkel  i  0  2o  und  LOTi,  welche  zwei ,  von  0  aus  an  den 
Contour  gelegte  Tangenten  mit  der  ai-AchBe  einschliessen.  Für  0  öu="''u . 
OQi=S,  C  LOTü  =  00,  L_  LOTi  =  &  ist  dann 


'-fß 


fircosO,rsin8)rdBdr. 


Einige  allgemeinere  Beispiele  mögen  dies  erläutern.  Beriehen 
Bich  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x  und  y, 
welche  der  Bedingung  a;^  -|-  j/'  <  c'  genflgen,  so  bleibt  der  Punkt 
xy  innerhalb  eines  mit  dem  Radius  c  beschriebenen  Ereisquadranten; 
man  erh&lt  fOr  diesen  Fall 

4)       f    ff{x,y)dxdg  =   j      ff{rcosQ,rsine)rdddr. 

Ist  nreprüngliäh  die  Bedingtug  gegeben,  dosa  sowohl  x  als  y, 
positiv  nnd  (a:  —  c)'  +  ff*  ^  "*  '*'i»  ßoll,  so  bleibt  der  Punkt  xy 
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im   Innern    eines    Halbkreises,    dessen    Durchmesser    2c    auf    der 
aj- Achse  liegt;  dies  giebt 

5)  /     Jf(x,y)dxdy=   J       1 /(rcosO,  rsinO)rdddr. 

0         0  0  0 

Hiernach  ist  speciell 

2e      y  2ex—a^  ä^      2cco9d 

I     jV^c^  —  a;2  — .  y'^dxdy  =   j      fV^c^  —  r^rdddr 


0  0 


i;r 


0 

übereinstimmend  mit  der  viel  umständlicheren  Rechnung  im  vorigen 
Paragraphen. 

Das  unter  Nro.  5)  verzeichnete  Integral  lässt  sich  auch  auf  die 
Weise  transformiren,  dass  man  erst  x  =  Xi  —  c  und  nachher  Xi  = 
rcosd,  y  =  r sin 6  setzt ,  wovon  der  geometrische  Sinn  leicht  einzu- 
sehen ist;  man  erhält  zuletzt 

2c      y  2citf— a?«  n        e 

6)  /     I f(x,y)dxdy  =  J      1  f(rcosd  —  c,  rsind)rdddr. 

0         0  0         0 

Wenn  sich  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x 
und  y  beziehen,  so  durchläuft  der  Punkt  xy  die  ganze  unendliche 
Ebene,  welche  von  den  positiven  Theilen  der  x-  und  y- Achse  begrenzt 
wird ;  bei  Polarcoordinaten  geschieht  dasselbe,  sobald  r  von  0  bis  oo , 
dagegen  0  von  0  bis  |:r  ausgedehnt  wird,  mithin  ist 

7)  /    lf(x,y)dxdy=   j      j  f{r cos 0,  r sind) rdddr. 

0       0  0  0  '■ 

Als  gelegentliche  Anwendung  hiervon  diene  die  Ermittelung 
des  Werthes  von 


/• 


e-'^^dx^ 

Ö 

welcher  vorläufig  mit  K  bezeichnet  werden  möge.     Für  das  Doppel« 
integral 


00  00 


f  fe-'('^^+v^dxdy, 


4^/i    Gifu  XTL  |.  Sn.   bDfppdc^t^gnde  m  PoUrcoosfiaatoL 


ler^dxl^r^äy  =  K^ 


• 


In*  Ter^ditiLiiiig  beider  Betmijte  gieU  JT  =  |  Vi  d.  i 


Je-^dx  =  iVH 


IL  Auf  die  in  Sro.  4;,  5)  und  €)  Betnidiigten  lot^inle 
tiü^  einige  andere  Ton  etwas  aligeiiieinerer  Form  znrndialiren. 
Sind  die  anprfinglidien  Integrationen  so  zn  leiten,  das  bei  pcisitiTctn 
jT  nnd  jf 


(f/^ri)'^ 


bleibt,  fo  bewegt  nA  derPnnkt  jrjf  iunerhalb  eines  Effipaenqnadran- 
ien,  nnd  ei  ist  dann 

y=fffi^.y)dxd9. 

Indem  man  eni  ;r  =  a  {,  narhber  jf  =  (ij  snbsütuiri,  kommt  man 
auf  ein  neues  laiegnlf  welches  an  die  Bedingung  £^  -h  ?'  :^  I  S^ 
bttnden  ist,  nämlkh 

1  yr^ 

V=ahJJf{at,hriididn. 

0      # 

I>jeses  Usst  sidi  nach  Kro.  4)  behandeln,  wenn  man  e^  x,  p  dnrdi 
1^  ^  ^rcosOf  fi  =  rsinO  eneixi;  hiernach  wird 

8)      f  f/ix,p)dxdp  =  ah  I     l f{arcasd,hr9m6)rdddr. 
Auf  dieselbe  Weise  erhalt  man  ans  Nro.  6)  nnd  7) 
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10)     /    Jfix, y)dxdy  =  al   J      jfiar cos ö,  Irsin 0)rdddr 

0        0  0  0 


3^      2eo»S 


n     1 


=  al)   I   I  fiarcosO — a^'brsinO)rdd  dr, 

0       0 


§.98. 
Substitntion  neuer  Variabeien  in  Doppelintegralen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gezeigte  Transformation  ist  nur 
ein  specieller  FaU  des  allgemeinen  Problemes,  statt  der  ursprüng- 
lichen Yariabelen  x  und  y  zwei  neue  Yariabele  s  und  t  einzuführen, 
welche  mit  jenen  durch  zwei  Gleichungen 

1)  x  =  q>(sj),  y  =  i>{s,t) 

verbunden  sind.  Will  man  diese  Substitutionen  nicht  gleichzeitig,  sopj^ 
dem  nach  einander  bewirken  und  zwar  zuerst  y  durch  t  ersetzen,  so 
denke  man  sich  s  aus  beiden  Gleichungen  eliniinirt  und  das  Resultat 
auf  die  Form 

gebracht;  für  die  erste  Integration  bleibt  x  constant,  und  es  wird 
daher 

ffnx,y)dxdy  =fff[x,z(s,t)]dx  ^iM.  dt 

Substituirt  man  jetzt  q)  {s,  t)  für  Xj  wobei  t  als  constant,  d«g^en  $ 
als  die  neue  für  x  eintretende  Yariabele  zu  betrachten  ist,  so  erhfilt 
man  ein  Resultat  von  der  Form 

ffÄ^,y)dxdy  =  fff[(p(s,t),  tl;(sJ)]Sldsdt, 

wo  Sl  eine  Function  von  s  und  t  bedeutet,  die  sich  durch  Ausfuh- 
rung der  angedeuteten  Operationen  von  selber  bestimmt. 

Dieses  Yerfahren  erlaubt  eine  wesentliche  Modification,  wenn 
man  beachtet,  dass  es  nur  darauf  ankommt,  dxdy  auf  die  Form 
Sldsdt  zu  bringen,  indem  man  bei  der  ersten  Integration  x  als  Con- 
staute  ansieht.  Statt  nämlich  aus  den  Gleichungen  1)  die  Yariabele 
8  zu  eliminiren,  kann  man  auch  ds  herausschaffen,  was  folgende 
Rechnung  giebt.     Man  hat  zunächst,  weil  erst  x  als  Gonstante  gilt, 
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mithin  durch  Elimination  von  ds 

dtp  df  _  8y  8» 

ds'  dt         dt'  ds  ^, 
dy=^ dt 

d(p 

Js 

Bei  der  zweiten  Integration  ist  x  die  ursprüngliche,  8  die  neue  Ya- 
riabele,  daher 


(faj  =  ~-  ds, 
ds 


also  zusammen 


,     ,  /d(p  8*        dq>  dt\   .  ^^ 

\cs    dt         et    dsj 

Die  allgemeine  Formel  zur  gleichzeitigen  Substitution  zweier  neuen 
Yaiiabelen  lautet  jetzt 

*)  JJf{x,y)dxdy 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  durch  folgende  geometrische 
Betrachtung,  bei  welcher  das  ursprüngliche  Doppelintegral  wieder 
als  Volumen  (s.  §.  95)  angesehen  werden  möge.  Zwei  willkührliche 
Grössen  s  und  f ,  welche  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  in  der 
Horizontalebene  bestimmen,  lassen  sich  als  Coordinaten  dieses  Punk- 
tes betrachten,  wenn  man  den  Begriff  der  Coordinaten  in  seiner  wei- 
testen Bedeutung  nimmt.  Die  Gleichungen  1)  vermitteln  dann  den 
Uebergang  von  den  ursprünglichen  rechtwinkligen  Coordinaten  x 
und  y  zu  den  neuen  Coordinaten  s  und  t.  Für  die  Grösse  des  Vo- 
lumens F  ist  es  aber  gleichgültig ,  ob  seine  Basis  in  rechteckförmige 
oder  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  und  daher  fragt  es  sich 
nur  noch,  welche  Zerlegung  dem  neuen  Coordinaten  Systeme  der  s 
und  t  entspricht.  Sowie  nun  das  frühere  Element  ein  Rechteck  war, 
dessen  vier  Ecken  durch  die  Coordinaten 

x,y\  X  +  dx,  y\  x,  y  +  dy\  x  -f  dx,  y  +  dy 
bestimmt  wurden,  so  müssen  wir  als  neues  Element  ein  Viereck  neh- 
men, dessen  Ecken  Nj  N^  ^iy  Ns  die  Coordinaten 

Ä,  ^,  s  +  dSy  t\  s,  t  -^  dt;  8  -{-  ds,  t  -\-  dt 
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haben  (Fig  82).     Da  die  Bögen  NNi,  N1N3,  JViJVa,  N^N  unendlich 

klein  sind,  bo  können  wir  sie  als 
gerade  Linien  und  das  Flächen- 
element NNiNzN^  als  das  Dop- 
pelte des  Dreiecks  NNiNi  be- 
trachten; letztere  Fläche  lässt  sich 
aber  durch  die  Coordinaten  ihrer 
Ecken  ausdrücken.  Bezeichnen 
wir  nämlich  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  der  Punkte  N,  Ni 
und  N2  mit  x  und  y,  Xi  und  yu 
Xi  und  ^2f  BO  ist  die  Fläche  des 
Dreiecks 
NNiN^  =  |[(^i  — «)(«/2  — y)  —  (^2  —  x) (j^i -- y)l 

mithin  die  Fläche  des  Elementes 

NNiN^Ni  =  (xi  —  x) (t/2 -- y)  —  (a-j  —  a?) O/i  —  y). 

Der  Punkt  ^1   entstand  aber  aus   dem  Punkte  N  durch  alleinige 

Aenderung  des  s^  mithin  ist 

dx  dy 

ebenso  führte  die  partielle  Aenderung  des  t  von  N  nach  ^2»  nian 
hat  folglich 

x^  =  X  +  ^  dt,   y2  =  y  +  -^  dt.    • 

Durch  Substitution  dieser  vier  Werthe  ergiebt  sich 

oder  wegen  der  Gleichungen  1) 

NN,N,N,  =  {^-^.^  -  — .-j  dsdt. 

Das  Product  is.NNiNsN^  =/(aJ,2/). JVi JVi-ZVaJVi  stellt  wieder  das 
Volumen  eines  unendlich  dünnen  Parallelepipedes  dar,  und  die  Dop- 
pelsumme aller  dieser  Volumenelemente  giebt  das  ganze  Volumen; 
nach  Substitution  der  Werthe  von  x,  y  und  i^i^a^sJVi  gelangt  man 
zu  der  Gleichung  2). 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  bei  bestimmten  Doppelintegra- 
len die  neuen  auf  s  und  t  bezüglichen  Integrationsgrenzen  besonders 
zu  ermitteln  sind.  Wir  geben  hierzu  ein  paar  Beispiele  namentlich 
auch  um  zu  zeigen,  wie  durch  passende  Wahl  von  q)  und  ^  con- 
stante  Integrationsgrenzen  für  8  und  t  zu  erreichen  sind. 
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"■TiiST  SL_i  Sät  ^"^^'^^  j- » 
I.       S         A  X 


/ 


'  / 


F 


_  C5Jf  =  a:  «  iK  isia 
oder  wemi  aar  Abkürzci:^  tot  o  =  f  g««e£zs  wird, 
UJenuM  fc/Igt 

c«s  et        c:    ci 
ITm  feracr  des  Pndbt  2f  m  des  Ihrei^ke  ^0^ 


braucht  man  nur  «  ron  0  bb  c,  «  reu  ö  bb  |ar  d.  k  ^  Toa  0  bis  1 
9maaaMmen;  dies  gkbt 

Ajb  fpecielLe  Anwendaag  bat  man  z.  R 


/' 


wo  in  der  zweiien  Form  beide  Integrationen  aiufnbrbar  Bind,  wi 
r/»id  «i^jb  in  der  enrten  Form  «chon  die  anf  y  bezüglicbe  Int^ration 
uieht  in  endlicher  Gestalt  bewirken  ISsst. 

bt  etwa«  allgemeiner  die  Grenzbedingong  Torgeschrieben,  dasa 
bei  positiven  x  und  y 


in  Doppelintegralen.  4G5 

bleiben  soll,  in  welchem  •Falle  das  Dreieck  ÄOB  die  ungleichen 
Katheten  OÄ=a  und  OB  =  b  besitzt,  so  nehme* man  erst  y  =  bri 
dann  x  =  a^  und  benutze  schliesslich  die  Formel  3)  indem  man 
X,  y,  c  durch  |,  i},  1  ersetzt;  dies  giebt 

4)         /   ff(x,  y)dxdy  =  ah  I    ff[as(l  —t),hst]$ ds dt. 

0      0  0      0 

b.    Die  Bedingung,  dass  bei  positiven  x  und  y 

—  c  — 

sein  soll,  entspricht   dem  Falle,  wo   der  Funkt  xy  innerhalb  eines 
Fig.  84.  Parabelsegmentes  ÄOB  bleibt;    die  Pa- 

rabelachse fallt  mit  der  ^-Achse  zusam- 
men ,  ÄO  =  B  0  iBi  ' der  Parameter 
der  Parabel  (Fig.  84)  und 


C 

e  e 


F=  /  jf(x,y)dxdy. 

0       0 

Legt  man  durch  N  eine  ähnliche  Parabel 
mit  dem  Parameter  08  =  OT  =  s  und 
setzt  ^  0  TL  =  ß>,  so  hat  man 

x  =  siannDj  y  =  s =  s(l  —  tan^coi)^ 

8 

oder  für  ton  o  =  ^, 

X  =:  8ty    y  z=z  s(l— <2), 

WO  nun  s  und  ^  als  die  neuen  Coordinaten  von  N  gelten.  Hier- 
aus folgt 

dx  dy       dxdy_         .,,.,. 

Um  ferner  N  in  dem  Parabelsegmente  herumzuführen,  muss  8  von 
0  bis  c,  c  von  J^  bis  0  oder  t  von  1  bis  0  ausgedehnt  werden  • 
dies  giebt 

e  c  e      1 

6)  r  Cf(x,y)dxdy  =  ff/i8t,8-8P)3(l+t^)dsdt. 

0      0  0      0 


0      0 
BohlOmiloh,  Analycii.    I. 


80 


üg.  8Sl 
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Wenn  die  ^npronglidken  Integnticniai  waf  alle  poritmn  s  md 
jf  si  bcgJAen  tind,  weldie  der  etwas  aflgememaoi  Bedingung 

genügen,  wobei  die  Streeken  AO  =  a  nnd  BO  =  h  mi^eiA  sind, 
so  nimmt  man  erst  x  =  a£,  jf  r=r  frij  ^i^^^  wendet  dann  die  Todge 
Fonnel  an;  man  eriialt  aof  diesem  Wege 

5)  J Jf{z,if)dzäiß 

•    t 
1     1 

=  ah  f  ff[ast,ls{l--i^^8{l^f^d$dL 

Als  gelegentliche  Anwendung  geben  wir  die  Gubator  dnes  c^in- 

drischen  Yolnmens  von  folgender 
Entstehung  {Fig.  85).  Die  Basia 
werde  Ton  einer  Parabel  AB  be- 
grenzt, deren  Brennpunkt  0  und 
deren  Scheitel  B  sein  möge,  worin 
also  OB  =  l,  0A=  25  ist; 
die  obere  B^^renzungsfläche  des 
Volumens  sei  ein  Umdrehungs- 
paraboloid  vierten  Grades,  namHch 

welches  entsteht,  wenn  eine  mit 
dem  Parameter  h  eonstmirte  Pa- 
TtibeL  um  ihre  Scheiteltangente 
rotirtb     Es  ist  dann 

0      0 

1     1 
=  2l^Vif  rV4:h^sU*  +  h*8^(l—t^U{l+i^d$di 

9      0 

1       1 

=  2h*VhirfViYT+P8(i+tf)d8di 


d.h. 
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10 


§.  99. 
Die  Complanation  der  Flächen. 

Um  auf  einer  durch  die  Gleichung  0  =  F(x,  y)  hestimmten 
Fläche  ein  hegrenztes  Stück  zu  erhalten,  denken  wir  uns  in  der 
Ebene  xy  zwei  zur  y-Achse  parallele  Gerade  und  zwei  beliebige  Cur- 
ven  gezogen,  welche  mit  jenen  Parallelen  zusammen  ein  gemischt- 
liniges  Viereck  bilden  (Fig.  86).     Dieses  Viereck  betrachten  wir  als 

Fig.  86. 


die  Horizontalprojection  eines  Flächenstückes ,  dessen  Inhalt  8  be- 
stimmt werden  soll. 

Lassen  wir  o;  um  dx^  y  um  dy  wachsen,  so  können  wir  das  aus 
dx  und  dy  construirte  Bechteck  als  Horizontalprojection  eines  un- 
endlich kleinen  Flächenstückes  6  ansehen;  letzteres  ist  ein  krumm- 
linig begrenztes  Viereck,  dessen  Ecken  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
Wegen  der  unendlichen  Abnahme  des  6  lässt  sich  aber  dieses  Flächen- 
element so  betrachten,  als  läge  es  auf  der  durch  den  Punkt  xyz  ge- 
henden Berührungsebene  der  Fläche,  und  zwar  beträgt  der  hierbei 
begangene  Fehler  nur  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnungen. 
Nennen  wir  für  den  Augenblick  \l  den  Neigungswinkel  der  Tangen- 
tialebene (oder  der  Ebene  des  C)  gegen  die  a;j^- Ebene,  so  haben  wir 

dx  dy 
öcosfi  =  dxdy  oder  d  = 


COSß 


30* 
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Zufolge  des  Satzes,  dass  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  mit  dem 
Winkel  zwischen  den  Normalen  auf  jenen  Ebenen  übereinkommt,  ist 
II  nichts  Anderes  als  der  Winkel,  welchen  die  im  Punkte  xyg  er- 
richtete Normale  der  Fläche  mit  der  jer- Achse  einschliesst,  also  nach 
§.  27,  Nro.  6) 

1 

Das  Flächenelement  6  bestimmt  sich  mithin  durch  die  Gleichung 

und  die  Summe  aller  dieser  Flächenelemente  giebt  die  ganze  Fläche 
8.  Bilden  wir  zunächst  die  Summe  aller  von  p  =  LNq  =  yo  bis 
y  =  LNi  =  T  liegenden  Elemente,  für  welche  x  constant  bleibt,  so 
bedeutet  das  Integral 


/V'^®)-+0'-^' 


den  Inhalt  eines  bandfSrmigen  Streifens,  welcher  das  Rechteck  aus  den 
Seiten  dx  und  JVo^i  =  T  —  yo  zur  Horizontalprojection  hat;  die 
Summe  aller  derartigen  von  x  =  OLq  =  Xq  bis  x  =  OLi  =  X 
liegenden  Streifen  giebt  die  ganze  Fläche 

Einige  Beispiele  mögen  den  Gebrauch  dieser  allgemeinen  Com- 
planationsformel  zeigen. 

a.  Das  elliptische  Paraboloid.  Die  Gleichung  der 
Fläche  ist 

.  =  ^4.^1 
2a  ^  25' 

mithin 

de X      de y  ^ 

dx~7'   dy~T' 
als  Horizontalprojection  nehmen  wir  den  Quadranten  der  aus  den 
Halbparametern  a  und  h  construirten  Ellipse;  es  ist  dann 


b 


« =//V'  +  (f)'+(l)'  -^'- 
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Dorcli  Anwendung  der  Formel  9)  in  §.  97  erhalten  wir 


1  +  r^rdOdrzzz-^^ ^  a&. 

o 

b.  Der  elliptische  Kegel. 
In  Fig.  87  sei  OG  =  c  die  Höhe 
des  Kegels,  AGB  seine  elliptische 
Basis  mit  den  Halbachsen  AG  =  a^ 
BG  =  1);  die  Coordinatenebene  xy 
möge  parallel  zur  Ebene  AB  G 
durch  die  Spitze  0  gehen.  Die 
Gleichung  der  Fläche  ist  dann 

und  wenn  zur  Abkürzung 


' =  flf,    r =  P 


a 


gesetzt  wird,  so  findet  sich 


Die  Horizontalprojection  des  Mantelquadranten  AOBÄ  ist  eine  aus 
den  Halljachsen  a  and  b  constrnirte  Ellipse,  daher 

Nach  Formel  9)  in  §.  97  ergiebt  sich 

|ä    1  

0         0 


a^cosH^ßUin^OdO, 


mithin  für  den  ganzen  Mantel 
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i 


I 

0 


n 


Hierin  liegt  der  geometrische  Satz,  dass  der  Kegelmantel  dieselbe 

Fläche  besitzt  wie  der  Mantel  eines  Cylinders,  dessen  Höhe  =  |Va&y 

und  dessen  Basis  eine  aus  den  Halbachsen  ayah  und  ßyah   con- 
struirte  Ellipse  ist. 

c  Das  dreiachsige  Ellipsoid.  Die  Halbachsen  der 
Fläche  mögen  a,  6,  c  heissen,  es  sei  ferner  a>Z)>c  und  zur  Ab- 
kürzung    

a  0 

Aus  der  Gleichung  der  Fläche  nämlich 


findet  man 


= '  Y^-  (f)*  -  (ff 


1  _  ftiY  -  {^Y 

+  \dx)   +  {dyj  —  j  _  /xy  _  /yy  ' 

Verstehen  wir  unter  8  die  Fläche  eines  ellipsoidischen  Octanten, 
80  ist  die  Horizontalprojection'  von  S  ein  Ellipsenqaadrant  mit  den 
Halbachsen  a  und  b,  mithin 


S 


Durch  Anwendung  von  Formel  9)  in  §.  97,  wobei  zur  Abkürzung 

a^cos^O  +  ßUin^e  =  s« 
sein  möge,  ergiebt  sich  sofort 


/: 


0  0 

Statt  r  führen  wir  eine  neue  Variabele  u  ein  mittelst  der  Substitution 

1  —  r2 

1  —«2^2 

woraus 

1   —  S««»'  (1   —  S»«»)» 


■i 
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folgt;  wir  erbalten 


«^       1 


8=  ah    Idef—^ :^du 

0  0^ 

oder  auch,  wenn  die .Beihenfolge  der  Integrationen  umgekehrt  und 
für  s*  sein  Werth  gesetzt  wird, 

J      7  [(1  —  «2 1^2) cos^ 6  +  0-  —ß 2 u2) sin^ ö]« 
Unter  Anwendung  der  leicht  entwickelbaren  Formeln 


In 


r         cos^ddd  _        ^ 


I- 


j 

0 


sin^ddO  '^ 


folgt  scbliesslicb 


1 


(m  cos'^  ö  +  w  sin^  ä)^       4  «  ym  n 


1  —  «2  i  ^  ß2  ^  du 


u 


8=:^7tahJ  1^  __  ^2^,  +  j  _  ^,^,|  V(l-.a2^2)(i_^2^2)- 

Man  kann  dieser  Formel  noch  eine  andere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  die  identische  Gleichung  beachtet 

|i  -  «2^2  +  1  _  ^2^2J  y"(rirc;7«2)(i_^2^2) 

V(l  — a2w2)(l— /52w2)J        7    I  V(l~a2j^2)(l_^2^2)iw2' 

welche  durch  Differentiation  leicht  zu  prüfen  ist;  es  ergiebt  sich 

Nach  §.  74  hat  es  keine  Schwierigkeit,  dieses  Integral  auf  verschie- 
dene Weise  in  unendliche  Beihen  zu  verwandeln. 

d.  Die  Schrauben  fläche.  Die  Gleichung  dieser  Fläche 
ist  bekanntlich  i^  den  Fall,  dass  die  Achse  der  Fläche  zur  jer-Achse 
genommen  wird 

^  z=z  tan  — 
X  c 
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oder,  wenn  man  sich  auf  den  Quadranten  der  ersten  Windung  be- 
schrankt, 


Hieraus  folgt 


g  =  cardan  —  ' 

X 


und  in  Polarcoordinaten 

S 


'^f/V'+^'^'y 


=j  jYr^  +  c^dddr. 

Als  Horizontalprojection  des  zu  bestimmenden  Fl&chenstückes 
nehmen  wir  ein  gemischtliniges  Viereck  begrenzt  von  zwei  mit  den 
Radien  ro,  fi  beschriebenen  Kreisen  und  von  den  zwei  Radien,  welche 
mit  der  o:- Achse  die  gegebenen  Winkel  0^  und  Oi  einschliessen;  es 
ist  dann  « 


=;/ 


Vc»  +  r^dOdr 


äo  *'o 


und  nach  Ausführung  der  Integrationen 


r,  +Vc^  +  rr 


S=|(ö,-öo)jnV"^H^^roV-^H^^ 


§.  100. 
Complanationsformel  f&r  Polarcoordinaten. 

Statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  OL  =  a?,  LN=  y,  NP=  0 
benutzt  man  nicht  selten  räumliche  Polarcoordinaten,  indem  man  den 
Radiusvector  OF  =  r,  den  Winkel  POX  =  0  und  den  Winkel 
zwischen  den  beiden  Ebenen  xy  und  LOP  nämlich  ^ NLP  =  o 
mittelst  der  Formeln 


1) 


X  =  rcosdf  y  =  rsinO cos co^  js  ^=  rsinO sin o 


Fig.  88. 


in  Rechnung  bringt  (Fig.  88).  Nach 
Substitution  dieser  Werthe  erhält  man 
aus  der  ursprunglichen  Flächenglei- 
chung jp  =/(a?,  y)  die  Polargleichung 
derselben  Fläche,  und  wenn  man  diese 
j^  ^  Gleichung  nach  r  auflöst,  so  ist  das  Re- 
sultat von  der  Form 

r  =  F(ö,  o)5 
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darin  sind  0  und  <o  die  neuen  unabhängigen  Yariabelen.  Bezeichnen 
wir  für  den  Augenblick  wie  folgt 

und  wenden  die  allgemeine  Kegel  für  die  Substitution  neuer  Yaria- 
belen auf  die  Complanationsformel 

S=  /  J  V(xj  y)dxdy 
an,  so  ist  bei  den  neuen  unabhängigen  Yariabelen  0  und  (O 
4)     S=//<p(.««ö.r«-„flcaa«)(||||-g|f)död.. 

Hier  kommt  es  nur  noch  darauf  an,  den  Werth  von  (p  in  Polarcoor- 
dinaten  auszudrücken,  also  die  partiellen  Differentialquotienten  von 
e  zu  entfernen  und  dafür  die  partiellen  Differentialquotienten  von  r 
einzuführen.     Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 

Da  JB  eine  Function  von  x  und  y  war,  mithin  auch  von  0  und  o 
abhängt,  so  ist 

8jg de  dx        dz  dy 

dü  ~"  ei'Sö  +  dy'dÖ' 


■ 

dz        dz  dx        dz  dy 
8ö       dx  d(x)  ~'~  dy  So 

Diese  Gleichungen  liefern  die  Werthe  der  beiden  Unbekannten 

;r-  und  :r- :  setzt 
8a?         dy 

man  nämlich  zur  Abkürzung 

dy  dz        dy  dz 

8Ö  d(o       d(o  8Ö          ' 

dz  dx        dz   dx 

8Ö  8(ö       8o  8Ö           * 

8a?  dy        dx   dy        ^ 

dti  dm     do  de       ' 

so  findet  man 

dz            L      dz            M 

dx            N'    dy            N' 

mithin 

• 

Y 


VX»  -]-  M^  +  N^ 


\dx/        \dy/  N 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  geht  die  Formel  4)  über  in 

ö)  8=ffVL^  +  M^  +  N^dOdG). 


ä~^***~'*^* 


?( 


=  :^«««*, 


ff =(!>•  +  "-•)"•*  li=( 


€:0 


li 


c 


9  —  rMm€9]sm% 

\C9  J 


Jf  =  —  ^  j(r^«w^d  —  rM^jmi9«000  — 


1- 


dr   . 

Die  YormA  5)  geüiimi  IneriMdk  UA^Okäe  Gestali 

ebb»  mA^  wie  nataer^  die  ItriegnduniagreDzea  ans  der  Bcgreoznng 
dee  g^6l)>e]ieii  FUUihengtüdum  lierzoleiteii. 

Beiapidinreii  l>etoeiiieii  wir  ^oe  Flaelie  Toa  folgender  Eni- 
«Ulmogn^eiM^  In  d«r  Ebene  pz  tti  eine  Lemmscaie  oonstmirt 
(Fi^  dd),  der»  lUbadee  O^i  =  a  doi  rechten  Winkel  TOZ  hal- 


Fig.  89. 


• 

-1 

\    j 

\ 

\ 

V 

tnren  möge;  man  1^  ferner  Ebe- 
nen wie  z.B.  XOU^  nnd  XOUu 
welche  die  ^' Achse  in  sich  ent- 
halten nnd  die  Lemniscate  in  ü^t 
Vi  etc.  schneiden;  in  jeder  dieser 
Ebenen  nimmt  man  die  betreffende 
Lemniscatensehne  (01^,  OZ^xetc.) 
zum  Durchmesser  eines  Kreises 
nnd  denkt  sich  dnrch  die  stetige 
Folge  dieser  Kreise  die  Fläche 
erzengt.  Als  Gleichung  der  letz- 
teren findet  man  in  rechtwinkli- 
gen Coordinaten 


.'    i 


für  Polarcoordinaten.  475 

woraoB  aagenblicklich  erhellt,  dass  die  Complanation  in  rechtwinkli- 
gen Goordinaten  zn  ausserordentlichen  Weitläufigkeiten  fuhren  würde; 
dagegen  ist  bei  Polarcoordinaten  sehr  einfach 

r  =  asindV  8in2c3, 

asind 


Vp +©)'!-« +(f:)*= 


V  sin  2  (o 

Verstehen  wir  unter  8  den  Sector  der  Fläche,  welcher  einerseits 
von  zwei,  zu  den  Neigungswinkeln  XOUo  =  (*)o  und  XOUi  =  cJi 
gehörenden  Halbkreisen  0  Oq  Vq  und  OUiVi,  anderseits  von  dem 
Lemniscatenbogen  UqUi  begrenzt  wird,  so  haben  wir  cd  von  iOq  bis 
tOi,  0  von  0  bis  I  ;r  auszudehnen;  dies  giebt 

0  Ol» 

Für  C7o  =  0,  Ol  =  I  ^  erhält  man  den  Inhalt  des  in  der  Figur 
angegebenen  vierten  Theiles  der  Fläche ;  der  Inhalt  der  ganzen  Fläche 
ist  demnach  =  |9C^a'. 


§.  101. 
Die  dreifachen  Integrale. 

Sowie  ein  Doppelintegral  den  Grenzwerth  einer  Doppelsumme 
büdet,  so  soll  auch  das  dreifache  Integral 

X   r    s 

1)  W=j  I  I F{x,y,z)dxdydz 

Xq  yQ         tQ 

als  Grenzwerth  der  dreifachen  Summe  gelten,  welche  entsteht,  wenn 
man  in  dem  Producte  F(a?,  y,  z)^xdy^z  den  unabhängigen  Varia- 
bein 0?,  ^,  z  alle  zwischen  den  Grenzen  o^o  und  X,  y^  und  F,  Zq  und 
Z  liegenden  Werthe  giebt,  und  nachher  alle  erhaltenen  Producte  unter 
der  Voraussetzung  addirt,  dass  dx^  /ly^  ^z  gleichzeitig  gegen  die 
Null  convergiren. 

Nicht  selten  gestatten  diese  Operationen  eine  geometrische  Auf- 
fassung.    Betrachtet  man  z.  B.  in  dem  Integrale 

XYZ 

W  =  I  I  I dxdydz 

xo    vo     *o 


\ 
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X,  jf^  M  tim  reditmikiip  GaatSiuAmL  äaat  Pmiktss  F  (Fig;  90),  aa 

p^  90^  bfjdflntBJ  das  ^laiattdx 

djfds  den.  Köipeniiiuilfe 


dflSBendrcu  in  <wn<«r  wüglr* 


tBSLdXjdyydamDd;  dem;* 
mch.  irt  W  £b  SmniBe 

anlcharTnlirmflnriiftimHit», 
wiffcliTTi  adhsfe  eiiL  Ydla- 
man,  welch»  anffblgauis 


ennatEnirty    dezen   €3ei- 

dnmgen  jB«  =  ^  (jb;  y) 

lud  J?  =  9^(x,  y)  sein  mogeiL,  und  aammiEai  exat  aOe  van  jt  ^  ja^ 

g:=ZYeriieal  aneinander  gereflitoi  Elffmente,  ao  giefat  derAnadmek 


/ 


dxdyda  =  dxdjf  (Z  —  g^) 


den  Inhalt  einea  Panillelepfipedeg,  deaaen  Horraniitalggeradinitt  dxdjf 
unendlich  Idein,  und  deaaen  Höhe  von  «ndlirhiy  Lange  =  P%Pi 
•=.  Z  —  ib  1^     -^^  <^  noch  ofarige  BoppeHntegral 

X     T  X     T  X     T 

W  =J  J  i^—  ^)äxdy  =J  J  Zdxdp  —JJjSodxdy 

können  die  Betzachtnngen  dea  §•  05  angewendet  werden;  se  zeigoi, 
dasa  TFexn  Tolnmen  bedeotet,  weldiea  dieselbe  Horizonta^rojection 
besitzt  wie  jenea  in  §,  95,  and  daa  sasaerdon  zwischen  dai  zwei 
▼orhin  erwähnten  Flädien  CegL 

Eine  ähnli^e  Anachanongsweiae  gestattet  daa  aÜgenieinere  Inte- 
gral 1),  nnr  mnas  man  aieh  jedes  Tohnnenelement  dx  dy  dg  mit  einem 
veränderHch^i  Factor  F(Xj  y,  g)  mnltipHcirt  denken.  Besonders  klar 
wird  dies,  wenn  man  die  mechanischen  Begriffe  Ton  Masse  nnd 
Dichtigkeit  za  Hälfe  nimmt.  Bei  CTiem  dnrcfaans  homogenoi 
Körper  gilt  nämlich  dieB^el,  daaa  die  Masse  gleich  ist  demProdncte 
ana  Dichtigkeit  nnd  Tolnmen;  ändert  sich  aber  die  Dichtigkeit  Ton 
Punkt  za  Ponkt,  in  welchem  Falle  sie  eine  gegebene  Function  Ton 
Xf  Pf  g  ditfatellty  so  darf  jene  B^i^  nidit  mehr  for  ein  endÜehea  Stock 
des  Eörpera  angewendet  werden,  wohl  aber  for  ein  unendlich  kleines; 
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denn  je  kleiner  ein  Eörperstück  ist,  um  so  eher  kann  es  als  homogen 
gelten.  Bezeichnet  demnach  F(x^  y^  g)  die  im  Punkte  xye  vorhan- 
dene Dichtigkeit,  so  ist  F{x^  y^  z)  dxdydz  die  Masse  des  an  jenem 
Punkte  hefindlichen  Eörperelementes  d.  h«  kurz  das  Massenelement; 
die  Summe  aller  nach  den  drei  Dimensionen  des  Raumes  vertheilten 
Massenelemente  ist  die  Gesammtmasse  =  TT.  Dividirt  man  endlich 
W  durch  das  Volumen  F  desselben  Körpers,  so  erhält  man  seine 
mittlere  Dichtigkeit.  ' 

In  allen  Fällen,  wo  die  erste,  auf  e  bezügliche  Integration  ge- 
radezu ausführbar  ist,  reducirt  sich  das  dreifache  Integral  von  selbst 
auf  ein  doppeltes,  dessen  weitere  Behandlung  den  bereits  entwickel- 
ten Regeln  unterliegt ;  denmach  bedarf  nur  der  entgegengesetzte  Fall 
einer  Auseinandersetzung. 

Das  dreifache  Integral  W  lässt  sich  ansehen  als  bestehend  aus 
einem  Doppelintegrale  nach  z  und  y  nebst  einem  darauf  folgenden 
einfachen  Integrale  nach  x\  reducirt  man  mittelst  irgend  einer  der 
früheren  Methoden  das  Doppelintegral  zu  einem  einfachen  Integrale, 
so  giebt  dieses  mit  der  letzten  Integration  zusammen  wieder  ein 
Doppelintegral,  dessen  Reduction  von  Neuem  zu  yersuchen  ist.  Auf 
diesem  Grundgedanken  beruht  die  folgende  Aenderung  des  Goordi- 
natensystemes. 

Denkt  man  sich  den  Radiusvector  OT  ^=  r  auf  die  Ebene  yz 
projicirt  (Fig.  91)  und  setzt  die  entstehende  Projection    OQ  =  i«, 


Fig.  91. 


femer  Z.  T  0  ^  =  o ,  so  kann 
man  m,  u,  x  als  sogenannte 
cylindrisohe  Goordinaten 
des  Punktes  P  ansehen,  und  der 
Uebergang  von  den  rechtwinkli- 
gen zu  den  cylindrischen  Goordi- 
naten geschieht  mittelst  der  Glei- 
chungen 

a?=fl?,  yz=zuco8G}^  z  =  U8in(o. 

Das  in  Beziehung  auf  y  und  z  ge- 
nommene Doppelintegral  wird  nun 
wie  früher  dadurch  transformirtt 
dass  man  für  y  und  z  die  obigen 


Werthe  und  dydz  ^=  udadu  setzt;  dies  giebt 

2)  f f f^^^'  ^'  ^^  ^^  ^^  ^^ 

F{x^uc(>s(o^u9mG})dx.ud(Xidu. 


Sil' 
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Femer  lässt  sich  das  dreifache  Integral  rechter  Hand  als  Dop- 
pelintegral nach  X  und  u  nebst  einem  einfachen  Integral  nach  (O  an- 
sehen, und  in  dem  ersteren 

X  =  rcosd,  u  =  rsinO 
Bubsiituiren.     Für  die  ursprünglichen  Coordinaten  hat  man  jetzt 
x  =  rcosOi    y  =  rsindcosca,    z  :=^  rsinBsinco, 

mithin  sindr,  0,  odie  räumlichen  Polarcoordinaten  des  Punktes 
P.    An  die  Stelle  von  dx  du  tritt  nun  rdddr  und  so  wird  aus  Nro.  2) 

3)  ^  /    /   I  F{Xyy,z)dxdydz 

=  111  FircosO,  rsinOcosw^  rsinOsincSjr^sinddmdOdr. 

Dieselbe  Formel  kann  man  auch  direct  erhalten,  wenn  man  r, 
d,  <o  um  ihre  Differentiale  wachsen  lässt  und  beachtet,  dass  das  neue 
Yolumenelement  die  Form  eines  einem  Eugelgewölbe  entnommenen 
Gewölbsteines  besitzt.  Die  drei  Dimensionen  des  Yolumenelementes 
sind  nämlich 

FFi=dr,    PP2  =  rdd,    PPs  ==  LP.dco  =^  rsinddo 

mithin  ist  der  Inhalt  des  Yolumenelementes 

PPi .  PP2 .  PP3  =  r^ sin  ddrdddG). 

Hieraus  folgt  für  das  Massenelement  der  Werth 

F(rcosd,  rsindcosca,  r  sind  sin  (D)r^  sind  d(o  dO  dr^ 

und  die  Summe  aller  Massenelemente  giebt  wieder  W  übereinstimmend 
mit  Formel  3). 

Selbstverständlich  sind  in  jedem  Falle  die  Integrationsgrenzen 
für  die  neuen  Coordinaten  mittelst  der  gegebenen  Begrenzung  des 
Körpers  zu  bestimmen.     Das  folgende  Beispiel  wird  dies  erläutern. 

Das  zu  reducirende  dreifache  Integral  sei 

dxdydz 


« =///v^ 


+  y^  +  z^ 

und  darin  mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x,  y^  z 
beziehen,  welche  der  Bedingung 


©• + (f )' + (7)'  s 


genügen;  mit  anderen  Worten,  man  sucht  die  Mas^e  von  dem  Octan- 
ten  eines  mit  den  Halbachsen  a,  b,  c  beschriebenen  Ellipsoides,  wor- 
in die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  xyz  durch 

1  _  1^ 

Yx^  +  y^  +  z^~  ^ 
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ausgedrückt  wird,  welches  demnach  ans  einer  stetigen  Folge  homo- 
gener concentrischer  Eugelschaalen  besteht.  In  rechtwinkligen  Coor« 
dinaten  ist  zufolge  der  angegebenen  Integrationsbedingung 

da  man  aber  augenblicklich  übersieht,  dass  die  Rechnung  ziemlich 
complicirt  wird,  so  ist  der  Gebrauch  von  Folarcoordinaten  räthlich. 
Bei  diesen  hat  man 

Q  =  f  f  frsinedcodddr, 

wo  noch  die  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen  sind.  Integriren  wir 
zuerst  in  Beziehung  auf  r  d.  h.  summiren  wir  alle  in  gerader  Linie 
vom  Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  des  EUipsoides  liegenden  Mas- 
senelemente, so  fängt  r  mit  r  =  0  an  und  hört  bei  einem  der  Ober- 
fläche des  EUipsoides  zugehörigen  Werthe  r  =  B  auf.  Der  letztere 
bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  der  Fläche  in  Folar- 
coordinaten umsetzt;  sie  lautet  dann 

/EcosOy    ,    /B  sind  cos  (oy    ,    /B  sin  6  sin  (a\^        _ 

\r^)  ■*"  V — i — )  ^  \ — 'o — )  =  ^ 

und  giebt 

1 


22  = 


\  /  /cos  fly    .    /sin  6  sin  ctV        /sin  0  sin  dV 


Femer  müssen,  um  den  Octanten  des  Körpers  zu  erhalten,  6  und 
0}  von  0  bis  I  ^  ausgedehnt  werden,  und  es  ist  daher 

Q  =  l     I     I  rsinOdcDdOdr. 

0  0  0 

Durch  Ausführung  der  ersten  Integration  und  Substitution  des 
Werthes  von  B  ergiebt  sich 

in    Iti 


='// 


,   .       .  $indd(odd 


J  /cosd\^    ,    /sin 0 cos (X)\^  ,    /sind sin g^Y 

Wegen  der  vier  constanten  Integrationsgrenzen  kann  die  Reihen- 
folge der  Integrationen  ohne  Weiteres  umgekehrt  werden;  setzt  man 
hierbei  zur  Abkürzung 


4M     CafuXVL  $,102,    SdNÜtetioB  acwr  Tambdn 


^  =  y'^«'yBa^jTcn^^  =  ^TW'^ 


-J/t 


VWT^iW^) 


dcWf  wtmk  co$0  =  t  tnlufitiuft  wird« 


Bm  Jniegnl  getUlM  ridi  nodi  etwas  degmter,  wem  flitti  dam 
YxteBindUUn  dee  E]%eaides  in  Bedmaog  brnigi.  Unter  der  Yor- 
«Mfetomg  a  ^  6  ^  ^  0a  nämHdi  znr  Abkürsoag 

Vä«  — ft*        ^     Va«  — 1^ 

r —  =  ßf   ' =  r; 

ee  wird  dmn 


«  = 


J-*^/v7rr 


Im  Falle  einee  EoiationeelUpaoides  Uaei  aieh  andi  diese  Inte> 
gratioD  Uicht  aiurfUireo. 


§.  102. 
Snbitltotkm  neuer  Varlabelen  in  dreffiBclien  Integralen. 

Die  An^be,  womit  wir  uns  im  Folgenden  beschäftigen,  ist  ana- 
log der  in  §.  98  gelMen  nnd  betrifft  die  Dmwandlong,  welche  das 
dreUjBche  Integral 

1)  w =ffj^(^^  tff  ^)  ^^  ^y  ^^ 

erleidet,  wenn  statt  der  nnprfinglichen  Yariabelen  a,  p,  g  drei  nene 
Variabele  r,  s,  t  eingefCihrt  werden,  welche  mit  jenen  dorch  Oleichnn- 
gen  Ton  der  Form 


dt^*^ 
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verbunden  sind.  Um  diese  Substitutionen  nach  einander  vorzuneh- 
men,  denken  wir  uns  die  Gleichungen  2)  durch  drei  andere  ersetzt, 
nämlich 

3)  a?  =  9? {r,s,t\    y  =  il>i  {x,s,t\    z  =  X\  (a?.y.O; 

die  erste  derselben  ist  einerlei  mit  der  ersten  Gleichung  in  Nro.  2); 
die  zweite  entsteht,  wenn  r  aus  den  beiden  Gleichungen  ic  =  qp  (r,  s,  t) 
und  y  =  ^(r,s,<)  eliminirt  wird;  die  dritte  ist  das  Resultat  der  Eli- 
mination von  r  und  s  aus  allen  drei  ursprünglichen  Gleichungen. 
Statt  der  Variabelen  z  führen  wir  die  Variabele  t  mittelst  der  Glei- 
chung e  z=z  1^  (x,  y,  t)  ein  und  nennen  zur  Abkürzung  Fi  (a?,  y^t)  das- 
jenige, was  bei  dieser  Substitution  aus  F(x^y^z)  wird;  dies  giebt 

4)  W  =f J jFi(x,yJ)dxdy^^' 

Da  sich  aber  im  Allgemeinen  die  Form  von  Xi  (rr,  y,  t)  nicht  an- 
geben lässt,  so  muss  der  Differentialquotient  -^  =  -^  aus  den  ur- 
sprünglichen Gleichungen  2)  entwickelt  werden,  indem  man  letztere 
mit  der  Rücksicht  differenzirt,  dass  jetzt  x  und  y  als  constant  gelten» 
und  nachher  dr  und  ds  eliminirt.    Es  ist  zufolge  dieser  Bemerkungen 

or  OS  et 

und  wenn  zur  Abkürzung 

j^_d^(^  dx_djP  dx\      dil^fdx  ^_9_H  Ö9\ 
^  dr\ds'dt       dt'ds)'^  dr\ds*  dt       dt^  ds) 

8%/aqp  d^      89  ^\ 

'^d^Kds' dt~ dt'  dsj' 

8gp  d^ d^  8^ 

dr    ds        ds    dr 

gesetzt  wird,  so  giebt  die  Elimination  von  dr  und  ds 

dt  =  -r=  dz  oder  djgr  =  ■— -  dt. 
N  M 

mithin  nach  Nro.  4) 

W  =  fff^i(''>y>^)  ^  dxdydt. 

Schlömilch,  Aual^eis.  I.  31 
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Um  xweitens  statt  y  die  neue  Variabele  8  einzuführen,  benutzen 
wir  die  Substitution  y  =  il^i  (x,  s,  f)  und  nennen  F2  (x,  s,  t)  dasjenige, 
.was  hierbei  aus  Fi  (Xjy,t)  wird;  zunächst  haben  wir; 

6)  W  =J J jF^%8,t)^dx  ^äsdt. 

Dabei  ist  noch  -7~i  =  -r^  aus  den  Gleichungen  2)  herzuleiten; 

ds         ds 

es  geschieht  dies,  wenn  man  die  beiden  ersten  jener  Gleichungen 

differenzirt,  dabei  a;  und  ^  als  Constanten  betrachtet  unddfr  eliminirt. 

Hiernach  ist 

0  =  -^dr  +  ^äs, 

or  08  • 

dy  =  —dr  +  ^d8, 

und  wenn  zur  Abkürzung 


^=8r 


gesetzt  wird,  so  findet  sich 


ds  =  ^dy    oder    dy  =  ^ds 

mithin  aus  Nro.  6) 

W  =  I  I  J  F2(x,s,t)  —  dxdsdt. 

Endlich  führen  wir  statt  x  die  neue  Variabele  s  ein  mittelst  der 
Substitution  x  =  (p  (r,  Sy  t)  und  nennen  F^  (r,  s,  t)  dasjenige ,  was 
hierbei  aus  F^  (x,  s,  t)  wird.  Da  gleichzeitig  s  und  t  als  Gonstanten 
zu  betrachten  sind,  so  ist  einfach 


mithin 


dx  =  -^dr  -=  L-dr 

er 

W  =  f  f  jFz{r,8,t)Ndrd8dt. 


Beachtet  man  noch,  dass  Fz  (t*,  5,  t)  nichts  Anderes  sein  kann,  als 
was  unmittelbar  durch  Einführung  von  9  (♦'»s,^),  ^(r,s,^),  %(/,«,<) 
entstehen  würde,  so  hat  man  die  allgemeine  Formel 

7)      fffF(x,y,0)dxdyd0=rrfF((p,if,x)Ndrdsdt, 

worin  9,  ^,  %  &ns  Nro.  2)  und  N  aus  Nro.  5)  einzusetzen  sind. 

Zu  demselben  Besultate  führt  auch  eine  geometrische  Betrach« 
^ung.     Denken  wir  uns  nämlich  x^  y,  z  als  die  ursprünglichen,  r,  s,  t 


in  dreifachen  Integralen.  483 

als  neue  Coordinaten  eines  Punktes  P  im  Räume,   so    dienen    die 
,  Gleichungen  2)  zum  üehergange  von  dem  ersten  zum  zweiten  Coor- 
dinatensysteme.     Es  sei  ferner  F  (x,  y,  e)  die  Dichtigkeit   an    der 
Stelle  xyz\  es  ist  dann  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  rst  durch 

F[q>{r,s,t\  t(r,sj%  x(r,s,t)] 
zu  bezeichnen,  wofür  wir  kurz  jP'(g?,^,  ;|j)  schreiben.  Um  nun  in 
beiden  Coordinatensystemen  das  dreifache  Integral  W  als  Masse  eines 
Körpers  zu  betrachten,  kommt  es  nur  noch  auf  die  Bestimmung  des 
neuen  Yolumenelementes  an,  welches  statt  des  früheren  dxdydz  zu 
setzen  ist.  Letzteres  war  ein  Parallelepiped,  dessen  acht  Ecken  fol- 
gende Coordinaten  hatten: 

a?,y,^;    X  +  dx,y,e\    x,y  +  dy^g]    x,y,z  +  dz\ 
X  +  dx,y  -\-  dy,z\    x  +  dx,y,z  +  dz\   x,y  +  dy,e  +  dz\ 

X  -\'  dx,    y  +  dy,    z  +  dz\ 
in  gleicher  Weise  ist  das  neue  Volumenelement  ein  schiefes  Parallele- 
piped, dessen  Ecken  P,  Pi,  Pj,  P3  u.  s.  w.  die  Coordinaten 

T<tS^t\    r  -|-  dr^8\i\    t^b  ■\-  ds,i\    r, s,<  +  di  u.  s.  w. 

besitzen,  und  dessen  Inhalt,  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  seiner 
Dimensionen,  als  das  Sechsfache  der  Pyramide  PP1P2P8  angesehen 
werden  darf.  Legen  wir  durch  P  ein  Coordinatensystem  parallel  zu 
dem  ersten  und  bezeichnen  wir  die  neuen  rechtwinkligen  Coordinaten 
von  Pi,  Pg,  Pg  mit  lii^iSi,  li'^<i%i^  la^sSs»  so  ist  der  sechsfache  In- 
halt von  PPiPgPs,  also  das  Volumenelement 

=  Ii(^2f3  —  i^sW  +  nx^'ilz  —  53I2)  +  Si(&i?8  —  Is^a). 
Femer  hat  man  in  Beziehung  auf  das  ursprüngliche  Coordinaten- 
system li  =  a?!  —  X  oder,  weil  der  Punkt  Pi  durch  alleinige  Aen- 
derung  des  r  aus  dem  Punkte  P  hergeleitet  wurde, 

!.  =  (.  + |-»-.  =  |2., 

ebenso 

8«  ,        ,         'dz 

fc       ö«,  '^y .      c,       dz . 

In  den  neuen  Coordinaten  r,  s,  t  ausgedrückt  ist  also  das  Volu- 
menelement 

31* 
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de 


_  r§£  /£y  de  _dy  de\    ,    dg /de  dx  _de  dx\ 
[drXds'dt       dt'ds)  "^  drKds'  dt        dt' ds) 


+ 


de 


(dx 
\d8 


dx 
¥t 


■m 


drdsdi 


dy  _ 
dr  \ds    dt 
=  Ndrdsdt, 
wofern  man  a?,  y,  z  durch  9,  ^,  %  ersetzt.     Das  Massenelement  wird 
hiemach 

F{q>,ilf,'ji)Ndrd8dt, 

und  die  Summe  aller  Massenelemente,  d.  h.  das  dreifache  Integral 


/// 


F((p,t,X)Ndrdsdt 


giebt  dieselbe  Masse  wie  vorhin,  wenn  die  Integrationsgrenzen  für 
r,  s,^  entsprechend  der  Begrenzung  des  Körpers  gewählt  werden. 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 


8) 


W 


=ffA 


dxdyde^ 


{l  -^  ax  -^r  ßy  -\-  yeY 
worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Bedingung 
9)  0  ^x  -^  y  -\-  8  -^h 

genügenden  rc,  y^  z  beziehen  mögen.  Der  Punkt  xyz  bleibt  dann 
innerhalb  einer  Pyramide,  welche  von  den  Coordinatenebenen  und  von 
einer  vierten  Ebene  begrenzt  wird,  die  auf  jeder  Coordinatenachse  die 
Strecke  h  abschneidet.    Wir  betrachten  nun  den  Punkt  xyz  oder  P  in 


Fig.  92. 


Fig.  92  als  Durch- 
schnitt von  drei 
Hülfsebenen,  wel- 
che auf  folgende 
Weise  entstehen. 
Erstens  legen  wir 
durch  P  eine  Ebene 
parallel  zu  der  vor- 
hin erwähnten  vier- 
ten Ebene  und  nen- 
nen r  jeden  ihrer 
gleichen  Achsenab- 
Bchnitte;  die  Glei- 
chung dieser  Ebene 
ist 

x-\-y-\-ß=^r 
und  in  der  Figur  022=  n     Zweitens  legen  wir  durch  F  und  durch 
den  Coordinatenanfang  eine  Ebene,  welche  mit  den  Ebenen  xy  und 
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xe  gleiche  NeigungswiDkel  bildet,  und  nennen  <5  jeden  der  Winkel 
XOff,  XOS'\  die  Gleichung  der  Ebene  SOS'  ist  dann 

^  +  xf  =  xtan6. 

Endlich  legen  wir  eine  Ebene  durch  P  und  die  a>-Achse  und  be- 
zeichnen mit  r  den  Neigungswinkel  zwischen  der  neuen  Ebene  ROT 
und  der  rc^- Ebene;  dies  giebt 

e  =  y  tan  r. 

Insofern  die  drei  Grössen  r,  <J,  r  die  Lage  des  Punktes  P 
unzweideutig  bestimmen,  können  sie  als  neue  Coordinaten  desselben 
gelten,  und  wenn  man  mittelst  der  vorigen  drei  Gleichungen  x,  y,  0 
durch  r,  Ö,  r  ausdrückt,  so  erhält  man  folgende  Formeln  zum  Ueber- 
gange  von  dem  einen  Coordinatensystem  zum  andern: 


X 


1  -|-  tan  0 


r  tan  0  r  tan  6  tan  r 


(1  +  tanö){l  +  ta/nxy  (1  +  towö)(l  +  tarn) 

9 

Zur  Abkürzung  sei 

1  , 


\  -\-  tan6  1  +  tanx 

es  ist  dann  einfacher 

ir  =  rs,    2^  =  r(l  —  s)f,     jer  =  r(l  —  s)(l  —  i), 

und  nun  mögen  r,  s,  t  als  neue  Coordinaten  von  P  betrachtet  werden. 
Die  vorstehenden  Gleichungen  sind  von  der  in  Nro.  2)  angegebenen 
Form  und  würden,  wenn  man  die  Substitutionen  nach  einander  vor- 
nehmen wollte,  durch 

rc^l  --J)  y(i  —  0 

zu  ersetzen  sein;  man  erhält  in  jedem  Falle 

f(r)  r»  (1  —  s)  drdsdt 


W 


=lfh 


+  ars  +  /3r(l-s)e  +  yr(l-s)(l-QP 

Damit  der  Punkt  P,  vom  Coordinatenanfange  ausgehend,  alle 
innerhalb  des  Körpers  liegenden  Stellen  betrete,  muss  r  von  0  bis 
Ä,  0  von  \  Ä  bis  0,  mithin  8  von  0  bis  1,  und  r  von  \  n  bis  0,  also  t 
von  0  bis  1  ausgedehnt  werden.     Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

4  =  1  4-  ars  +  yr(l  —  s),    JB  =  (jS  —  y)r(l  —  s), 

so  ist 
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h  1  1    ' 

W  =Jr^f(r)  drf{l  —  s)  dsf- 


dt 


A  1 

2A  +  B 


=  lfrV(r)drf(l  -  8)ds 


(A  +  B^Ä^ 

w  0 

Indem  man  femer  die  Abkürzungen 

1  +  ar  =  a,    (a  —  /J)  r  =  5,    (a  —  y)r  =  c 
benutzt,  erhält  man 

A  +  B  =  a  —  b  (1  --  s),    4  =  a  —  c  (1  —  s), 
2^  +  JB  =  2a  —  (5  +  c)  (1  —  s), 
und  das  auf  s  bezügliche  Integral  wird  dann 

*(!  —  s)  [2  g  —  (b  +  g)  (1  —  g)]<?g 
,     [a-fe(l  -s)?[a-c(l  -s)P  ' 

Einführung  von  1  —  s  =  u  geht  dasselbe  über  in 

V[2a  -I-  (5  -|-  c)u]du 


ß 


ß 


~  V^cJ   \{a  —  5t*)2  ■"  (a  —  c«*)2p^  "^  a(a  —  5)  (a  —  c)' 
mithin  ist 

^"^  '^        Y  a(a  -  !>)  (a  -  c) 

Aus  8),  9)  und  10)  folgt  nun  vermöge  der  Werthe  von  a,  ft,  c, 

Ä     Ä — X     h — X — y 

■\'  y  ■\-  z)dxdy  d0 


ßß  ßf-- 


0  ö      ö  ^^  +  «^  +  /^2^  +  y^)^ 


=1/ 


r»/(r)dr 


_    (1  +  ar)  (1  +  /3r)  (1  +  yr) 

und  damit  ist  das  dreifache  Integral  auf  ein  einfaches  reduciri  ohne 
Beeinträchtigung  der  willkürlichen  Function  /. 

Die  hier  auseinander  gesetzten  Methoden  sind  auch  auf  vier- 
und  mehrfache  Integrale  anwendbar,  wie  im  zweiten  Bande  gezeigt 
werden  soll. 


Cap.  XYIL 

Diflferentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 

Variabelen. 

§.  103. 
Grundbegriffe;  Trennung  der  Variabelen. 

Die  bisherigen  Integrationen,  mochten  sie  nun  ein-  oder  mehr- 
fache sein,  bezogen  sich  immer  auf  entwickelte  Di£Ferentiale,  d.  h.  auf 
Producte  von  der  Form  f{x)dx  oder  f(x,y)dxdy  u.  s.  w.,  worin/ 
eine  bekannte  Function  der  gerade  vorhandenen  Variabelen  bedeu- 
tete. Sehr  häufig  ist  aber  nicht  unmittelbar  d6r  £>ifiPerentialquotient 
einer  Function,  sondern  nur  eine  Gleichung  zwischen  ihm  und  der 
Function  gegeben,  und  dann  kommt  es  darauf  an,  aus  dieser  Glei- 
chung die  Natur  der  Function  zu  bestimmen.  So  lässt  sich  z.  B. 
die  Frage  nach  derjenigen  Function  y  von  x  stellen,  welche  ihrem 

Differentialquotienten  gleich,  für  die  also  —^  =  y  ist;   ebenso  kann 

CvX 

man  die  Gleichung   der  Curve  suchen,  worin  an  jedem  Punkte  die 

Subtangente  gleich  der  doppelten  Abscisse,  mithin  -=-  =  ~-istu.s.w. 

dx      2x 

Alle  derartigen  Gleichungen  zwischen  eiper  unbekannten  Function 
und  einem  oder  mehreren  ihrer  Differentialquotienten  heissen  Diffe- 
rentialgleichungen; die  Aufgabe  ist  jederzeit,  sie  zu  integriren, 
d.  h.  aus  der  Differentialgleichung  eine  weitere  Gleichung,  die  soge- 
nannte Integralgleichung,  abzuleiten,  in  der  keine  Differentiale, 
sondern  nur  die  ursprünglichen  Variabelen  und  etwaige  Constanten 
vorkommen. 

Gewöhnlich  classificirt  man  die  Differentialgleichungen  nach  der 


1 

1 
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Ordnung  des  höchsten  vorkommenden  Differentialquotienten,  indem 
man  sagt,  dass  die  Differentialgleichung  von  der  wten  Ordnung  sei, 
wenn  der  höchste  in  ihr  enthaltene  Differentialquotient  von  der  nten 
Ordnung  ist.  Das  allgemeine  Schema  der  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  zwischen  zwei  Yariabelen  x  und  y  ist  demnach 

oder,  wenn  man  sich  die  Gleichung  auf  -~  reducirt  denkt, 

dx 

^^  ^  =  ~  ^^)  "^^"^  9(^,y)äx  +  tl>(x,y)dy=0. 

Bevor  wir  die  Integration  der  Differentialgleichungen  näher 
betrachten ,  wollen  wir  erst-  einen  Blick  auf  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Operation  werfen.  Sehen  wir  in  einer  Gleichung  von 
der  Form 

3)  ,5f  =  ^^-'^> 

X  und  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  an,  so  ist  zwar 
die  Natur  der  Curve  noch  nicht  bekannt,  auf  welcher  sich  derselbe 
befindet,  man  kennt  aber  die  Richtung  der  Tangente  an  dieser  Linie, 
denn  die  Gleichung  3)  giebt  tan  r  =  ;u  (a;, «/) ,  wo  r  den  Winkel  zwi- 
schen der  Abscissenachse  und  der  Tangente  am  Funkte  xy  bezeich- 
net. Geben  wir  dem  x  und  y  zwei  willkürliche  Anfangswerthe  x  =  Xo 
und  y  =  yo»  so  lässt  sich  die  Tangente  vermöge  der  Gleichung 
tan to  =  xi^Q^yo)  construiren;  auf  dieser  nehmen  wir  nahe  an  Xoyo 
einen  zweiten  Punkt  Xi  yi  und  betrachten  das  zwischen  Xq  yo  und  %  yi 
liegende  Stück  der  Tangente,  welches  to  heissen  möge,  als  näherungs- 
weise zusammenfallend  mit  der  Curve.  Von  diesem  zweiten  Curven- 
punkte  ociyi  ausgehend,  können  wir  die  vorige  Gonstruction  wieder- 
holen, also  tan ti  =  Xi^utfi)  bestimmen,  die  Tangente  ziehen,  auf 
ihr  ein  Stück  ^i  abschneiden  und  damit  zu  einem  dritten  Punkte  x^  y^ 
gelangen  u.  s.  f.  Das  so  construirte  Polygon  schliesst  sich  der  ge- 
suchten Curve  offenbar  um  so  genauer  an,  je  kleiner  seine  Seiten  t^, 
tu  ^3  etc.  sind,  und  man  ersieht  hieraus  die  Möglichkeit  einer  zwar 
näherungsweisen  aber  bis  zu  jedem  beliebigen  Genauigkeitsgrade  ver- 
folgbaren Integration  der  gegebenen  Differentialgleichung.  Man  be- 
merkt zugleich  eine  gewisse  Unbestimmtheit,  welche  in  der  Lösung 
der  Aufgabe  liegt.  Da  nämlich  der  erste  Punkt  x^y^  willkürlich 
bleibt,  so  giebt  es  nicht  eine,  sondern  unendlich  viele  Curven  mit  der 
in  Nro.  3)  verlangten  Eigenschaft;  diese  Curven  sind  im  Allgemeinen. 
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von  derselben  Natur  und  nur  verschieden  in  der  Lage  oder  in  den 
Dimensionen.  So  z.  B.  genügt  der  anfangs  erwähnten  Differential- 
gleichung —  =  —  jede  Gleichung  von  der  Form  y=yjcx,'  wo  k 

beliebig  bleibt,  d.  h.  in  jeder  Parabel  ist  die  Subtangente  der  doppel- 
ten Abscisse  gleich. 

Auch  analytisch  begreift  sich  das  Vorkommen  einer  willkürlichen 
Constante  leicht,  wenn  man  die  Differentialgleichung  entstehen  lässt, 
Differenzirt  man  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form 

F(x,  y,  k)  =  0, 
worin  Ä  eine  Constante  bezeichnet,  so  folgt 

dF  ,      ,    dF  . 

und  wenn  k  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  wird,  so  entsteht  eine 

neue  Gleichung  zwisc^ien  x^  y  und  -r^,  d.h.  eine  Differentialgleichung; 

ax 

letztere   bleibt  dieselbe,  welchen   Werth  man  auch  dem  k  ertheilt 

haben  möge.     Umgekehrt  ist  F{Xi  y^k)  =  0  die  zu  Grunde  liegende 

Integralgleichung;  soll  dieselbe  allgemein  sein,  so  muss  darin,  wie 

vorher,  die  willkürliche  Constante  k  vorkommen ;  ausserdem  würde 

man  nur  eine  specielle  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  eine  parti- 

culäre  Auflösung  der    Differentialgleichung    haben.      In   manchen 

Fällen  existirt  noch  eine  ganz  besondere,  die  sogenannte  singulare 

Auflösung;  wie  dieselbe  entsteht,  wird  sich  in  §.  108  zeigen. 

Die  Integration  einer  Differentialgleichung  gelingt  immer,  wenn 

sich  eine  Trennung  der  Variabelen  vornehmen  lässt,  d.h.  wenn 

man  die  Differentialgleichung  auf  die  Form 

4)  Xdx  +  Ydy  =  0 

bringen  kann,  wo  X  eine  Function  von  x  allein  und  F  eine  Func- 
tion von  y  allein  bedeutet.  Das  allgemeine  Integral  wird  nämlich 
in  diesem  Falle: 

5)  '  jXdx  +  jYdy—  Const.  =  0; 

man  überzeugt  sich  hiervon  sehr  leicht,  wenn  man  die  linke  Seite 
einstweilen  mit  f{x,y)  bezeichnet  und  den  in  §.  10  bewiesenen  Satz 

dx       dy  dx 

in  Anwendung  bringt;  es  ist  dann  ^—  =  X,  ^r-  =  F,  weil  in  Nro.  5) 

öx  oy 
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die  Integrationen  so  gesdiehen,  als  waren  x  nnd  y  von  dnander  nn- 

abhängige  Variabele;  man  erhält  folgKch  X  +  F  ^^  =  0,  was  mit 

dx 

der  Gleichiing  4)  übereinstimmt. 

Etwas  allgemeiner  als  die  Bifferentialgleichnng  4)  ist  die  fol- 
gende: 

6)  XiYidx  +  XiYjdy  =  0, 

in  welcher  Xi  nnd  Xj  von  y,    Ti  und  Ji  von  x  frei  sein  mögen; 

dnrch  Division  mit  X2  Y^  wird  daraus 

^  «i«  +  J  dy  =  0, 
mithin  dnrch  Integration: 

7)  /i  ***  + /t  **» = <^^««^ 

Als  geometrische  Anwendung  hiervon  behandeln  wir  das  Pro- 
blem,^ die  Cnrve  zn  finden,  in  welcher  die  Snbtangente  eine  gegebene 
Function  q>(x)  der  Absdsse  ist.  Wir  haben  in  diesem  Falle  die 
Differentialgleichung 

oder,  nach  Trennung  der  Variabelen, 

dy dx 

mithin  durch  Integration: 

ly  =  Const.  4-  I  —ßr- 

Um  auf  y  zu  reduciren,  setzen  wir  eCSwMt.  ___  ^^  ^^  gr  ^^  ^^^^  ^mSL^ 

kurliche  Constante  bezeichnet  und  erhalten 

dx 

g)(x) 
y=  Ce 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Aufgabe  behandeln,  die 


/ 


ist;  man  erhält  als  Integralgleichung: 


Curven  zu  finden,  bei  denen  die  Snbtangente  von  der  Form 


f^)  =  fw)'^^^ 
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üeberhaupt  bieten  die  Subtangenten  und  Subnormalen  der  Cur- 
ven,  als  Functionen  der  Abecissen  oder  Ordinaten  betrachtet,  feine 
ziemliche  Auswahl  solcher  leicht  zu  integrirender  Differentialgleichun- 
gen dar. 


§.  104. 
Substitution  einer  neuen  Variabelen« 

Wenn  sich  die  Trennung  der  Veränderlichen  nicht  unmittelbar 
bewirken  lässt,  so  ist  es  häufig  vonVortheil,  statt  der  ursprünglichen 
abhängigen  Variabelen  eine  neue  Variabele  durch  Substitution  ein- 
zuführen und  damit  die  gegebene  Differentialgleichung  in  eine  an- 
dere zu  verwandeln;  nicht  selten  gestattet  dann  die  letztere  jene 
Sonderung  der  Veränderlichen.  Wir  wollen  einige  allgemeine  Fälle 
dieser  Art  angeben. 

I.  Es  werde  die  Curve  gesucht,  in  welcher  der  Winkel,  den  die 
Tangente  am  Punkte  xy  mit  der  o?- Achse  einschliesst,  eine  gegebene 
Function  des  Winkels  zwischen  Radiusvector  und  Abscissenachse  ist, 
also  nach  der  bisherigen  Bezeichnung 

r  =  F(d). 
Da  zufolge    der  gegebenen  Bedingung   auch  tcmr  eine  bestimmte 
Function  von  fand,  etwa 

tant  =  q)  (tan  ff) 

sein  muss,  sb  hat  man  bei.  rechtwinkligen  Coordinaten  die  Differen- 
tialgleichung 

').  '/.=<)' 

welche  im  Allgemeinen  keine  Sonderung  der  Variabelen  zulässt.  Setzt 
man  dagegen  ^  =  t  oder  y  =z  xt,  wo  t  eine  neue  abhängige  Varia- 

X 

bele  bezeichnet,  so  wird  aus  Nro.  1) 

2)  ^_  +  «  =  <p(Ooder^^— ^  =  -. 

und  hier  sind  die  Variabelen  getrennt.     Die  Integration  liefert  jetzt 
eine  Gleichung  von  der  Form  '^{t)  =^lx  -f-  Gonst,,  und  wenn  man 

statt  t  seinen  Werth  --  wieder  einsetzt,  so  gelangt  man  zu  der  ge- 

X 

suchten  Integralgleichung. 
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Soll  z.  6.  r  =  2  d  sein,  so  folgt 

2  fand 


tanz  = 


oder 


dy  _ 
dx 


1  —  tan^  (f 


2t 

X 


-  ar 


die  erwähnte  Substitution  giebt 

1  —  <g         _  dx 

mithin  ist  durch  Integration 

It  —  1(1  4- 1^)  =  lx  •{■  Comt. 


Setzt  man  Const, 


so  erhält  man 


oder 


2cy 


X 


2  +  3/2,  y  ==  c  ±Vc^  —  aj2. 


Die  gesuchte  Curve  ist  also  ein  mit  dem  willkürlichen  Halbmesser 
c  beschriebener  Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  im  Goordinaten. 
anfange  berührt. 

Gleichungen  von  der  Form  1)  werden  homogene  Differential- 
gleichungen genannt,  weil  in  ihnen  zwei  gleichartige. Grössen,  wie 
dort  die  Tangenten  zweier  Winkel,  vorkommen.  Ein  ferneres  Bei- 
spiel  hierzu  ist  folgendes. 

In  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  unbekannten 
Fig.  93.  Curve  sei  OM=^x,  MP=y  (Fig.  93); 

aus  M  beschreibt  man  mit  dem 
Radius  MP  einen  Kreis,  legt  an  den- 
selben von  0  aus  die  Tangente  0  §, 
zieht  durch  den  Berührungspunkt  Q 
parallel  zur  a;-Achse  eine  Gerade,  welche 
die  3/ -Achse  in  It  schneidet,  und  ver- 
bindet endlich  B  geradlinig  mit  P; 
man  verlangt,  dass  BP  die  Curve  in 
P  berühre.     Die  Construction  giebt 
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« 

X 

und  da  andererseits  bei  jeder  Curve 

OB  =  y  : —  xtant 
ist,  so  hat  man  die  Differentialgleichung 

dx  X 

oder 


dx       X        X    y  \x/ 


Mittelst  der  Substitution  y  z=  xt  wird  hieraus 

x^  =  --t VT=n^ oder  -    ,/^         =  ^ 
und  durch  Integration 

wobei  a  eine   willkürliche  Gonstante  bezeichnet.    'Nach  Restitution 
des  Werthes  von  t  erhält  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

X  +  Vx^  —  y^        X     ^  2ax^ 

=  —  oder  y  = 


y  a  ^       a^  +  x^' 

wonach  dieselbe  leicht  zu  construiren  ist. 

U.    Die  Substitution  y  =  xt  leistet  auch  bei  der  nicht  homo^ 
genen  Differentialgleichung 

gute  Dienste;  es  wird  nämlich 

WO  nun  die  Variabelen  getrennt  sind,  so  dass  die  weitere  Rechnung 

wie  vorhin  gefuhrt  werden  kann. 

Verlangt  man  z.  B.  diejenige  Curve,  für  welche   die  von  der 

Tangente  am  Punkte  xy  auf  der  ^- Achse   abgeschnittene  Strecke 

x^   . 
=  —  ist,  wobei  h  eine  gegebene  Lmie  bedeutet,  so.  hat  man  die 

Differentialgleichung 
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oder 


^       '^  dx       h^y 


dy        y        x^    l 

dx       X       ^^  y^ 

X 

Nach  dem  obigen  Yerfiibren  giebt  dies 

dt      *       x^    \     ^'^^  xdx 

X  —  ^ • —  oder  tat  =  —  • 

dx  h^    t  h^  ' 

femer  durch  Integration,  wenn  die  Constante  =  — --  gesetzt  wird, 

2  0^ 


«  —  —  —  -L  —        —  g  V  gg  —  x^ 

Unter  Benutzung  eines  mit  dem  willkürlichen  Radius  a  beschriebe- 
nen Kreises  ist  die  Curve  leicht  zu  constmiren;  sie  hat  eine  ähnliche 
Gestalt  wie  die  Lemniscate. 

IIL  Um  noch  eine  andere  Substitution  am  zeigen,  betrachten 
wir  die  Differentialgleichung 

dy  ^f(x)(p(Vx^  +  y2)  ^x 
^  dx  y 

•oder 

Setzt  man  hier 

x^  +  y^  =  r>, 
so  folgt  durch  Differentiation 

X  +  y^  =  r—, 
dx  dx 

und  aus  Nro,  6)  wird  einfacher 

7)  ^  Ji—  ^^^^ ^^^^  ""^^"^  -^  =^ f(p^)dx, 

wo  nun  die  Sonderung  der  'Variabelen  ausgeführt  ist. 

Verlangt  man  z.  B.  die  Curve,  bei  welcher  das  von  der  Normale 
auf  der  o^-Achse  abgeschnittene  Stück  in  constantem  Verhältnisse  zum 
RadiuBvector  steht,  so  hat  man,  wenn  s  die  gegebene  Verhältnisszahl 
bezeichnet, 
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X 


+  y^^  =  eVx'  +  y^: 


Die  obige  Substitution  giebt 

dr  . 

dx 
welches  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist,   wenn  ein 
Brennpunkt  zum  Goordinatenanfaug  und  die  Hauptachse  zur  d>>Achse 
genommen  wi^d. 


§.  105, 
Substitution  zweier  neuen  Variabelen* 

I.    Eine  ziemlich  allgemeine  und  häufig  vorkommende  Differen- 
tialgleichung ist  die  folgende 

1)  ^£  +  Xy  +  X,  =  0, 

worin  X  und  X^  irgendwelche  gegebene  Functionen  von  x  bedeu- 
ten. Die  Substitution  y  =  xt  würde  hier  zu  keinem  Resultate  fuh- 
ren, man  versucht  daher  eine  allgemeinere  Substitution,  indem  man 
sich  y  als  Product  zweier  neuen  Variabelen  u  und  v  denkt.  Setzt 
man  demgemäss 

«N  dy  du    ,       dv 

2)  y  =  „^.     _=«-   +   «-, 

80  erhält  man  aus  Nr.  1)  die  neue  Differentialgleichung 

Diese  isi  erfallt,  wenn  die  noch  unbekannten  Functionen  u  xmiv  den 
zwei  Bedingungen 

«\  du    ,    —  _         dv    ,    ^         ^ 

^)  5^  +  ^«  =  o.  «5^  +  ^  =  0 

genügen.  Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt  durch  Sonderung  der 
Variabelen  und  Integration 

du  C 

—  =  —  Xdx^    lu  =  —   /  Xdx  +  Ä, 

oder  wenn  e^  =  B  gesetzt  wird, 


AoB  'ier  AmtäitsiL  GFjäfAaag  bt  Szii.  3y  Juigt  unter  B**niitjung  <ies  fir 


pr  =  «7  kt  Koo.  Boek  4>  und  5>.  warn  £  .  CansL  ^  C  ^e^ 


«)  ,  =  (e-^'*-j  (c-JxJ^''  ä.y 


Bräpielsw'ciB  saefcoi  wir  £e  Cum,  bä  w^cbo"  das  Tnt  dio' 

Taageste  aaf  der  j»-.Aeiiae  abgeaciiiiitd^eae  StS^  =  Vax  —  y  iit. 
Die  DifigwitialgtrintiTnig  laocet  in  diesem  Falle 

Mittelst  der  Fotsid  6;  «halt  man 

oder  Bttdk  AurfahnBig  der  Litegratioii  und  wenn  C  =  —    gesetzt 

WlfOy 

2 


Die  lietrdEBiide  Corre  ist  äbrigens  mittelat  zweier  Parabeln  leäeki  za 
60fistiicrexu 

IL    Auf  die  Di&rentialgleicluing  1)  lässt  sicii  die  folgende 

7)  f(z)  ^  +  Xfiz)  4-  X,  =  0 

znr&ckf  oliTen  y  womif(ß)  eine  gegebene  Function  Ton  z  allein  nnd 
f(z)  ibte  nacli  g  genommene  Baririrte  bedentet.     Setzt  man  nämlich 
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8)  f{ßs)  =  y  m\i\anf{e)dz  =  dy^ 
80  erhält  man  die  neue  Gleichung 

welche  ganz  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  Das  Integral  von  Nr.  7) 
ist  daher  nach  6)  und  8) 

9)  f{z)  =  fe-'f^^A  (c  —   /"xoeA^'e?»)- 

Zu  der  in  Nr.  7)  betrachteten  Form  gehört  z.  B.  die  Differen- 
tialgleichung 

ax        m  m 

was  man  sogleich  bemerkt,  wenn  man  dafür  schreibt 

ax 
Hier  ist/(jer)  =  z^  also  die  Integralgleichung  von  Nro.  10) 

11)  ^  =r  (e-f^^A  (c  —  fXoJ^^'dxY 

Setzt  man  in  Nro.  10)  w  =  1  —  n  und  lässt  (1  —  n)X  an  die 
Stelle  von  X,  ebenso  (1  — n)Xo  an  die  von  Xo  treten,  so  hat  man 
die  Differentialgleichung: 

12)  ^  +  Xe  +  X^e^^O 
und  als  zugehörige  Integralgleichung: 

13)  ^i-«  =  (c~^^-»>/^^')  je  —  (1  -  n)  /"Xoe^^-"^/-^''*  dxl  • 
Ist  z.  B.  gegeben 

80  findet  sich  nach  Nro.  13),  falls  a^  1  ist, 

1  —  a 


"  c(l  — a)a^  4-  6«' 


und  für  a  =  l 


»(o  4"  ^'*) 


Schlömilch,  Analyais.    I.  82 
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§.  106. 
Vom  integrirenden  Factor. 

L  Ausser  dem  Falle,  wo  die  Trennung  der  Yariabelen  zu  er- 
reichen ist,  giebt  es  noch  einen  zweiten,  in  welchem  eine  Differen- 
tialgleichung Yon  der  Form: 

1)  q>(x,y)dx  +  i\){x,y)dy  =  0 

allgemein  integrirt  werden  kann.  Erkennt  man  nämlich  in  der  lin- 
ken Seite,  für  sich  allein  betrachtet,  das  totale  Differential  einer 
Function  f(x,  y),  ist  also 

q>(x,y)dx  +  ifix,y)dy  z=^dx  +  ^  dy  =  df, 

so  kann  die  Gleichung  1)  liur  dann  bestehen,  wenn/(a?,j^)  =  Const. 
ist,  und  damit  hat  man  unmittelbar  die  gesuchte  Integralgleichung. 
So  z.  B.  wird  man  der  Differentialgleichung 

^^y  +  ydx=  0 
auf  der  Stelle  ansehen,  dass  sie  mit  der  Gleichung  d{xy)  =  0 
einerlei  und  folglich  xy  =  Const.  ihr  Integral  ist  —  Soll  aber  die- 
ses Verfahren  einen  wissenschaftlichen  Werth  erhalten,  so  sind  offen- 
bar zwei  Aufgaben  zu  lösen;  man  muss  erstlich  ein  Criterium  an- 
geben, mittelst  dessen  sich  entscheiden  lässt,  ob  die  linke  Seite  der 
Gleichung  1)  ein  vollständiges  Differential  ist  oder  nicht,  und  man 
hat  zweitens,  wenn  das  Letztere  der  Fall  sein  sollte,  die  zu  Grunde 
liegende  Function /(o;,  y)  und  damit  die  Integralgleichung  selbst  zu 
entwickeln.  Zur  Lösung  dieser  Aufgaben  dienen  folgende  Erör- 
terungen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1),  oder  kurz  der  Ausdruck: 

(p,dx  +  ^.dy 
ist  mit  dem  totalen  Differentiale  von/,  d.  h.  mit 

,f  dx  +  ^  dy 

ox  cy 

jedenfalls  identisch,  wenn  die  Gleichungen 

stattfinden;  differenzirt  man  die  erste  derselben  partiell  in  Beziehung 
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auf  y  und  die  zweite  partiell  in  Beziehung  auf  x,  so  entstehen  die 
neuen  Gleichungen: 

dydx        8y  '    dxdy        dx* 
deren  linke  Seiten  identisch  sind  (Formel  5  in  §.  15);  es  muss  daher 

2)  8^  _  8^ 

dy        dx 

sein,  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  bildet  q>,dx-\-ilf.äy 
das  vollständige  Differential  von  /.    Um  die  letztere  Function  zu  be- 

stimmen,  erinnern  wir  an  die  Gleichung  ^~  =  a>;  aus  ihr  folgt 

ox 


f^J^. 


dx  +  K, 


wo  sich  die  Integration  auf  x  allein  (bei  constant  gelassenem  y)  be- 
zieht und  K  eine  Constante  bezeichnet,  die  von  x  frei  ist,  demohn- 
geachtet  aber  y  enthalten,  also  eine  Function  von  y  sein  kann.  Sie 
bestimmt  sich ,  wenn  man  die  Gleichung  partiell  in  Beziehung  auf  y 
differenzirt,  wodurch 

dy       J  dy  dy 

entsteht;  dies  muss  mit  ^  einerlei  sein  und  man  hat  daher 

folglich 

K=  G  +  Ji^.dy  —  JdyJ^  dx. 

In  den  früheren  Werth  von  /  substituirt ,  giebt  dies  die  Integral- 
gleichung/=  0,  nämlich: 

3)  C  +  J(p.dx  +Ji^.dy^JdyJ^dx  =  0, 

worin  die  angedeuteten  Integrationen  jederzeit  partiell  auf  die  Ya- 
riabele  zu  beziehen  sind,  deren  Differential  unter  dem  Integral- 
zeichen vorkommt. 

So  ist  z.  B.  die  in  Nro.  2)  angegebene  Bedingung  bei  der  fol- 
genden Differentialgleichung  erfüllt: 

(ai^  +  y)dx  +  {!y'^  +  x)dy=0, 
nämlich : 

32* 


V"''  ^'<y     .♦      ^»•-     ^    -Ai^ 


>fM^       4*M^'    >'*^     *^      5*^       ft         -      -r 


A 


z' 


lif.'tf        .    /*  - /,  r/ — I  -    — TT  -  rjr 


«  —  - 


/?,    fxf  >4vm  4(»K^  -t*?!^  t'4^\  7/vrJfcv.juiwMr   '^a»  «n*  TiÄcaitail- 

W^f  ff  ^  f^f^  %  V '\t^^:^^rtv*(t*  ^^^  Z  mA  ^  \0tf3bf^xj>fXL^  w  wird  wasa. 
A^h  iifm^>mf'^fhi*\rf,U:f^  Vn^/iff  %  w^fyijwswa,  w<nl  die  rtcfetc  Seite 
---  /;,  jjj  Ä^/^^Ff  t^/n  5J«>/<  ^^»^i/Kvia»  »tj  m  d«r  niomf^^^gat  Glei- 
^htthif  f,4f/y  f  t^z^/j^  0  \M^H  dl^^^  llnk^^^U  kein  ToHäitiadigeM 
thft^^dffti  tft^Uf  ftffd  fM*^  tiftAH  di^  Oleiehiing  2>  nicKt  «titl-  Ans 

Ahf  (]flHi/.Umf(    '         (Wßd,  «<  ih  folgt 

h(\hf  \ 

ydx  —  xäy  -r.  0; 

)ff  At^r  htft^4tft  Vorffi  li^i  rnim  litihsr  Hand  ein  Tolbtändiges  Differen- 
t)n\  und  )h  rttir  l'hui  Ui  iiijr;li 


in  (1f<t'  MW^II'i^n  Kdrm  dAgit^on  Ui  dio  linko  Soiio  durch  Yerlnst  des 

1 


KUffiniimilmfllhtlion  KmtiorM  ^  ^  ku  einom  unvollstilndigen  Differential 
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geworden  und  die  Gleichung  2)  trifft  nicht  mehr  zu.     Wenn  nun 
überhaupt  die  in  der  Differentialgleichung 
5)  q) .dx  -{-  tl^.dy  =  0 

vorkommenden  Functionen  der  Bedinjrunff  7~  =  r—  nicht    genü- 

oy        ox  • 

gen,  so  ist  doch  die  vorige  Integrationsmethode  immer  noch  anwend- 
bar, sobald  sich  der  sogenannte  integrirende  Factor  %  finden  lässt, 
nach  dessen  Zusatz  die  Gleichung  5)  inNro.  4),  d.  h.  in  ein  vollstän- 
diges Differential  übergeht;  man  kann  nämlich  <p  ,j(^==  91,  ^ .  j|r  ==  ^1 
setzen  und  dann  mit  9)1  und  ^1  ebenso  wie  vorhin  mit  q>  und  ^ 
operiren.     Der  Factor  %  muss  aber  so  beschaffen  sein,  dass 

dy  dx 

ist;  entwickelt  man  diese  partiellen  Differentialquotienten,  so  wird : 

»)    ■     ^lf-ll  +  (lf-l!)«=»- 

Die  Aufsuchung  des  integrirenden  Factors  erheischt  demnach  selbst 
wieder  die  Integration  einer  Differentialgleichung,  und  da  letztere 
meistentheils  verwickelter  als  die  ursprüngliche  Differentialgleichung 
ist,  so  hat  man  im  Allgemeinen  keinen  sonderlichen  Gewinn  von  die- 
sem Verfahren ;  doch  schlieest  dies  nicht  aus,  dass  in  speciellen  Fällen 
die  Kenntniss  der  Gleichung  6)  von  Nutzen  sein  kann« 
Ist  z.  6.  die  gegebene  Differentialgleichung: 

7)  (Xy  +  Xo)dx  +  dy  =  0, 

wo  X  und  Xo  Functionen  von  x  allein  bezeichnen,  so  ist  die  Glei- 
chung 6): 

man  kann  ihr  dadurch  genügen,  dass  man  sich  %  als  Function  von 

X  allein  denkt,  wodurch  ;r^  z=z  0  und 

oy 

^p  +  Xx  =  0,     ^  =  Xdx, 


Xdx,         X  =  e 


fXdx 


wird.     Die  nunmehrige  Differentialgleichung 

fXdx  fXdx 

(Xy  +  Xo)e  dx  +  e        dy  =  0 


^0A  C^  XVIL  ^  mr.    DhTerinrtialgfrifffannemi 

egMt  itt  der  Tbat  «üe  Be&ifmi^  dio'  fatepgTihiThäfc  Tin,  ^, 

gesetzt  wird;  js^isai  i«t: 


/tat 

'  «Ijp  :^  y  /  X 

jr  J 

fwd  0i>  «vgidbt  iidi  als  Integral gieidimig  ywi.  3rni.  7): 

fxix  r       /xjx 

a)  c  +  3P^      -h  y  x^^      rfx  =  0, 

gie  kt  (fiei^b^  wdeiie  auf  aii<i»eBi  Wege  in.  §..  lOo  g«funilpa 


§^  107, 


Ir    Wir  Inbeii  tMsiier  «^die  BiiferwitiaT^gicluiiigqi  errter  Ord- 

mmg  heÜMMdeHf  ia  deaiea  snr  die  «sten  Poteum  t<hl  jp  snd  ^ 

T<>rkaiaeiif  wekhe  also  rftdktiehtHdi  dieacr  Amdrnd»  ^on  csrsfcoi 
Orade,  oder^  wie  man  häufig  sagt,  linear  warea;  wenn  dag^^can  die  ge- 

geben«  I>>mre»^ä^|^^dwng  Iidhere  Poienaeo  Tim  -;=^  enthält,  so  ist 

M  Tön  der  Fövm 

wöTOk  Ztf^i**'*  ^«—1*  <^  Fnnettonen  Ton  i?  vnd  jf  bezeidinen. 
}Mh»  'Mtn^Mf^  M«ji  darbietende  Verfahren  zur  Integration  einer  der- 
artige» IH/fereniialgl^ehong  beateht  darin,  daas  man  die  Gleichung 

in  hwwhang  aof  —  als  Unbekannte  anfldrt,  wodurch  man  im  All- 
gemeinen n  TeriK^hiedeneWerihe/],/;,  •••/«,  sammtlich Functionen 
TCdi  ü?  nnd  Pf  erh&lt  und  naehher  die  n  DifSerentialgleichungen 
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^^  Tx-f^'  Tx- f^' "  "  Tx- ^* 

einzeln  nach  den  vorigen  Methoden  integrirt.     Nennen  wir 

3)  9i(a?,y,  Ci)  =  0,     ^i%{x,y,  Ca)  =  0,  •  •  •  9)„(a?,3^,  0«)  =  0 

die  Integndgleichimgen  jener  n  Differentialgleichungen,  so  ist  jede 
von  ihnen  auch  eine  Auflösung  der  ursprünglichen  Differentialglei- 
chung, und  die  allgemeinste  Lösung  entsteht  nun  durch  das  Product 

4)  91  (a?,  y,  Ci) .  9>2  {x,  y,G^ 9nfa?,  y,  0„)  =  0. 

Die  Allgemeinheit  dieser  Gleichung  wird  ührigens  nicht  beeinträch- 
tigt, wenn  man  Ci  =  C^  •  •  -  =  C»  =  0  nimmt;  denn  setzt  man 
der  Reihe  nach  jeden  einzelnen  Factor  des  obigen  Ausdruckes  =  0 
und  giebt  dem  C  alle  möglichen  Werthe,  so  erhält  C  unter  Anderem 
auch  die  Werthe  Ci,  C2,  .  .  .  C«  wieder. 

Beispielsweise  sei  die  gegebene  Differentialgleichung.: 

Die  beiden  einzelnen  daraus  entspringenden  Differentialgleichungen 
sind  in  diesem  Falle: 

dy       yTxy  _  ^      dy    ,    Vxy  _  ^ 
dx  a  dx  a 

und  die  Integralgleichungen  derselben: 
das  allgemeine  Integral  ist  folglich: 

(v7+«-i'-#)(v?+c.  +  r-^)=o, 

oder,  wenn  Ci  =  G2  =  0  genommen  wird. 


6)  (Vy  +  cy-l^,  =  0. 

II.  Das  beschriebene  Verfahren  verliert  seine  Brauchbarkeit 
wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sehr  verwickelte  Aus- 
drücke oder  gar  nicht  angebbar  sind;  es  ist  dann  häufig  vortheil- 
haft,  die  Gleichung  1)  auf  y  oder  auf  x  zu  reduciren,  d.  h.  ihr  eine 
der  folgenden  Formen  zu  verleihen 


^J. 


=  ^      — 


xn 


■     ■C'^TMm»^ 


^) 


iT  = 


•4>'. 


^  #» 


<L  b.  ein«  DJJEbBWgrMigif^f'inmg   swikl 
aod  ^;  <iiiiek  LstqgEa&on  ruigt  iacaas  -am;  ■^-^rr^..ir.?r 
/fjp,  ^,  C)  =  0,  welche  mit  jt  =  ^  .r   *      ^«sr-^oöf*«! 
am  durch  Eümmatioa  T<m  /  wl  dui«r  .-.täi^im^ 
m  gekügen. 

Ist  dagegen  die  gegvb^me  Piffqcnnua^zitac 
X  =  y(y,y')  gebracht»  w>  wird 

oder,  wotiti  mau  die  Bessiehotig 
in  Anwendung  bringt, 

Uleae  Differentialgleiohung  enthftlt  nur  y  und  y,  ihr  Integral  ist 
daher  vow  der  Form  Vfjy^jf^  C)  =  0,  und  wenn  man  s wischen  dieser 
uud  der  vorigen  Qleiohung  »  =  V{jf^  f/)  die  Yariahele  f/  eliminirt, 
so  ergiebt  sieh  das  Integral  der  arsprängliehen  DifferentialgleichaDg. 

Sei  spiel*  Eine  Gerade  von  unveränderlicher  L&nge  a  bewege 
sich  I0|  dass  der  eine  Kndpunkt  auf  der  Absoissen«,  der  andere  auf 
der  Ordinatenaohse  furtgleitet ;  man  sucht  die  Gorve,  welche  yon 
jener  Geraden  während  der  ganien  Bewegung  berührt  wird«  Nennen 
wir  9  und  j^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Curvenpnnktee, 
so  muBs  duu  awisohen  die  Ooordinatenaohaen  fallende  Stack  der  an 
»y  gelegten  Tangt^nte  conatant  =  a  sein;  diese  Bemerkung  liefert 
d  ie  l)ifferentialgleichung : 


inJ^K  auf  y  reducirt: 
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11)  y  =  x^  ~    ..^f      ■ 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  gieht  nach  beiderseitiger  He- 
bung von  ^': 

12)  0=L-,,       "     ,     \^/, 

'      V  (1 + m  ^=' 

und  daraus  folgt  entweder 


^  =  0. 


13)  ^  ==  0,   oder  x  —     .  =  0. 

dx  V(l+?¥ 

Die  erste  Gleichung  giebt  'if  =^G  und  durch  Substitution  inNro.  11): 

y  =  Cx  —  -.  , 

Vi +  02 

d.  h.  eine  Gerade,  was  in  der  That  richtig  ist,  da  alle  Tangenten  an 
einer  Geraden  mit  letzterer  zusammenfallen  und  im  vorliegenden 
Falle  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  Geraden 
=  a  ist.     Die  zweite  Gleichung  in  13)  liefert: 


V  na  —  a;8 


a 
'    a3  —  (xß 

y  = — —1 — 


mithin  durch  Substitution  in  Nro.  11): 

/  I  l\8 

y  =  —  ( as  —  a:8  )•• 

Die  beiden  Integrale  der  Differentialgleichung  sind  daher: 

aC  9  9  3 

y  —  Cx  +  ,,  =  0  und  aß  +  w»  —  o«  =  0. 

Vi  4- 02 

III.    Auch  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Di£Perentialgleichung 
auf  die  homogene  Form 

14)      y"  +  Fi(^)y"-'  +  ^»(fV""'  +  •••• 

.•.+i^»-x(fy+i^.(f)=o 

gebracht  werden  kann,  hat  die  Integration  meistens  keine  Schwierig- 

y 

keiten.    Es  liefft  nämlich  sehr  nahe,  —  =  ^  zu  setzen,  wodurch  die 

°  x 

Gleichung  sich  unter  die  allgemeine  Form: 

15)  /(y',0  =  0 

stellt,   die  man  entweder  in  Beziehung  auf  ^  oder,  wenn  dies  um- 
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ständlich  wäre,  nach  t  auflösen  kann,  wodurch  man  entweder  ^ 
=  q)(t)  oder  t  =  ^(^)  zum  Resultat  erhalt.  Andererseits  ist  we- 
gen y  =  xt: 

dp  ^*    ,    a       j        *  ^^ 

— ^  s=r  X  -t-   *.      U   —  t  =  X 

dx  dx^    '    ^  dx 

und 

dx  dt  ' 


X  ~  y —t 

Hat  man  |/  durch  i  aasgedrückt,  so  enthält  die  rechte  Seite  nur  ^, 
war  aber  t  durch  y  ausgedrückt,  so  kommt  rechter  Hand  nur  %f  vor; 
in  jedem  Falle  sind  die  Variabelen  gesondert  und  es  ist 

,6,  „  =  /-^, 

oder  auch 

17)  u=-l(3/-f)^  J^L-, 

und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  die  zweite  be- 
nutzen, jenachdem  f/  durch  t  oder  t  durch  ^  ausgedrückt  ist.  Im 
ersten  Falle  giebt  die  Integration  ein  Resultat  von  der  Form  Ix  = 
X(f)  -{-  Comt  und  man  braucht  nur  für  t  seinen  Werth  einzusetzen; 
im  zweiten  Falle  ist  dasErgebniss  von  der  Form  lx  =  x(t/)  +  Ganst, 
und  es  bedarf  noch  der  Elimination  von  y^  aus  der  vorstehenden  und 
der  ursprünglichen  Gleichung. 

Sucht  man  z.  B.  die  Curve,  deren  Bogen  8  mit  den  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x  und  y  des  Endpunktes   durch  die   Gleichung 

5  =  V^2ajy,  oder 

JVl-\-y*^dx  =  V2xy 
verbunden  ist,  so  lautet  die  Differentialgleichung: 

für  y  =  xt  findet  sich  hieraus:  « 

^  =         2t -1      ■■•    y  -*=    VäJ-l   ' 
die  Gleichung  16)  wird  daher  im  vorliegenden  Falle: 


Ix 
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Hier  ist  die  noch  ührige  Integration  durch  Wegschaffung  des  Wur- 
zelzeichens (t  =  u^)  leicht  auszuführen  und  giebt : 

in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  daher  für  t  =  ^    die    Gleichung 

X 

der  Cunre: 

1 

wobei  e+  ^  =  c  gesetzt  wurde.     Zur  Construction  der  Curve  würden 
übrigens  Polarcoordinaten  bequemer  sein. 

Für  ein  zweites  Beispiel  sei  s  =  V  mx^  +  ny*,  also  durch  Dif- 
ferentiation 

Vfnx^  +  ny^ 
und  vermöge  der  Substitution  y  =  xt 

Vm  +  nt^ 
(m  +  nt^)  (1  +  y »)  =  (w  +  nty')K 
Diese  Gleichung  ist  in  jedem  Falle  leicht  auf  j/  oder  t  zu  reduciren ; 
am  einfachsten  wird  die  Sache  f ür  n  =  1,  man  findet  n&mlich 

'-'  = Y^ 

und  nach  Formel  16) 

V 


_      Vm         r      dt 


Vm— 1 


l{t  +  Ym  +  P)-^C, 


oder,  wenn  C  ^=  la  gesetzt  wird ,  wo  a  eine  neue  willkürliche  Con- 
stante  bezeichnet 

Ym 


Ym-l 


£_  fy  +  V  wa;g  +  y^\ 
a  ~\  X  ) 

Es  ist  übrigens  nicht  schwer,  die  Gleichung  auf  y  zu  reduciren;  für 
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M  =  I  2L  B^  «ttd  wenn  man  zar  Tereinfaehimg  |a  «n  die  Stelle  Toa 
a  treten  lässt,  hat  man 


§.  108. 
Die  «iogiilireii  AnfloffongeQ  der  TOfiTerentialglefcIniTigai. 


In  dem  Abflcbnitte  U.  dea  yorigen  Paragraphen  b^egneten  wir 
der  eigenthnmlichen  Erscheinnng,  dass  eine  Differentialgleichnng  zwei 
Anfldrangen  znlieas,  Ton  welchen  die  erste  eine  wüllrärliche  Constante 
enthielt,  die  zweite  nicht;  ans 

folgte  nämlich: 

^  aC  «11 

p  —  iyX       y  mid  auch  a^  +  y»  =  ßs. 

Da  nnn  das  erste  Integral  insofern  das  allgemeinere  ist,  als  es  eine 
winirarliche  Constante  C  besitzt,  so  sollte  man  erwarten,  dass  das 
zweite  Integral  für  irgend  einen  speciellen  Werth  von  C  ans  jenem 
hervorgehen  müsste;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall  und  man  mnss  da- 
her die  zweite  Auflösung  als  eine  in  ihrer  Art  einzig  dastehende  be- 
trachten. Wie  nun  eine  solche  besondere  oder  singulare  Auflösung 
einer  Diflerentialgleichung  mit  dem  allgemeinen  Integrale  zusammen- 
h&ngt,  wird  aus  folgenden  Bemerkungen  erhellen,  die  wir  an  die  geo- 
metrischen Betrachtungen  in  §.  29  knüpfen. 
L  Die  gegebene  Diflerentialgleichung  sei 

1)  /(«•y,3/)  =  o. 

und  ihr  allgeineines  Integral  möge  als  bekannt  vorausgesetzt  werden, 
nämlich 

2)  F(a?,y,C)  =  0; 

man  kann  sich  dann  die  letztere  Gleichung  als  Gleichung  deijenigen 
Gunre  denken,  von  welcher  jeder  Punkt  die  durch  Nro.  1)  bestimmte 
Eigenschaft  besitzt.  Die  Gleichung  2)  charakterisirt  aber  nicht  eine 
einzelne  Curre,  sondern  vielmehr  eine  ganze  Schaar  von  Gurven, 
welche  dadurch  entstehen,  dass  man  der  willkürlichen  Gonstanten  C 
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alle  möglichen  Werthe  gieht  Zwei  aufeinander  folgende  individuelle 
Curven  dieser  Art  lassen  sich  durch  die  beiden  Gleichungen 

F{x,  y,  k)  =  0,    Fix,  y,  h  +  dh)  =  0 

oder  auch  durch  die  daraus  folgenden  Gleichungen 

darstellen,  und  es  hat  nun  jeder  Punkt  der  einen  sowohl  als  der  an- 
deren Curve  die  Eigenschaft  1).  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  aucb 
dem  Durchschnitte  beider  Nachbarcurven  zu,  falls  ein  solcher  existirt; 
sie  gilt  endlich  auch  für  die  aufeinander  folgenden  Durchschnitte 
je  zweier  Nachbarcurven,  welche  entstehen,  wenn  man  dem  k  alle 
möglichen  Werthe  giebt.  Nach  §.29  heisst  dies:  wenn  der  Glei- 
chung 1)  die  Curve  F(x,y,k)  =  0  genügt,  so  genügt  jener  Glei- 
chung auch  die  einhüllende  Curve,  welche  der  stetigen  Aende- 
rung  des  k  entspricht.  Ausser  dem  allgemeinen  Integral  erhält  man 
also  noch  ein  singuläres,  wenn  man  k  aus  den  Gleichungen  3) ,  oder 
C  aus  den  Gleichungen 

eliminirt.  Selbstverständlich  braucht  eine  solche  singulare  Lösung 
nicht  nothwendig  zu  existiren;  sie  wird  fehlen,  wenn  jene  Sohaar  von 
Curven  keine  Einhüllende  besitzt. 

Die  vorige  Regel  zur  Aufsuchung  des  singulären  Integrales 
lässt  sich  auch  rein  analytisch  auf  folgende  Weise  begründen.  Um 
•die  Kichtigkeit  der  Gleichung  2)  zu  prüfen,  würde  man  letztere 
differenziren  und  nachher  aus  den  Gleichungen 

5)  F=Ound;r-  =  -^+-r---^  =  0 

.  dx        ox        oy  dx   • 

die  willkürliche  Constante  C  eliminiren,  weil  0  nicht  in  Nro.  1)  vor- 
kommt. Diese  Elimination  geschieht  am  natürlichsten  so,  dass  man 
die  Gleichung  F  =  0  nach  C  auflöst  und  den  gefundenen  Werth  in 
die  zweite  Gleichung  einsetzt.  Bei  der  Auflösung  von  F  =  0  er- 
scheint aber  ein  Resultat  von  der  Form  C  =  9  (a?,  y)  und  daher  ist 
im  Allgemeinen  C  als  Function  von  a;  und  ^anzusehen;  beachtet  man 
dies  bei  der  Differentiation  der  Gleichung  F  =  0,  so  hat  man  voll- 
ständiger 

dF_dF^dFdydF^dC^ 
^^  dx~  dx'^  dy  dx^  dC  dx' 

Die  Elimination  von  G  aus  F  =  0  und  Nro.  6)  kann  aber  nur  dann 
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zu  demselben  Resultate  (Nr.  1)  führen  wie  die  Elimination  von  C 
aus  den  Gleichungen  5),  wenn  die  Gleichung  6)  mit  der  zweiten 
Gleichung  in  5)  übereinstimmt,  d.  h.  wenn 

dC 
ist.     Dazu  gehört  entweder  ■— -  =  0  d.h.  C=  C!onst.j  wodurch  man 

ax 
auf  das  Integral  2)  zurückkommt,  oder 

'^  ac=^' 

und  wenn  sich  hieraus  fSr  C  eine  Function  von  x  und  p  findet,  so 
giebt  deren  Substitution  in  J^  =  0  eine  neue  Gleichung,  welche  ohne 
willkürliche  Gonstante  der  Gleichung  1)  genügt,  also  deren  singuläres 
Integral  ist.  Diese  Bemerkungen  lassen  gleichzeitig  erkennen,  dass 
eine  Differentialgleichung  nicht  mehr  als  zwei  Integrale  haben  kann, 
von  denen  eines  das  allgemeine,  und  das  andere  das  singulare  ist. 

Als  Beispiel  diene  folgende  Aufgabe.  Man  sucht  eine  krumme 
Linie,  deren  Normale  die  mittlere  geometrische  Proportionale  ist 
zwischen  dem  Stücke,  welches  sie  selbst  von  der  Abscissenachse  ab- 
schneidet^ und  zwischen  einer  gegebenen  Geraden  a.  Die  Differential* 
gleichung  der  Curve  lautet: 

8)  yVTTV^  =  Vaix  +  yy') ; 

zu  ihrer  Integration  empfiehlt  sich  das  im  vorigen  Paragraphen  unter 
Nro  n.  beschriebene  Verfahren  und  zwar  ist  es  am  vortheilhaftesten, 
auf  X  zu  reduciren ,  weil  die  Entwickelung  von  y  eine  quadratische 
Gleichung  geben  würde.     Man  hat  nun 

9)  S^2(l+2^'')  —  ayrf  =  ax, 

und  hieraus  folgt  durch  Differentiation,  indem  man  von  den  Glei- 
chungen 

dx       ^'         dx        ^  dy 
Gebrauch  macht, 

« 

(2y|/ - a)  j yy  ^  +  (1  +  yOJ  =  0. 
Diese  Gleichung  zerfallt  in  die  zwei  nachstehenden: 
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welche  durch  Trennung  der  Yariabelen  integrirt  werden  können.   Die 
erste  Gleichung  giebt 

J   1  +  y'^~     J   y' 
oder  5?(1  +  2/'0  =  —  ^^  +  Const.,  d.  i.  wenn  Const  =  IJc  gesetzt 
wird, 


VTT7^=^,    y'  = 


y  y 

das  Integral  ist  demnach,  wenn  die  vorstehenden  Werthe  in  die 
Gleichung  9)  substituirt  werden, 

oder  für  ä*  =  ac,  wo  nun  c  die  willkürliche  Constante  bezeichnet, 

11)  {x—cY-\-y^z=ac. 

Die  zweite  Gleichung  in  Nro  10)  liefert  t/  =  —,  und  durch  Sub- 
stitution in  Nr.  9) 

12)  y'i  -—  ax  =  \a^. 

Hier  ist  das  erste  Integral  allgemein,  das  zweite  ein  singuläres,  wel- 
ches man  nach  der  angezeigten  Methode  aus  jenem  ableiten  kann,  in- 
dem man 

F(x,y,c)  =  {x  —  cy+  y^  —  ac  =  0 
setzt  und  c  aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden 

dF(x,y,c)  ft/         N 

— \^^  =  —  2  (a?—  c)  —  a  =  0 

0  c 

eliminirt ;  die  letztere  Gleichung  giebt  c  =  x-\-^a,  und  in  die  vorige 
Gleichung  eingesetzt  : 

\a^  +  y^  -  a(x  +  lä)  =  0, 

was  mit  Nro.  12)  übereinstimmt.  Geometrisch  bedeutet  die  Glei- 
chung 11)  eine  Schaar  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Ab- 
"^cissenachse  liegen  und  deren  Halbmesser  sich  in  der  Weise  ändern, 
dass,  wenn  c  der  Abstand  eines  Gentrums  vom  Goordinatenanfange 

ist,  V^ac  den  zugehörigen  Halbmesser  angiebt;  alle  diese  Kreise 
werden  von  der  durch  die  Gleichung  12)  charakterisirten  Parabel  ein- 
gehüllt. 

IL  Im  Vorigen  haben  wir  immer  das  singulare  Integral  aus  dem 
allgemeinen  Integral  hergeleitet,  dagegen  wollen  wir  nun  zeigen,  wie 
dasselbe  unmittelbar  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  1)  ent- 
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wickelt  werden  kann.  Der  Anschaulichkeit  wegen  betrachten  wir  die 
Sache  wieder  von  der  geometrischen  Seite. 

Wenn  überhaupt  eine  eiDhüllende  Curve  existiren  soll,  so  müssen 
die  beiden  Curven,  welche  zwei  verschiedenen  Werthen  von  CinNro.  2) 
entsprechen,  einander  schneiden;  jeder  Punkt  xy  auf  irgend  einer 
durch  das  allgemeine  Integral  bestimmten  Curve  lässt  sich  demnach 
gleichzeitig  als  Punkt  einer  anderen  Curve  derselben  Art  ansehen, 
welche  zu  einem  anderen  Werthe  von  G  gehört.  Der  Winkel,  unter 
dem  sich  beide  Curven  schneiden,  ist  derselbe,  wie  der  Winkel  zwi- 
schen beiden  Taugenten;  es  müssen  also  am  Punkte  xy  wenigstens  zwei 
der  Lage  nach  verschiedene  Tangenten  vorhanden  sein,  d.  h.  es  muss 
tant=y'  mindestens  zwei  verschiedene  Werthe  haben.  Letztere  braucht 
man  nicht  aus  dem  allgemeinen  Integrale  zu  berechnen,  man  findet  sie  di- 
rect  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  f(x^y,y')  =  0,  indem  man 
diese  nach  y'  auflöst.  Die  vorige  Bemerkung  zeigt  nun  augenblicklich, 
dass  eine  singulare  Lösung  nur  dann  existiren  kann,  wenn  die  gegebene 
Diflerentialgleichung  wenigstens  vom  zweiten  Grade  ist.  Nennen  wir 

i/ =  <p{x,y\         ^  =  '^{x,y),         y  =  Z(^,y),  ..• 
oder  kurz  <p,ilf,X  etc.  die  Wurzeln  derselben,  so  haben  wir  nach  dem 
Fundamentalsatze  der  Theorie  algebraischer  Gleichungen 

f=(3/-f)(i/-^)(i/-x)--'-; 

durch  partielle  Differentiation  in  Beziehung  auf  ^  folgt  hieraus 

g  =  (Sf-^W-X)  •  •  •  +  Ö/- <P)(2/-Z)  •  •  • 

+  (s/ —  9>)  0/ —  tf») 1 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite  weder  für  i/  =  tp  noch  fär 
y'  =  tlf  etc.,  falls  <p,  ^,  %  etc.  von  einander  verschieden  sind.  Anders 
wird  die  Sache,  wenn  der  Punkt  xy  auf  der  einhüllenden  Curve  }iegt. 
Er  gehört  dann  drei  Curven  an,  von  denen  zwei  den  Werthen  C  und 
C  '\'  dG  entsprechen,  und  deren  dritte  die  einhüllende  Curve  selber 
ist;  für  alle  drei  hat  y^  einen  und  denselben  Werth,  folglich  müssen 
wenigstens  zwei  der  Wurzeln  y,  ^,  %  ®tc.  einander  gleich  werden. 
Für  ^  -=  q)  erhält  man  aber 

/=(2^'-g))2(y-;t)...M 

^  =  (y'-(p)[2(y-;t)---+(y-g')--  +  ---] 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite,  sobald  t/  =z  q)  genommen 
wird.  Wenn  demnach  eine  singulare  Auflösung  vorhanden  sein  soll, 
80  müssen  die  Gleichungen 

fip^y^y)  =  0,         — ^y —  =  0 
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zusammen  bestehen,  und  daraus  ergiebt  sich  das  gesuchte  singulare 
Integral  durch  Elimination  von  j^'. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Differentialgleichung 


yi/(^—yi/)  =  «^ 


deren  geometrischer  Sinn  leicht  zu  sehen  ist.  Nach  dem  gewöhnlichen 
Verfahren  würde  man  dieselbe  mittelst  der  Substitution  y^  z=z  jg 
homogen  machen  und  als  allgemeines  Integral  finden 

2^  —  ^'  =  1 
ac         c3         * 

woraus  als  singuläres  Integral  folgt 

Will  man  dagegen  das  letztere  allein  haben,  so  eliminirt  man  1/  aus 
den  beiden  Gleichungen 


und  erhält  wie  oben  y*  =  4  a*«*. 


g=,.(.^-f)  =  o, 


§.  109. 
Integration  durch  Versuche. 

Die  bisher  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Integration  der 
Differentialgleichungen  zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  sie  der  Will- 
kür nichts  überlassen  und  wenigstens  in  vielen  Fällen  mit  Sicherheit 
zum  allgemeinen  und  dem  etwaigen  singulären  Integrale  führen. 
Will  aber  die  Integration  einer  Differentialgleichung  trotz  der  An- 
wendung aller  bisherigen  Mittel  nicht  gelingen,  so  muss  man  zu  an- 
deren Methoden  greifen,  deren  gemeinschaftlicher  Charakter  darin  be* 
steht,  dass  die  Integralgleichung  hypothetisch  angenommen  und  ver- 
sucht wird,  ob  sie  der  Differentialgleichung  genügt.  Hauptsache 
dabei  ist,  die  richtige  Form  des  Integrales  zu  treffen,  und  man  wird 
sich  bei  dieser  Wahl  am  besten  durch  Analogieen  leiten  lassen,  in- 
dem man  die  Differentialgleichung  mit  solchen  Differentialgleichungen 
vergleicht,  die  von  ähnlicher  Form  und  deren  Integrale  bekannt  sind  i 

Schlömilch,  Analysis.    I.  88 
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es  ist  dann  immer  zu  erwarten,  dass  auch  das  Integral  ungefähr  die- 
selbe Form  haben  werde,  wie  jenes  bekannte  Integral. 

Dieses  indirecte  Verfahren  ist  z.  B.  anwendbar  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung : 

1)  ^^  .  ^y         =  0 

V 1  +  aa?2  +  Ix^       V  1  4-  ay»  +  hy^ 

in  welcher  zwar  die  Variabelen  gesondert  sind,  die  Integration  aber 
gleichwohl  umständlich  werden  würde.  Um  eine  Andeutung  über 
die  Form  des  Integrales  zu  erhalten,  betrachten  wir  vorerst  den  spe- 
ciellen  Fall: 

'  Vi  -a;2  ^  y  1  —  2/2 

hier  ist  die  Integration  sehr  leicht  und  giebt 

3)  aresin  X  -f-  aresin  y  =  Gonst. 

Die  Gleichung  scheint  von  transcendenter  Form  zu  sein,  ist  es  aber  in 
der  That  nicht;  die  Summe  zweier  Bögen  macht  nämlich  wieder 
einen  Bogen  aus,  und  ist  /i  dessen  Sinus,  so  kann  Gonst.  =  aresin fi 
gesetzt  werden ,  wo  fi  die  neue  willkürliche  Constante  bezeichnet. 
Statt  der  Gleichung  aresin  x  -^  aresin  y  ==  aresin  ft  lässt  sich 
schreiben 

sin  (aresin  X  +  aresin  y)  =  ft, 
wo  man  linker  Hand   die  bekannte  Formel   für  sin  (u  -f-  ^)  in  An- 
wendung bringen  und  die  Gleichungen  sinu  =  a?,  eosu  =  y  1  — üj^, 

sinv  =  y,  eosv  =  yl  —  y^  berücksichtigen  muss.  Das  gesuchte 
Integral  ist  demnach 

4)  xV  1  —  y^  +  yVl  —  a?2  =  ^. 

Will  man  es  in  rationaler  Form,  wenigstens  in  Beziehung  auf  x  und 
y,  dargestellt  sehen*  so  kann  dies  durch  folgende  kleine  Rechnung 
bewerkstelligt  werden;  es  ist: 

^^  z=  x^  +  y^  —  2x^y^  +  2xy  V  1  —  aj^  Vi  —  y«, 

5)  ^2  _  (x^  +  y2)  =  2xy{Vl  —  x^Vl  —y^  —  xy}. 
Femer  hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

1  —  ft«  =  (l— aj2)(l--2^2)  — 2a?3/yi  —x^Vl  —  y^  +  x^y^, 
wo  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  daher: 

Vi  — /*»  =  Vi  —  a?2  Vi  —y^—  xy. 
Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  Gleichung  5)  wird  letz- 
tere rational,  nämlich: 
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» 

«*  +  y^  +  2  V"i  —  11^  xy  —  fA2  =  0, 

oder  für  ft*  =  — 

6)  ^i^^  +  y'^)  +  21^^(^—1)0;^  —1  =  0. 

Das  Integral  der  Differentialgleichung  2)  ist  demnach  eine  in  Be- 
ziehimg auf  X  und  y  rationale  und  symmetrische  Function  zweiten 
Grades. 

Kehren  wir  nun  zu  der  allgemeineren  Gleichung  1)  zurück,  so 
liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  ihr  Integral  eine  symmetrische 
Function  vierten  Grades  sein  werde,  also  von  der  Form: 

7)  f(x,y)  =  Äx^y^  +  B(x^  +  y^)  +  2  Gxy  —  1  =  0, 
worin  die  Coefücienten  A^  B,  G  vor  der  Hand   noch  unhestimmt 
bleiben  mögen.     Um   zu  versuchen,  ob   die  vorstehende  Form   der 
Dififerentialgleichung genügt,  geben  wir/(a;,^)  die  beiden  Gestalten: 

/  =  (Äy^  i-B)x^  +  2  Cy.x  +  {By^  —  1)  =  Fa;«  +  2  TiO?  +  Yi, 
f  =  {Ax'^  +  B)y^  +  2  Gx.y  +  {Bx^  —  1)  =  Xy^  +  2X,y  +  X2, 
worin  Z,  Fi,  F2,  X,  Xi,  Xq  zur  Abkürzung  dienen,  und  entwickeln 
die  beiden  partiellen  Differentialquotienten 

Substituiren  wir  sie  in  die  aus  der  Gleichung  fix^y)  =  0  folgende 
Differentialgleichung 

Kdx  -^^dy  =  0, 
dx  cy 

(Tx+Yi)dx+(Xy  +  Xi)dy  =  0, 


so  wird 


oder 

8)  ^^         +         ^^        =0. 

^^  Xy  +  Xi^  Yx  +  Fl 

Die  zweite  Form  /  =  Xy^  -{-  2Xiy  ■}-  X^  =  0  giebt  ferner,  wenn 
man  sie  als  quadratische  Gleichung  behandelt, 

Xy  +  Xi  =  YXi^  —  XZ2 
ebenso  die  erste  Form 

Yx  +  Yi=^  V  Fl»  -  YY, 
und  indem  man  diese  Werthe  in  Nro  8)  substituirt^  erhält  man 

9)  <^^        . -<^y =  0 

33* 


ffV*       (yätp.  XVIL  |,  100-   iLtegration  durdi  Yersoche. 

ftlf  4i«  I>f0eTei;tM^j<^:cLccg,  wcleber  die  in  Xro  7)  gematehite  Annahme 
geui^  lA^  0.wh^mfr  7)  wurde  lum  das  Integnd  der  nrsprnng- 
luih'm  Vitfer<^*>W.'/ifr,'Ai:^.q  y^iif  warn  die Glti'AnBgeo  1  j  and  9j  idcn- 
ti»«h  wär^iiL  Venn^ge  d^r  Werthe  Tcm  X,  Xi,  Xj,  T,  F|,  ]^  bat 
man  igUdt  Xro.  5;f^  zu  cetzen 

y/ 1 H ]^ x^—  Ax^    y  \  J ^ — r— ^jf* 

woraus  dnrcli  Yergleielmiiig  mit  der  Difiercntialgleicfamig 

VI  +  a;r«  +  hz^  '  Vl+ay*  +  1»^ 
folgende  Bedingungen  berrorgehen: 

11)  ^  — J9«  +  C*  =  ^a,    ^  =  — b. 

Hier  lassen  sich  zwei  der  Coefficienten  bestimmen,  etwa  A^=  —  b, 

C  =  Vb^  +Ba  +  h,  der  dritte  {B)  bleibt  nnbestimmt  und  ist  die 
Jntegrations^nstante.  Biese  Untersuchung  zeigt,  dass  in  der  That 
die  Gleichung 

12)  Äx^y*  +  B(:k^+^  +  2  Cary  —1  =  0 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  10)  darstellt,  so- 
bald die  CoefEcienten  A,  B^  C  den  in  11)  ausgesprochenen  Bedin- 
gungen genfigen;  letztere  sind  auch  jederzeit  erfüllbar,  da  man  z.  B. 
B  immer  so  gross  wählen  kann,  dass  C  reell  wird. 

Ausser  der  obigen  rationalen  Form  ist  noch  die  irrationale  Form 
des  Integrales  yon  Wichtigkeit;  man  erhält  sie  auf  folgendem  Wege. 
Sei  1  -{-  ax^  -{-  hx*  ^  /(p^)t  «o  bat  man  nach  dem  Früheren 

oder  umgekehrt 

v7(^=  ^E|+a  „nd  vTöö = ^^. 

•  Vermöge  der  Werthe  von  X,  Xi ,   Y,   Ti  findet  man  hieraus  sehr 
leicht 

d.  1.,  wenn  man  nach  Nr,  12)  1  —  Ax^y^  für  B(x^  +  y^)  +  2  C  xy 
schreibt, 
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oder  endlich,  weil  .4  =  —  &  und  B  eine  beliebige  Constante  war, 

13)  ^VM  +  yVm  _  const 

1  —  hx^y^ 

Diese  Integralgleichung  ist  für  die  DiflFerentialgleichung  10)  dasselbe, 
was  die  Gleichung  4)  in  Beziehung  auf  die  Differentialgleichung  2); 
in  der  That  werden  beide  für  a  =  —  1,  5  =  0  identisch. 

Dasselbe  indirecte  Verfahren  der   Integration   durch   Versuche 
ist  auch  auf  die  allgemeinere  Differentialgleichung 

dx dy 

und  auf  manche  ihr  ähnliche  anwendbar,  doch  werden  die  Entwicke- 
lungen  zu  weitläufig,  als  dass  sie  hier  Platz  finden  könnten. 


§.  110. 
Integration  duroh  Heihon. 

Der  vorigen  Methode  insofern  ähnlich,  als  sie  gleichfalls  auf 
Voraussetzungen  beruht,  ist  die  Integration  durch  Reihen;  sie  gründet 
sich  auf  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  Integral  3/  :=  9^  (^)  einer 
Differentialgleichung  F{x ,  2/ ,  3/')  =  0  in  vielen  Fällen  eine  mittelst 
der  Theoreme  von  Taylor  oder  Mao  Laurin  in  Potenaenreihen 
verwandelbare  Function  sein  wird,  und  dass  es  daher  auch  möglich 
sein  musB,  von  der  Differentialgleichung  aus  zu  derselben  Reihe  su 
gelangen.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise.  Dem  Theoreme  von 
Taylor  zufolge  ist,  wenn  überhaupt  eine  Reihe  für  q>  (x)  existirt, 

1)        ^>ix)  =  9(^0)  +  9)'W  ^"  +  9>"W^^^'  + 

WO  Xq  einen  beliebigen  Specialwerth  von  x  bezeichnet.  Denken  wir 
uns  die  Differentialgleichung  F{x^y^if)  auf  y'  =  9>'(a?)  reducirt,  in- 
dem wir 

3/=  9'W=/i(^.2/) 

setzen,  so  führt  die  successive  Differentiation  dieser  Gleichung  zu  Äus- 
di'ücken  von  folgender  Form; 
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g)"(x)  =f^{x,y),  q>'"(x)  =f^{x,y)  n-  b.  w.; 

für  a?  =  rco  werden  diese  Gleichungen  zu 
2)         qf{Xfi)  =fi(xo,yo),  9>"(^)  =/2(«6,yo)  n.  b.  w., 

in  welchen  po  den  individuellen  Werth  de»  y  hezeichnet,  der  dem 
Werthe  x  =  Xf^  entspricht.  Durch  Suhstitution  der  unter  Nro.  2) 
hemerkten  Ausdrucke  in  Nro.  1)  folgt  nun 

3)      y  =  yo  +/i  («0  ,yo)  ^^^Y^  +/2  (^0 'yo)-^Y72" 

+/3  («o,yo)   1  ^2%   "^ • 

und  wenn  die  Keihe  rechter  Hand  convergirt,  so  ist  die  Auflösung 
zulässig;  dagegen  wurde  die  Divergenz  der  Beihe  ein  Zeichen  sein, 
dass  y  einer  Potenzenreihe  nicht  gleich  sein  kann.. 
Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei  z.  B. 

4)  ip'(x)  =  t/  =  l  +X(i,-x), 

EO  liefert  die  successive  Differentiation 

q>"(x)  =  y"  =  A (y  -  1)  =  A«  (y-ar), 
ip"'{x)  =  f  =  X^(i/  -  1)  =  A»(y-a;) 

u.  s.  w. , 

und  für  a?  =  iTo,     y  =  y^, 

(p'(xo)  =  1  +  A(yo  — flJoX 

u.  8.  w.; 
mithin  ist  das  gesuchte  Integral: 

oder  auch 

y  =  x  +  (yo— «o)|l  H j 1 j — 2 1"  '  •  y 

Die  eingeklammerte   Beihe   convergirt   immer  und  lässt  sich  leicht 
Summiren,  dies  giebt: 

y  =  X  +  (^e  — ^)^^*~'^*^=  a?  +  (yo— a'o)^~***e^'i 
d.  i,  wenn  der  constante  Factor  mit  C  bezeichnet  wird, 

ö)  y  =  x  +  G^', 

was  man  auch  direct  leicht  finden  könnte. 
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Statt  der  Tay lo raschen  Reihe  henutzt  man  häufig  den  Mao 
Lanr  in 'sehen  Satz  (d.  h.  man  setzt  Xq  =  0),  ia  welchem  Falle  y 
die  Form  ^o  +  Äi  x  -\-  Ä^  x^  -\-  etc.  erhält;  die  Coefficienten  lassen 
sich  entweder  wie  vorhin  oder  kürzer  dadurch  hestimmen,  dass  man 
die  für  y  angenommene  Form  in  die  gegehene  Gleichung  suhstituirt 
und  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  resultirende  Gleichung  zu  einer 
identischen  macht.     Sei  z.  B. 

6)  f/  +  y^=f(x) 

die  gegebene  DiflTerentialgleichung  und  f(x)  eine  Function  von  der 
Form  ao  +  Ol  a?  +  tti  a?^  -}-  etc.,  so  giebt  die  Annahme 

7)  y  =  A  +  ÄiX  +  Ä2X^  +  ÄsX^  -f  .  .  .  . 
statt  der  Gleichung  6)  die  folgende: 

1  ^1  +  ^2  ^  (2  ^2  +  2AÄi)x  +  (3  ^3  +  2ÄA2  +  Äi^)x^  +  . .. 

=       tto      +         aix  +  02  a?2   +••••, 

welche  offenbar  richtig  ist,  wenn  beiderseits  x^ ,  a?^,  x^  u.  s.  w,  die- 
selben Coefficienten  besitzen;  man  findet  daraus  der  Reihe  nach: 

8)  -^1=00---^^     ^2  =  i  («1  —  2  ao  ^  +  2  A^)  u.  s.  w., 

d.  h.  die  Werthe  aller  Coefficienten  mit  Ausnahme  von  A,  welcher 
unbestimmt  bleibt  und  die  Integrationsconstante  ist. 

Das  obige  Verfahren  beruht  auf  der  stillschweigenden  Voraus- 
setzung ,  dass  die  der  Differentialgleichung  F(x ^y  ^^  =  0  genü- 
gende Function  y  =  q)(x)  in  eine  Reihe  von  der  Form  Aq  -\-  AiX 
-\-  A^x^  -\'  etc.  verwandelbar  sei ,  es  wird  daher  in  allen  den  Fällen 
unrichtig,  wo  jene  Voraussetzung  nicht  zutrifft.  Die  Rechnung  zeigt 
dies  immer  von  selbst  an  und  nöthigt  dann,  zu  einer  anderen  An- 
nahme.    Ist  z.  B. 

9)  ^  =  ^-J 

die  gegebene  auf  gewöhnlichem  Wege  leicht  integrable  Differential- 
gleichung, so  führt  die  Supposition  y  =  Aq  -{-  AiX  +  AiX^  -{-  etc. 
zu  der  Gleichung 

Ai  +  2^20?  +  3AsX^  -\ 

==2 —  Ai  —  A2X  —  A^x^  — •••-, 

X 

welche  nur  durch  die  Werthe  Aq  =  0,  Ai=  1^  A^  =  A^****  =  0 
eu  befriedigen  ist.  Dies  giebt  y  =.  x^  d.  h.  ein  particuläres  In- 
tegral, weil   keine  willkürliche  Constante  vorkommt.     Um    das   all- 
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gemeine  Integral  za    finden,    machen  wir  die  allgemeinere  Yoraos- 
Setzung 

10)  y  =  Äxf^  -f- Jiic,"+i  _|_^x.«  +  2+  •••-, 
welche  die  folgende  Gleichung  liefert: 

p,Äx^-^+  Qi+  1)  Äixf^  +  Cu+  2)  ^2X.«  +  i  -f 

=  2  —  Äxf*-^—  Aixf*  —  A^x!^^^  —  •••• 
Dieser  kann  man  durch  f*  =  —  1  genügen;  sie  wird  dann: 

—  -  +  ^,  +  2AiX  +  2ÄiX^  H 

J[  Ä 

=  2  —  --  —  -- -4.2  —  -^30?  —  A^x^  — , 

X*  X 

und  es  folgen  daraus  für  A^  A2,  A^  etc.  die  Werthe : 

^1=0,       ^3  =  1,       -^3  =  -Ai  •  -  •  =  0 
während  ^  unhestimmt  hleiht.     Das  gesuchte  Integral  ist  donnach 

11)  y  =  ^+x. 

Der  allgemeineren  Yoraussetzung  10)  wird  man  sich  überhaupt 
in  vielen  der  Fälle  bedienen,  wo  die  erste  Form  der  Potenzenreihe 
unrichtig  wird. 

Weiter  noch  reicht  man  ofl;  mit  der  Annahme,  dass  y  der  Quo- 
tient zweier  Beihen  von  der  Form  10)  sei,  und  es  kann  dabei  ein 
doppelter  Yortheil  gewonnen  werden.  Man  findet  nämlich  häufig, 
dass  eine  an  sich  ziemlich  einfache  Function  bei  der  Yerwandlung  in 
eine  Beihe  sehr  zusammengesetzte  Coefficienten  liefert,  während  sie, 
als  Quotient  zweier  Beihen  betrachtet,  viel  weniger  compUcirt  er- 
scheint.    So  sind  z.  B.,in  der  Gleichung 

tanx  =  Aix  +  -^s  ^^  +  -^5  ic^  +  •  •  •  • 

die  Grössen  Ai^  A^,  ^5, . . . .  von  sehr  verwickelter  Znsammensetzung, 
während  die  Coefficienten  in 

8inx        Thx  —  l)^x^  A-h^x^  —  •  •  • 
tüTlX  ^  =  ' 

coBX        öo  —  a^x^  -\-  a^x^ 

nach  einem  äusserst  einfachen  Gesetze  fortschreiten.  Dazu  kommt 
noch  der  wesentliche  Umstand,  dass  die  zweite  Form  von  tanx  für 
alle  X,  die  erste  dagegen  nur  für  solchem  gilt,  welche  zwischen — \7S 
und  -|-  \n  liegen.  Um  das  in  solchen  Fällen  eintretende  Yer- 
fahren  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die  Differential- 
gleichung 

12)  3/  +  y»  =  Aa? 


Cap.  XVII.  §.  110.    Integration  durch  Reihen.         521 

behandeln,  welche  den  directen  Methoden  Trotz  bieten  und,  auf  die- 
Belbe  Weiße  wie  Nro.  6)  integrirt,  einelloiho  von  nioht  überaehbArem 
Bildlingsgesetze  liefern  würde.  Bezeichnen  wir  mit  (p  (x)  und  ^  (or) 
zwei  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Ileihen  und  setzen 

13)  y  =  5^\ 

80  geht  die  Gleichung  12)  in  die  folgende  Über 

y-(a?)    ,    (p(x)^^(p(x)il;'(x)  _ 

und  diese  wird  sehr  einfach,  wenn  wir  (p(x)  =  i>*(x)  setzen;  wir  er- 
halten nämlich: 

%^  =  Ix  oder  ^"(x)  =  lxi^{x\ 

f^(x)  -r     V    / 

Die  weitere  Annahme 

'^{x)  =  -4o  4-  -^liT  +  Aix'^  +  -4;, a;s    1 

giebt  nun  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung: 

1.2^2  +  2.3A,x  +  S.^A^x^  4-  4.öi4öa;3  -j-.... 
•     =  AqXx  +  ÄiXx^  +  A^Xx^  '\ , 

und  daraus  folgen  für  die  Coefficienten  die  Wert  he: 

A2  =  Ai  =  A^  =  All  •  •  •  =  0, 

^^  =  374^^'  ^^  -  riTöT?''^'  ^^^=  3.4.6.7.9,10^^'  •••• 

welche  nach  einem  leicht  zu  erkennnendcn  Gesetze  fortschreiten;  ^0 
und  Ai  bleiben  vor  der  Hand  noch  unbestimmt.  Führen  wir  zur 
Abkürzung  folgende  Bezeichnungen  ein: 

^  2.3  ^  2.3.5.6  ^  2.3.5.6.8.9  ^        ' 

-^  ,    Xx^    ,       A2a;7       ,  A»a;io  , 

V  =  X  4-  —  -I- [- —  +••••• 

^3.4^3.4.6.7^3.4.6.7.9.10^        ' 

wo  U  und  V  die  Summen    zweier  jederzeit  convergirender  Reihen 

sind,  80  haben  wir 

tlf(x)  =  AoU  +  AiV 

il;\x)=Aoir+Air 
und  der  Worth  von  p  =  (p(x):il;(x)  =  ip'(x):i'(x)  ist: 
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oder  endlich,  wenn  der  QcotieQt  A^ :  A^  mit  C  bezeiclmet  wird, 

^  ^        U  +  cv' 

Anf  die  allgemeinere  sogenannte  Riccati'sclie  Gleichung 

y  +  aar'  =  hx^ 
UUffit  flieh  dasselbe  Yer£ahren  mit  gleichem  Katzen  Unwecdeo. 


i 


Oap.  XVIII. 

Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen  zwischen 

zwei  Variabelen. 

§.  111. 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung;  einfachste  Formen. 

Eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Ya- 
riabelen  x  und  y  hat  im  Allgemeinen  die  Form: 

oder,  auf  den  zweiten  Differentialquotienten  reducirt, 

und  die  Aufgabe  ist  wie  früher,  y  als  Function  von  x  zu  bestimmen. 
Den  Sinn  dieses  Problemes  kann  man  sich  auf  ähnliche  Weise  ver- 
deutlichen, wie  es  in  §.  103  bei  den  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  geschah.    Man  betrachte  nämlich  x  und  y  als  rechtwink- 

'       .    .*  dy 
lige  Coordinaten  eines  Curvenpunktes ,  mithin  —   als    die  Taugente 

dx 

des  Winkels,  welchen  das  Curvenelement  ds  mit   der  Abscissenachse 

d2y     \ 
bildet,  und  beachte,  dass  mittelst  der  zweiten  Gleichung  •=— ^  einen 

dv 
bestimmten  Werth  erhält,  sobald  x^  y,  und  —  gegeben  sind;   die 

€LX 

Construction  der  fraglichen  Curve  geschieht  dann  auf  folgende  Weise. 

Man  gehe  von  einem  beliebigen  Punkte  Xoyo  aus,  wähle  den  ent- 

du 
sprechenden  Werth  von  -^  ■=  y'  gleichfalls  willkürlich,  etwa  ==  y^f 

ax 


^  V   ,.  /    _  ^.;r;^ 


^ 


=:  ^  ';r^ 


VUttT 


Wisfu^  ;'X.  C*3f  7*i:iüt  V,>bc.r-rt-  2:.tÄ.  kai:!.  siiiÄ>,  Ttc  dtm  P=iilc  i^Jib 
*^u*iö^*','.*^«.-i,  ;gir*:i  i«*-u.*r  tLv»^c<>/i  iAttL**!^«^ *^d<:  l^üiz^kie  x-y^  izxki  Xxj% 

$^j  ' "-  fv  -'  i^v'«,     jr,  =  —  iTi,  -f  2jf;  -i-jrfc'**- 

iM#v,};V:i  /awtÄ.  ./iit;öt  ^1%  ftJii  i^^iK!»  Ai3hfiajL^jnLkt ,  wo 
MK\*Aß<rusu  z^*fi  u*f'iH  Pu/-iit«  ^f^,  X454  }j^a£Üiu2ien  u-  s.  ^ 
*>}H  ^jL%  4-'r*.*rr^>y/;ttru';tJOJi,  da»  die  ^e^^y^etje  hiß^Teai^sil^äi^mBg 
dit*  i^^M^*^i;«;b<J^ltJ>;/^  Merko^l  <»fi^:r  xui*^'l'Ä€h.ea  Menge  Ton  glcidi- 
Mi'i'iii/^i  i'.urr*^  etit/^it;  »e  b^tjioiöt  j*>ie  di^sser  Canren  Tollftändig, 
ti/A/4i'A  *f\u  V*.iMi  Zijy*j  d';T  k^zt^rea  tmd  die  RicLtcng  da'  Tangen!« 
iw  ^A*?J;/^w  I^Ai/j^t«,  d.  h*  |(/  g^rg^rr^en  oder  wlilkurlkh  angenonuneii 
i;ti.  Im  AJJife//^':f;;/eft  hWAjtm  zwei  GiGsgen  in  der  Bestinunung  ron 
j^  h*uW./.U,^  d^  li^  daui;  jitigeiüeiue  Ixtt';gral  eiijer  Differenüalgleichimg 
;(W(;rii^f  Ord/jiifig  mdhii]^  zwei  It^tegrationscoDiftanten.  Dies  ist  ancli 
Ufmlytii^^fi  WkKui  *siu7,w^\iam  Kme  Gleicbimg  zwihchea  x^  p,  9  t  9" 
w^riff  äHr^U  einioiüjige  lutefpraiUm  za  einer  Ghnchnng  ziriecben  z^y^y^ 
iL  h,  %ti  i/m^ff  i/ifferetttiÄli^leichurig  erster  Ordfjuog  werden ,  welche 
IMU;h  di^i  fr(ifi^eö  Metboden  zn  integriren  ist;  anf  jeden  Fall  bedarf 
^/Ä  im  Oftfizer*  zweier  Integrationen,  deren  jede  eine  willkürlicbe  Con- 
uihhijtt  mit  ^l^;b  bringt,  und  demnach  mass  das  gesuchte  y  Tcm  der 
Form   ^(^fCfCi)  sein^>     Diese  Bemerkung    deutet  zugleich    den 

«'^  KJ««  Amnahme  erleidet  die  obige  Bebauptang  in  dem  Falle,  wo 
frtftui  e/^iwe'Jer  bei  der  ersten  oder  bei  der  zweiten  Integration  statt  des 
nMf(*f$uidmu  luinf^rüht  das  »iugulkre  Integral  nimmt.    In  jedem  speciellen 
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Weg  an,  der  bei  der  Integration  der  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  meistentheils  eiugeschlagen  werden  muss,  wie  man  aus  den 
nachherigen  Beispielen  sehen  wird. 

Wir  betrachten  zuerst  die  einfachsten  Formen  der  Difierential- 
gleichung  2),  bei  welchen  zugleich  die  Integration  vollständig  aus- 
fuhrbar ist. 

Erste  Form.  Die  rechte  Seite  von  Nro  2)  enthalte  x  allein 
sei  kurz  f(x)  =  X,  mithin 

dt/ 
Die  Gleichung  ist  identisch  mit  --^  =  X,  woraus 

folgt;  die  zweite  Integration  liefert  ebenso  leicht 

y  =  jdx  jXdx  +  Ca;  +  Cj. 

Eine  bequemere  Form  erhält  das  Integral  durch  die  Bemerkung,  dass 
bei  theilweiser  Integration 

/  xXdx  =  X  I  X  dx  —  I  dx  j  Xdx 

ist,  mithin  das  Doppelintegral  als  Differenz  zweier  einfacheren  Aus- 
drücke angesehen  werden  kann;  dies  giebt: 

4)  y  =  X  1  Xdx  —  I  xXdx  +  Cx  +  Q. 

Zweite  Form.  Der  zweite  Differentialquotient  von  |(  sei  als 
Function  von  y  allein  gegeben,  nämlich, 

«  g = - 

liier  kann  man  statt  der  linken  Seite  den  Ausdruck 

d^_^dy^   dy  __  d^  , 
dx        dy   dx        dy 
eintreten  lassen,  und  es  sind  in  der  nunmehrigen  Gleichung 


Falle  lassen  sich  die  so  entstehenden  singalären  Integrale  der  Differential- 
gleichung ohne  wesentliche  Schwierigkeit  entwickeln,  indem  man  bei 
der  betreffenden  Integration  die  Lehren  des  §.108  in  Anwendung  bringt; 
ebendeswegen  werden  wir  in  den  folgenden  Untersuchungen  den  sin- 
gnlären  Integralen  keine  besondere  Aufmerksamkeit  mehr  widmen. 


^^'.* 

/">- 


.-^»tr      •• 


■HiX 


'   TT 


-T  j:  >üBr  f  :  •    =^  ^    « 


-^^•^i^a    jiS9»»!*r*<r^ 


^1 


■:     '.-.<*/'      ^  ^       '     iTi^    1     -=:        ,    —  l. ■• 


-TTA*  .>-r   :**5i     ¥  •rrtrfW*    -v .-    •    -r!.-*-::   x*?:. 


*&•' 

^ 


X     1»        •    «r 


r^> 


i.    Äl- 


P-i;   r.Ä 


>?*saft;i;.^ilS<r..'^.^ 


—       —  »    Jv 


«b.7^  *«»! 


-^  ?^l'^ 


1  --  ^'»--^j  — 


Uf,  v^j^'^^t-^  ^'''?  -'  ►^'^tnr.it. .;:^/i>iiin^  p?^r.#»a 


Arlicne    »i^G5r.inrgg.  Tne  zna^ 


'jf  ^^-^ 


=-     —  i'Jr 


11 


■^.4   wttj|^k^.^^/♦ 
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Tg 

p  =  —  9inh(x—Ci), 

odetf  wenn  man  auflöst  und  die  Gonstanten  ändert, 
10)  y  =  J.1  coskx  +  Bi  sinkx. 

DieäCB  Resnltat  hätte  sich  übrigens  ans  dem  vorigen  dadurch  herleiten 

lusen,  daas  man  h  V^ —  1  =  Ä;i  an  die  Stelle  von  k  treten  Hess,  die 
Gleichung 

e±**'  =  coskx  i  isinkx 

benutzte  und  zuletzt  Ä  -\-  B  =  Aif  (Ä r- B)  i  =  Bi  setzte*). 

Dritte  Form.  Die  Differentialgleichung  enthalte  nur  den 
ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  der  Unbekannten,  es  sei 
also 

In  der  zweiten  Gestalt  sind  die  Yariabelen  leicht  zu  trennen,  nämlich 


*)  Auf  das  oben  entwickelte  Integral  der  Differentialgleichung 

läflst  sich  das  der  folgenden  (nicht  zur  zweiten  Form  gehörenden)  Glei- 
ehung 

^^=ray  +  bx+c 

zurflckfuhren.    Giebt  man  ihr  nämlich  die  Gestali: 

p''  z=  ay  -{-  bx  +  e 
und  differenzirt  zweimal^  so  wird: 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  ersten  überein  und  ihr  Integral  ist  bei 
poritiven  a  =  4*  ^^' 

y"  =  Ae*'  +  Be~^», 
und  bei  negatiyen  «==  —  **: 

y"  =  -^1 C05  Ä  «  +  Bi  sinkx. 
Andererseits  folgt  aus  y"  ==  ay  -{-  hx  -{-  c  umgekehrt: 

y"  —  6«  —  c 

y=- — a — ' 

und  indem  man  den  Werth  you  ^'  substitnirt,  ergiebt  sich  y.  —  Wäre 
die  Gleichung  allgemeiner  y"  =r  a  y  -f-  i^'  (x\  so  würde  dieser  Kunstgriff 
nichts  helfen,  sondern  ein  anderes  Verfahren  eintreten  müssen,  welches 
in  §.  113  auseinandergesetzt  i&t. 
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Um  femer  y  zu  finden,  hat  man 

13)        dij  =  !/dx  =  y'j^y  folglich  y  =  f^  +  C^. 

Die  Integralformeln  in  12)  und  13)  gehen  x  und  y  ausgedrückt 
durch  die  dritte  Variabele  y;  eliminirt  man  diese  aus  beiden  Glei- 
chungen, so  bleibt  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  G,  Gi  übrig,  welche 
das  allgemeine  Integral  ist. 

Auf  eine  Gleichung  von  der  Form  11)  führt  z.B.  das  geometri- 
sche Problem:  aus  einer  gegebenen  Relation  zwischen  dem  Krüm- 
mungshalbmesser Q  eines  Curvenpunktes  xy  und  zwischen  dem  Winkel 
r,  welchen  dieser  Krümmungshalbmesser  mit  der  Ordinatenachse 
bildet,  die  Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ab- 
zuleiten.    Ist  nämlich  Q  =  F(t)    die  gegebene  Beziehung,  so  hat 

s 
wegen  tanz  =  y'  und  q  =  (1  -\-j/^)^  :y" 

^     y  ^    =  F(arctany'), 
oder  umgekehrt: 

^         F{arctani/y 
mithin  nach  den  Formeln  12)  und  13): 

Betrachtet  man  nicht  y,  sondern  arctan^  =  r  als  unabhängige  Va- 
riabdb,  setzt  also  yf  =  tant^  so  gewinnen  die  obigen  Gleichungen 
die  symmetrische  Gestalt: 


U) 


X  =  I  F(x)costdt  +  A^ 
y  =  I  F(t)sinTdr  -j-  B, 


und  man  kann  am  Ende,  wenn  es  sonst  möglich  ist,  r  eliminiren. 
Für  Q  =  ksecz  z.  B.  ergiebt  sich  x  =  Jcv  -\-  A,  y  =  kl secv  '\-  B 
oder: 
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y  -^  B  =  Tcl8ee  — ; — 

als  Gleichung  der  gesuchten'  Curve. 

Eine  ähnliche  Aufgabe  ist :  die  Gleichung  einer  Curve  in  recht- 
winkligen Coordinaten  zu  finden,  wenn  der  von  einem  festen  iPunkte 
ab  gerechnete  Bogen  8  eine  gegebene  Function  des  Winkels  z  sein 
soll,  den  die  Tangente  am  Endpunkte  des  Bogens  mit  der  o;- Achse 
einschliesst.     Aas  der  gegebenen  Gleichung  s  =  9(r)  folgt  hier 

mithin  ist  die  Sache  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  wenn  man  F  durch 
^/  ersetzt,  nämlich 


15) 


a;  =  /  9)'(r)  cösr  ät  +  A, 
y  =  I  q>'{t)sintdt  +  B. 


Beispielsweise  erhält  man  far  s  =  4X;  cosr: 

X  —  ^  =  Äcos2r,    y  —  B  =  —  &(2r  —  sin 2t)\ 

setzt  man  2r  =  o,  a?  —  A  =  10  —  i^,  y  —  B  =  —  |,  so  lehren 
die  Formeln  7)  und  8)  auf  S.  95,  dass  die  gesuchte  Curve  eine  Cy- 
doide  mit  h  als  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises  ist. 


§.  112. 
Fortsetzung  und  Schluss. 

Vierte  Form.     In  der   Differentialgleichung  mögea   nur  x^ 

^  nnd  1^  vorkommen,  sie  Bei  also: 
dx  dx^ 

* 
Giebt  man  ihr  die  Gestalt 

2)  ^=f{x,tn, 

so  enthält  sie  nur  die  beiden  Yariabelen  x  und  if  und  ist  in  Bezie- 
hung auf  ^  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  man  findet 
daraus  i/  und  zwar  in  der  Form 

Sehlömiloh,  AnalysiB.    L  oj^ 
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3)  y  =  1^  =  fp(xl  uMän  y  =  jff(x\dx-^  Const. 

Dieses  Yer&lireii  passt  z.  R  auf  das  geometrisdie  Problem,  die 
Cure  la  finden,  in  wdcher  6et  Krümmungshalbmesser  eine  Torge- 
scfariebene  Fsnction  der  xogehöiigen  Absdsse  ist,  etwa  q  =  v(z)- 
Die  Diffnendalgleichnng  lautet  hier: 

oder,  auf  jr^  redacirt, 

rfy^O_jL/J 

dx  cn-r)    ' 

mit  Nrou  1)  übereinstiiiimt.  Die  Tramong  der  Yanabden  giciii 

rf/  dx 


s 


Durch  Integratioii  fb!gt  hieraiK 


\  1  -•'*   ^  ^'\') 


x^C 


o  X  zur  Ahküramig  eiiref^lKit  ist:  elui  hat  ncn 


^        dv  X  —  C 

«iJf        \  1  —  I^X  —  Ct* 


G. 


ako  bei  no<l:::;aüger  IntegratSoc 

J  •  1  —  ;X  —  r^ 

So  hcfeit  Ä.  R  p  =  —  fcl^:«cle  Werdie: 

_               m  r         Cx  —  m 

X= .    •    y=  /  , 


dx  4-  C: 


C^^rraa^  ^scae^ifm  sju  3«  wEIIr^3cLe  GoBSOsie 


^  A    2^  —  * 


T<]&  äer  Fzikcäcz  Ancsta  ab. 
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Fünfte  Form.     Die  gegebene   DiiTerentialgleicliung  enthalte 

dy  d'^  y 
nur  y,  -t;-,  -^—r  nach  dem  Schema 
dx  dx^ 

Läset  man,  wie  es  schon  früher  geschah, 

dy^  __  ^.^__  ^    t 
dx         dy  dx        dy 

an  die  Stelle  von  ^  treten,  so  nimmt  die  Gleichung  folgende  Ge- 
stalt an: 

und  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  den  bei- 
den Yariabelen  y  und  1/ ;  man  findet  daraus 

6)  y'=^=  ,,(,), 

mithin  bei  Trennung  der  Yariabelen  und  Integration 

dy 


•=/? 


•^  Const. 


Nach  dieser  Methode  lässt  sich  z.  E.  das  geometrische  Problem 
lösen:  die  Gurve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser 
eine  gegebene  Function  der  zugehörigen  Ordinate  ist,  etwa  ^  =  ^  (jy). 
Die  Differentialgleichung  lautet  nämlich 

formell  übereinstimmend  mit  Nro.  4).     Nach  dem  angezeigten  Ver- 
fahren wird 

}fd]f      __    dy   . 

(l  +  y^i       *^y)' 

und  durch  Integration 

wo  Y  zur  Abkürzimg  dient.     D^r  Werth  von  ^  ist  jetzt 

.  _  \^1  —  (r+  Cy  _  dy 
^  ~  Y  +  C  dx' 

mithin  die  Gleichong  der  gesuchten  Curve: 


s 
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J  Vi- (r+  0)2 

Das  Besultat  hat  mit  dem  der  vorigen  geometrischen  Aufgabe  viel 
Aehnlichkeit ;  in  der  That  sind  beide  Probleme  nicht  wesentlich  ver- 
schieden, da  man  nur  x  mit  y  und  entsprechend  X  mit  Y  zu  ver- 
tauschen braucht,  um  das  eine  aus  dem  anderen  abzuleiten. 

Als  zweite  geometrische  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der 
Corven,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  init  der  zugehörigen 
Normale  in  gegebenem  constanten  Verhältnisse  steht.  Aus  der  ge- 
nannten Bedingung  folgt  unmittelbar,  wenn  1  :  f£  jenes  Yerhält- 
niss  ist, 

oder 

y/  =  ,t(l-|-y'»). 

dj/ 
Die  Substitution  y"  =  yf  —  giebt  bei  Sonderung  der  Yariabelen 

i+y»      ^  y' 

femer  durch  Integration,  wenn  die  Constante  mit  ftZ&  bezeichnet 
wird, 


endlich: 

X 


Man  findet  mittelst  dieser  Formel  sehr  leicht,  dass  die  Curve  für  fA 
=  —  1  ein  Kreis,  für  ft  =  -f  1  eine  Kettenlinie,  für  ft  =  —  |  eine 
Cycloide  und  für  ^  =  +  |  eine  Parabel  ist. 

Das  Analogon  zur  vorigen  Aufgabe  bildet  die  Frage  nach  den- 
jenigen Curven,  bei  wichen  der  Krümmungsradius  in  constantem 
Verhaltnisse  zur  Polamormale  {PW  m  Fig.  26  auf  S.  102)  steht. 
Bezeichnet  wieder  1 :  fi  das  gegebene  Verhältnisse  so  ist  die  zu  inte- 
grirende  Differentialgleichung 

oder 
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rt**  =  (1  —  ^)r2  +  (2  —  fi)»-'«. 


Die  SubBtitution 


giebt 


dt*  r  r' 


Diese  Gleichung  ist  homogen;  wir  setzen  daher 

—  =  tt  oder  r'  =  ru 

r 

woraus  folgt 

r  —  =  (1  —  ^) ! 

dr  u 

Darch  Sonderung  der  Yariabelen  und  Integration  findet  sich 

1  +  1*2  =  Gr^-^l^ 

d.  !•  vermöge  des  Werthes  von  u 


' + f.  ©' = "'■-'■■ 


Nach  wiederholter  Trennung  der  Yariabelen  und  Integration  folgt 

dr  ^ 


/; 


r/Cr«-«/"  —  1 
worin  y  die  willkürliche  Constante  bedeutet.  Mit  Hülfe  der  Substi- 
tution Cr^^^f*  =  !-}-!;*  ist  die  angedeutete  Integration  leicht  aus- 
zufuhren ;  setzt  man  dabei  zur  Abkürzung  fi  —  1  =  m,  so  erhält  man 

arctanv  =  0  —  y 

m 

und  schliesslich  als  Polargleichung  der  gesuchten  Gurye 

r»  =  a"*  cosm  (0  —  y), 

wobei  a"*  für  yC  geschrieben  wurde.  Im  Falle  fi-  =  2  ist  die  Curve 
ein  Kreis,  für  ft  =  3  eine  Lemniscate,  für  f&  =  |  eine  Cardioide. 

Als  letztes  Beispiel  für  dieses  Verfahren  diene  die  Behandlung 
der  Aufgabe:  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden,  deren  Bögen  pro- 
portional den  an  die  Endpunkte  derselben  gelegten  Tangenten  sind. 
Bechnen  wir  den  Bogen  8  von  einem  Punkte  aus,  dessen  Abscisse  Xq 
ist,  und  bezeichnen  wir  mit  1 :  ft  das  Yerhältniss  des  Bogens  zur  Tan- 
gente, so  lautet  die  Bedingungsgleichung: 

X 
«0 
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ans  ihr  folgt  durch  Differentiation  und  Bednction  auf  ^ 

9 

und  mittelst  der  för  \f^  angegebenen  Substitution 
Die  Sondemng  der  Yariabelen  giebt  weiter 


y'(i+»'*)      '      '^' » 

und  die  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  die  Integrationsconstante 
mit  —  (1  — f*)?&  bezeichnet  wird, 

y  -  \iO-  +  y*»)  =  (1  - /*) ? (1)  =  ^  (y)'"" 

oder: 

_  7  m*-''* 


'(tÄ^)  =  '(D' 


Der  Werth  von  y,  durch  y  ausgedrückt,  ist  demnach: 

mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Gurre: 

Die  Integrationsconstanten  a  und  h  bestimmen  sich  im  specieUen 
Falle  durch  die  zwei  Bedingungen,  dass  s=0  werden  muss,  wenn  x 
gleich  der  Abscisse  des  Bogenanfanges  genommen  wird,  und  dass 
die  Curve  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  solL  Die  Gleichung 
der  gesuchten  Gnrye  ist  übrigens  für  f^  =  |  algebraisch  und  zwar: 

in  allen  übrigen  Fällen  aber  transcendent. 


§.  113. 
Die  linearen  DifferentialgleichungeiL  zweiter  Ordnung. 

Unter  einer  linearen   Differentialgleichung  versteht    man  wie 
früher   eine  solche,  in  der  sowohl  y    als  die  Differentialquotienten 
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dieser  FunctioD  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommen;  demnach  ist 
die  Gleichung 

worin  Xi,  X.^  und  X.  als  Functionen  von  x  allein  angesehen  werden,- 
das  allgemeine  Schema  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung. 

Wir  betrachten  vorläufig  den  speciellen  Fall,  wo  X  =  0  ist; 
die  einfachere  Gleichung 

mag  dann  die  redacirte  Pifferentialgleichang  heissen. 

Kennt  man    zwei  von   einander  yerschiedene  particnläre  Inte- 
grale derselben,  etwa  yi  und  ^2,  bo  ist  für  diese  gleichzeitig 

und  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  einer  willkürlichen  Constan- 
ten Ol,  die  zweite  mit  einer  anderen  willkürlichen  Constanten  C^ 
multiplicirt,  so  kann  man  die  Summe  beider  Producte  in  folgender 
Form  darstellen 

dx^  "^      ^  dx 

+  X2  {CiVi  +  03^2)  =  0. 
Der  Vergleich  mit  Nro.  1)  zeigt,  dass  der  allgemeinere  Ausdruck 

2)  y  =  Ciyi  +  02^3 

ebenfalls  die DifPerentialgleichuDg  1)  befriedigt;  er  enthält  aber  zwei 
willkürliche  Constanten,  folglich  ist  er  das  allgemeine  Integral  von 
Nro.  1).  Mit  anderen  Worten,  aus  zwei  von  einander  verschiedenen 
particulären  Integralen  der  reducirten  Differentialgleichung  lässt  sich 
deren  allgemeines  Integral  nach  Formel  2)  zusammensetzen.  —  Diese 
Regel  verliert  ihre  Gültigkeit,  wenn  ^2  =  yi  ist;  dann  wird  nämlich 
y  =  (Gl  -\-  C2)yij  und  da  hier  Gi  +  G2  eine  einzige  willkürliche 
Constante  ausmacht,  so  hat  man  nur  ein  neues  particuläres  Integral. 
Wie  man  sich  in  solchen  Fällen  helfen  kann,  werden  die  folgenden 
Beispiele  zeigen. 


■»a 


<f  .<^f *  J 


^'  ^  I    -       '  I 

<^  /. '    *     1  ^    -     i  r=:  t 

*^     '>..  i'       «.    /V    "Ü,.    a,  =  5^— «— ;V  — 4»;. 

c^  4  Ct  -  c,  Ci»  =  <r, 

//         /#        ^*      r*  ^ 

••I  IS  '      "^  —  7* 

^/;  l^ii>/«r^^  wir  ^if'U 

P't^y  h  —  0  wir/1  A|  '  '  A9  uiid  wenn  man  den  neoen  Constanten 
(I  Hh4  (fifi^ithfi  wtfUi\m  mMuihit  yfarüie  beilegt,  so  werden  zwar  die 
tiuUutnh  i'/OhniMui49n  (Ji  Uf$Ji  0%  unendlich  gross,  aber  dies  hindert 
^^M^  ÜMiUmtf^K  ftitiUif  ih  Ci  und  O3  Jeden  beliebigen  Werth  haben 
kf^immh    Amu  Nru,  7)  folgt  nun  f ttr  d  =  0 


r 
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8)  9  =  ^'iC+Cx% 

und  dieses  Integral  der  Gleichung  3)  ist  allgemein. 

Wenn  die  quadratische  Hülfsgieichung  5)  zwei  complexe  Wurzeln 
Xi  =  a  +  iß,    Ij  =  a  —  iß 
besitzt,  so  verwandelt  sich  die  Formel  6)  in 

y  =  Cief^* {cosßx -\-  isinßx)  -\-  G%f^*{cosßx — istnßx)\ 
f ür  Ci  +  Ci  =  -4.  und  i{Ci  —  Cj)  =  J5  wird  hieraus 

9)  y  =  €^'(Äcosßx  +  Bsinßx). 

Damit  sind  alle  möglichen  Fälle  erledigt 
IL    Die  Differentialgleichung 

"^  dx^^  X  dx^  x'^^ 

lässt  sich  nach  einem   ähnlichen  Yerfahren  integriren.     Setzt  man' 
nämlich  versuchsweis 

11)  y  =  xi*, 

so  erhält  man 

und  diese  Gleichung  ist  allgemein  richtig,  wenn  für  f&  eine  Wurzel 
der  quadratischen  Gleichung 

12)  ^3  +  (a  — l)ft  +  l>  =  0 

genommen  wird.     Nennen  wir  yi^  und^  diese  beiden  Wurzeln,   so 
sind  nach  Nro.  11) 

yi  =  Ä^i  und  y^  =  xH^ 

zwei  particuläre  Integrale  der  Differentialgleichung  10),  mithin  ist 
das  allgemeine  Integral 

13)  y  =  Gixf^  +  C^xM*. 

Um  den  AusnahmefitU  ^  =  ftg  zu  erörtern,  setzen  wir  wie  frü- 
her ftj  =  fii  4-  ^  nnd  erhalten 

=  itt^i[Ci  +  Ol  +  O2  d^a;  +  |Ci««(?fl?)»  +  ..•] 
oder,  wenn  neue  Gonstanten  C  und  (f  mittelst  der  Gleichungen 

Ol  _  0-y,   ^—8 

eingeführt  werden, 

y  =  xf'i[G+  Cflx  +  lffd(lx)^-\-'"l 
Für  d  ==  0  wird  li^i  z=  11^  und 

14)  y  =  x^i(c -\- crix). 
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Sind  endlich  fij  und  fi^  complexe  Zahlen,  etwa 
(ii  =  a  +  iß,    ^3  =  a  —  iß, 
80  geht  die  Gleichung  13)  üher  in 

y=  Giof'lcosißlx)  +  isin{ßlxy]  +  C2a:^[cos(ßlx)  —  isin(ßlx)l 
oder,  wenn  d  -|-  C^  =  A,  i(Ci  —  C2)  =  Jß  gesetzt  wii'd, 
15)  y  =  x''lÄcos(ßlx)  +  Bsin{ßlxy]. 

§.  114. 

Zusammenhang  zwischen  den  beiden  particnlären 

Integralen. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  mögen  yi  und  ^2  zwei  von  einan- 
der verschiedene  particuläre  Integrale  der  reducirten  Differential- 
gleichung 

hezeichnen,  so  dass 

2)  y  =  diVi  +  G^y^ 

das  allgemeine  Integral  von  1)  darstellt.  Da  yi  und  y^  eine  und 
dieselbe  Gleichung  1)  befriedigen,  so  lässt  sich  erwarten,  dass  zwi- 
schen y\  und  2/2  ©in  gewisser  Zusammenhang  stattfinden  wird;  man 
erkennt  ihn  auf  folgendem  Wege. 

Es  sei  Y  eine  bekannte  Function ,  welche  die  Differentialglei- 
chung befriedigt,  d.  h.  ein  particuläres  Integral  derselben,  so  kann 
man  sich  denken,  dass  das  andere  die  Form  Yz  habe,  wo  e  der  Quo- 
tient beider  Particularintegrale ,  mithin  eine  noch  unbekannte  Func- 
tion von  X  ist.  Die  Substitution  y  z=z  Ye  giebt  nun  statt  der  Glei- 
chung 1)  die  folgende 

^         dx^'^      dx  dx  '^  dx^ 


.    —  /  —dz    ,    dY    \    .     ^  ^ 


oder  in  anderer  Anordnung 

d^^e   .    /_  „  .   ^dY\d^ 

dx 


dx^        \  '    .    dx) 


+  (5i+^'5f+^*^)^=«' 
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nacli  der  gemachten  Yoranssetzung  verschwindet  hier  der  Goefficienf 
von  SS  und  es  bleibt ,  wenn  der  Differentialquotient  von  e  mit  J  be- 
zeichnet wird, 

Diese  Differentialgleichung  kann  durch  Sonderung  der  Yariabelen 
leicht  integrirt  werden,  nämlich : 


—   j  Xidx, 


Isf  =  —  21Y 


femer  durch  Bückgang  auf  js'  und  z 

^  =  —  e-Ai^^ 

dx       r» 


~J  Y^ 


,-fXxdx 


Setzt  man  nunmehr  Y  und  Yz  an  die  Stelle  der  beiden  particulären 
Integrale  y^  und  y^  in  die  Formel  2),  so  ist 

3)  y=rjCi  +  q,/^e-A.''* 

Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1)  lässt  sich  also 
jederzeit  entwickeln,  wenn  man  nur  eines  ihrer  particulären  Integrale 
anzugeben  weiss.  Zur  Aufsuchung  dieses  letzteren  giebt  es  zwar 
keine  allgemeine  Eegel,  doch  aber  ein  Hülfsmittel,  nämlich  die  Sub- 
stitution von  Reihen,  deren  Anwendung  hier  ganz  dieselbe  ist,  wie 
bei  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Beispiel  1.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei: 

und  behufs  der  Auffindung  eines  particulären  Integrales: 
3/  =  ^0  +  M^  +  -^aic«  -I-  ^aojs  +  •  •  •  •, 
wodurch  man  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende  erhält: 

■^  +  (6.i2  -f  Ä'^)  +  (12^8  +  Ä»^i)a? 

X 

aus  dieser  ergeben  sich  für  die  Coefficienten  folgende  Werthe: 
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mid  es  ist  daher: 


y  =  A    1  —  T-TT-^  4- 


•  •  •  •) 


1.2.3    '    1.2.3.4.5 

Dieser  Aasdruck  Ifisst  vermuthen,  dass 

Äq  sinJcx       ,    .  .    ,       ^       sinkx 

y  =  -r-  • und  einfacher  T  = 

Je        X  .        ^ 

ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  sein  werde,  was 
sich  in  der  That  hestätigt,  wenn  man  T  für  y  in  Nro.  4)  substituirt. 
Der  Formel  3)  zufolge  isif  nun  das  allgemeine  Integral: 

sinJcx  \^    ,     *      r  x'^dx        ..^\ 
X      {  J  stn^kx  ) 

oder  endlich,  indem  man  (73  =  —  CqA;  setzt: 
^.  Cocoskx  +  Gisinkx 

5)  y  =  - 

Beispiel  2.     Die  gegebene  DifFerentialgleichung  sei 

und  hypothetisch: 

y  =  -4o  +  -^1*  +  -^9^?*  +  -43»*  H- 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  bestimmen  sich  die  Coefficienten 
A2iÄsjÄ4  etc.  leicht,  Äq  und  Ai  bleiben  unbestimmt  und  man  hat: 

il  1  23 

l+i^*+  27374^  +  2^75:6  ^•  + 

^      M         *  2.4        ^2.4.6        ^         ( 

Dies  ist  schon  das  allgemeine  Integral  von  6),  aber  es  steht  insofern 
unter  einer  ungünstigen  Form,  als  man  das  Bildungsgesetz  der  Coef- 
ficienten erster  Reihe  nicht  übersieht.  Die  zweite  Reihe  dagegen 
scheint  einfacher  gebildet  und  mit 

« 11+10*»)+  1^  (!**)*  +  •• -j  =  *^' 

identisch  zu  sein;  in  der  That  genügt  der  Ausdruck  xe*  der  Diffe- 
rentialgleichung 6)  und  kann  demnach  für  Y  genommen  werden ;  die 
Formel  3)  giebt  nun: 


i«* 


] 
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8.  115. 
Die  Variation  der  Constanten« 


Um  die  allgemeine  Differentialgleicliang 

zu  integriren,  gehen  wir  von  der  Yermuthung  aus,  dass  ihr  Integral 
von  ähnlicher  Form  sein  werde  wie  das  Integral  der  reducirten  Dif- 
ferentialgleichung 

wir  versuchen  daher,  ob  die  Gleichung  1)  durch  die  Annahme 
3)  y  =  Wiyi  +  Wjya 

befriedigt  wird«  wenn  yi  und  y^  die  beiden  particulären  Integrale 
der  reducirten  Differentialgleichung  2)  und  Ui,  fi2  zwei  unbekannte 
Functionen  von  x  bezeichnen. 
Aus  Nro.  3)  folgt  zunächst 

dx       ^  dx  ^^  dx 

,        dui    ,        du» 

dieser  Ausdruck  vereinfacht  sich,  wenn  Ui  und  u^  der  Bedingung 

unterworfen  werden;  es  bleibt  nämlich 

dx  dx  dx 

Wir  differenziren  diese  Gleichung  noch  einmal  und  substituiren  die 
Werthe  von  y,  y'  und  |/'  in  die  Gleichung  1);  dadurch  nimmt  letz- 
tere die  folgende  Form  an: 


dyx  dui^        dy^  du^  __  ^ 
dx    dx         dx    dx  *' 
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Der  Yoraussetznng  nach  genügten  y^  und  y^  der  Differentialgleichiing 
2),  daher  verschwinden  die  mit  Ui  und  u^  mnltipliGirten  Glieder,  und 
als  zweite  Bedingung  for  %  und  %  hleiht 

6)  (fyi  dui        ^y«  ^^  —  X     ' 

dx   dx         dx   dx 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  findet  man: 

dui  Xy^ 


dx  dyi  dy 


y«  -TT  —  yi 


3 


dx  dx 

dth Xyi 

dx  ~       dy^  ^dyj' 


oder  kürzer,  wenn  man  den  Differentialquotienten  einer  gebrochenen 
Function  —  mit  I  —  1  bezeichnet. 


dui  X  du2  X 


"  "t]  "  «fe 


Durch   Integration  folgen  hieraus   die  Werthe  von  Ui  und  u^, 
nach  Formel  3)  endlich  ist 

/,\  (   r  Xdx      ,     ^  )    .         {   r  Xdx      ,     ^ 


'^"V^J^-T^'V^] 


das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1). 

Beispiel  1.     Bildet  man  aus  der  Differentialgleichung 

^  dx^^  X  dx^      "^ 

zunächst  die  reducirte  Differentialgleichung 

welche  mit  der  unter  Nro.  4)  in  §.  114  betrachteten  identisch  ist, 
so  sind 

coahx       -  sinkx 

yi  =  ——-  und  ya  =  -— — 

X  X 

die  particulären  Integrale  der  letzteren;  die  Formel  6)  giebt  nun 

8)  y  = \Ci — -r  I  XsinJcxdxl-] l^  +  T  /  XcosJcxdx\ 

als  allgemeines  Integral  von  Nro.  7}* 


] 


r 
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Beispiel  2.     Die  gegebene  Differentialgleichang  sei 

mithin  die  entsprechende  redncirte  Gleichung 

dXi        X  dx        x^ 

Als  particnlares  Integral  derselben  findet  man  x  nnd  als  allge- 
meines CiX  '\-  C^xlx,  mithin  jfi  =  x,  y^  =  xlx  nnd  nach  For- 
mel 6) 

10)  y  =  «  jCi  — .  CxXlxdx]  +  xlx  |C|  +  fxdx\ 

als  allgemeines  Integral  der  Differentialgleichung  9)« 


§.  116. 
Homogene  Differentialgleiehungeii  zweiter  Ordnung. 

Eine   Differentialgleichung   zweiter  Ordnung   wird   homogen 
genannt,  wenn  sie  unter  der  Form 

enthalten  ist,  wobei  zur  Abkürzung 

gesetzt  werden  möge. 

Um  sie  zu  integriren,  benutzen  wir  die  Substitution 

y 

3)  -  =  t  oder  y  =i  xt 

X  ^ 

nnd  erhalten  zunächst  aus  Nr.  1)  mit  Rücksicht  auf  Nr.  2) 

4)  g  =  — 

X 

Einerseits  ist  nun  durch  Differentiation  von  y  =  xt 

5)  dy  =  tdx  4"  ^^^» 

andererseits  hat  man  (nach  Nr.' 2)  dy  =:^  pdx  mithin  durch  Yer- 
gleichung  beider  Ausdrüeke  Ton  dy 
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^v  dx  dt 

b)  —  = -• 

X        p  —  t 

Femer  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  dp  =  qdx  durch  Substitution 
des  Werthes  von  q  aus  Nr.  4) 

F(M)  .^  dx_     dp 

dp  =  -Y-^^    oder    'J  =  F^y 

dx 
Die  Gleichsetzung  der  beiden  für  —  erhaltenen  Ausdrücke  führt  zu 

X 

folgender,  zwischen  p  und  t  bestehender  Differentialgleichung 

7^  dp  _  Fjp.t) 

^  dt        p—t' 

die  man  auf  irgend  eine  Art  zu  integriren  suchen  muss.     Hierbei 
können  zwei  Fälle  unterschieden  werden. 

Wenn  man  durch  Integration  der  Differentialgleichung  7)  zu 
einem  Resultate  von  der  Form 

8)  P='P(t)d.l^  =  (p(t) 

gelangt  ist,  so  hat  man  zufolge  des  in  Nr.  5)  angegebenen  Werthes 
von  dy 

*  +  ''£  =  9'^'^' 
diese  neue  Differentialgleichung  giebt  durch  Integration 

worin  nach  ausgeführter  Integration  nur  noch  t  =^  —  zu  setzen  ist 

Lässt  sich  das  Integral  der  Differentialgleichung  7)  nicht  in 
der  Form  8),  wohl  aber  in  der  umgekehrten  Form 

10)  ^  =  ^(p) 
darstellen,  so  ist  nach  Nr.  6) 

dx  ^  iP'(p)dp  ^  1        1  _  \szJ!lM\dp 

X        p  —  tl;(p)        \p  —  if{p)        p  —  ^(p)J 

mithin  durch  Integration 

'(7) = /f^,  - 'f -wi 

woraus  X  als  Function  von  Pj  etwa 

11)  »  =  Z(i>) 
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entnommen  werden  kann.     Ferner  ist  ^  =  ^^  d.  h. 

12)  y  =  a:*(i)), 

nnd  wenn  nun  p  ans  den  Gleichungen  11)  und  12)  eliminirt  wird, 
80  ergiebt  sich  die  gesuchte  Integralgleichung. 

Als  beachtenswerth  ist  noch  der  specielle  Fall  hervorzuhebeni 
wo  die  Gleichung  1)  die  Form  hat 

Die  Differentialgleichung  7)    wird   dann    homogen  und   lässt  sich 
mittelst  der  gewöhnlichen  Substitution 

j-  =  w  oder  p  =  tu 

V 

integriren.     Man  erhält  zunächst 

dt {u  —  l)du 

t        /(m)  +  tt  —  w« 

y 

und  durch  Integration  und  Substitution  von  t  =  — 

X 

\c)  ^  J  f(u)  +  u  —  u* 

Ferner  ist  nach  Nr.  6)  und  dem  Vorigen 

1  (m  —  l)du 


dx              1 

dt 

X          p 
t 

t 

tt—  1    /(m)  +  m  —  w« 
und  durch  Integration 

Addirt  man  hierzu  die  Gleichung  14),  so  folgt 

")  '» = "  ^fmf^' 

die  beiden  letzten  Gleichungen,  aus  denen  möglicherweise  u  eliminirt 
werden  kann,  enthalten  die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe. 

Beispiel  1.     Die  Differentialgleichung  sei 

")         'g=«(l)*-lil  +  (S)' 

oder 

^.        «f'  —  tP  +  P' 
xq  = . 

Schlömilch,  Analysig.  I.  gg 


H 
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der  Gleichung  7)  entspricht  dann  die  homogene  Differentialgleichung 

^'       ?  _  1 

r 
als  deren  Integral  sich  ergiebt 

p  =  t  +  tVC  -f-  2ttlL 
Nach  Nr.  9)  ist  nun 


^\c)-  ftVö 


dt  Vc+Ycät 


+  2alt  « 

oder  zufolge  des  Werthes  von  t  und  für  Ic  =  —  Ci 


a^Qx  +  Ci)2=  C  +  Saz/'l); 


führt  man  statt  der  Constanten  C  und  Ci  zwei  neue  Constanten  Ä 
und  B^ein  mittelst  der  Grleichungen 

^- =  ^,     d«  -  1  ==  i?, 

so  erhält  man  als  Integral  von  Nr.  17) 

18)  lp  =  A  +  Blx  +  \a{lx)\ 

Beispiel  2.     Der  Differentialgleichung  17)  ähnlich  aber  etwas 
allgemeiner  ist  die  folgende 

deren  Integration  genau  in  derselben  Weise  bewirkt  werden  kann 
Im  Fall  j8  -|-  1  von  Null  verschieden  ist,  erhält  man 

20)  ly  =  A  +  Bx^+ß  -  ^-^  Ix,  ß^-l, 

für  ß  =  —  1  dagegen  kommt  man  auf  das  vorige  Beispiel  zurück. 
Beispiel  3.     Handelt  es  sich  um  die  Integration  der  Differen- 
tialgleichung 

'2.  -  <t)' ^  n-t  ^  r  m''  . 

worin  y  ^  1  sein  möge,  so  hat  man  die  drei  Fälle  zu  unterscheiden, 
ob  der  Ausdruck 

«(1  -  y)  +  i(i  +  Ä* 

positiv,  Null  oder  negativ  ist.      Im  ersten  Falle  sei  zur  Abkürzung 
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A=Va(l  _y)  +  l(l  +  |8)»; 
als  Integral  von  Nr.  21)  ergiebt  sich  dann 

22)  y^-^  —  (^^''^^{Ax^  +  5ar-^). 
Im  zweiten  Falle  findet  man 

23)  y"-^  =  (^^''^\a  +  Blx\  A  =  0. 
Im  dritten  Falle  sei  zur  Abkürzung 

^  =  ya(y  -  1)  -  i(l  +  ßY\ 
das  Integral  von  Nr.  21)  ist  dann  folgendes 

24)  y^-^  =  x^^'^^  [Acosiiilx)  +  5sm(fi?a;)}. 

§.  117. 
Nichtlineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Wenn  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  weder  linear 
ist,  noch  zu  den  in  den  §§.  Hl,  112,  114  und  116  betrachteten 
Gleichungsformen  gehört,  so  hat  man  nur  wenig  Mittel  zu  ihrer 
Integration.  Das  nächstliegende  ist  offenbar,  durch  Substitution 
neuer  Variabelen  eine  der  früheren  Formen  herbeizuführen;  um  aber 
zahlreicher  Versuche  überhoben  zu  sein  und  eine  möglichst  vortheil- 
hafte  Substitution  rasch  zu  finden,  kann  man  sich  der  Methode  der 
Variation  der  Gon^tanten  bedienen.  Letztere  besteht  immer  darin, 
dass  man  die  Differentialgleichung  vorerst  durch  Weglassung  eines 
ihrer  Glieder  vereinfacht,  diese  specialisirte  Differentialgleichung 
integrirt  und  nun  dem  Integrale  der  allgemeinen  Differentialgleichung 
dieselbe  Form  giebt,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  man  die  Grössen, 
welche  in  dem  Integrale  der  specialisirten  Differentialgleichung  als 
willkürliche  Constanten  figurirten,  als  unbekannte  Functionen  der 
unabhängigen  Variabelen  ansieht.  Eine  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens ist  folgende.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

')  S  +  -  r^  Kii)' =  »■ 

worin  X  und  Y  Functionen  von  x  und  y  allein  bezeichnen  mögen. 
Wäre  die  Differentialgleichung  einfacher 

dx^  dx  '  dx     ^       ^ 

80  würde  die  Integration  sehr  leicht  sein,  man  fände  nämlich 

35* 


548    Cap.  X\1IL  §.117.  Kicfatlnieare  Difieraitialgkidniiig?!! 

wontm  ff  Wit^bttlaM  herzaleaten  uL  Yenn^ien  wir  mm,  ob  der  Diffe- 
retttUHglütimDg  genügt  werden  kann,  wenn^aumlorj^eiiiai  Ansdmck 
▼CD  diTvelben  Form  setzt,  aber  an  dieSteDe  derIot^;ratioiHeoiistante 
(7  ^ne  neue  FnnetioD  jT  tod  ;r  tretea  laai.  Mittelst  der  Sabsiitationeii 

rerwtmddt  mA  die  Gleicbtmg  1)  in  die  folgende 

dz 

m 

oäer^  indem  man  beachtet,  dass  die  BezieKnngen 

djp dz  dy         —fxdx dy^ 

dx       dy  dx^  dz 

stattfinden. 

Da  im  Allgemeinen  ^  von  Kall  yerscbieden  ist,  so  mnss  der 
Inhalt  der  Parenthese  gleich  Null  sein.  Dies  giebt  eine  Differen- 
tialgleichung, deren  Integral  ist 

femer  wird  durch  Substitution  in  Nro.  2): 

dz 
hier  sind  die  Variabelen  nochmals  trennbar  und  man  gelangt  so  zu 
dem  allgemeinen  Integrale: 

Als  geometrisches  Beispiel  diene  die  Aufgabe:  die  Gurve  zu  fin- 
den, in  welcher  die  von  einer  gegebenen  Ordinate  ab  gerechnete 
Fl&che  TJ  in  constantem  Verhältnisse  zu  dem  Recktecke  steht,  dessen 
eine  Seite  die  letzte  Ordinate  y  der  Fläche  £7,  und  dessen  andere 
Seite  das  harmonische  Mittel  aus  der  Abscisse  x  und  der  Subtan- 
gente  t  ist.  Bezeichnen  wir  mit  ft  ;  1  das  gegebene  Yerhältniss,  so 
lautet  die  Bedingung: 

«iftn  hat  aber,  wenn  a  die  Abscisse  derjenigen  Ordinate  bedeutet, 
von  welcher  ab  die  Fläche-  V  gerechnet  wird : 


U  ^=^  J  ydx,    y  = 


du 

dx  ' 
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femer  für  die  Snbtangente 

dy  _  du  d^ U 

dx       dx'  dx^  ' 
nach  Snbstiiation  der  für  y  und  t  angegebenen  Werthe  nnd  bei  ge- 
höriger Anordnung  erhält  die  Gleichung  4)  die  folgende  Form: 

dx^   ^  X  dx  ü  \dxj  ~"     • 

welche  mit  der  Gleichung  1)  übereinstimmt,  wenn  man  sich  Ü  für  y 
geschrieben  denkt.     Nach  Formel  3)  wird  nun 


/ 


wo  die  Fälle  ft  =  |  und  fi^|  zu  unterscheiden  sind«     Der  erste 
Fall  giebt 

IU=  Colx  +  Gl,    ir=e^*a;^»; 
femer  durch  Differentiation  und  Aenderung  der  Gonstanten 

y  =  JTaj*, 
abo  Parabeln.     Im  zweiten  Falle  wird 


mithin  ist  die  Gleichung  der  Gurve  von  der  Form 


.JJL. 

X 


Die  Constanten  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen,  dass  17 
mit  a  gleichzeitig  verschwindet  und  dass  die  Gurve  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  Xo^e  gehen  soll.  Nimmt  man  z.  B.  ft  =  |,  J.  =  &>, 
^  =  —  6*?a,  so  sind  die  Werthe  von  y,  i  und  JJ\ 


xl 


(f) 


und  diese  befriedigen  in  der  That  die  Gleichung  4)  für  fi  =  •^;  die 
Fläche  V  ist  hier  von  der  Stelle  x  ■=.  a  aus  gerechnet,  an  welcher 
die  Gurve  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht. 

Gehört  eine  nichtlineare  Differentialgleichung  zweiter  Grdnung 
zu  keiner  der  bisher  untersuchten  Formen,  so  muss  man  zur  Inte- 
gration durch  Reihen  seine  Zuflucht  nehmen. 
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§.  118- 
Difrerentialgleichxulgen  höherer  Ordnungeiu 

Wenn  es  schon  für  die  Differentialgleichungen  erster  und  zwei- 
ter Ordnung  keine  allgemeine  Integrationsmethode  giebt,  so  wird  es 
nicht  befremden,  dass  die  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen 
nur  selten  in  geschlossener  Form  integrirt  werden  können.  In  der 
That  sind  es  nur  die  linearen  Differentialgleichungen,  über  deren  lu» 
tegration  etwas  Allgemeineres  und  zwar  das  Folgende  bekannt  ist. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Differentialgleichung 

.  .  .  +  X„_i  g  +  X„y  =  0, 

worin  Xi,  X2,  •  •  •  X»  Functionen  von  x  allein  bezeichnen  mögen. 
Kennt  man  von  dieser  Differentialgleichung  nter  Ordnung  n  particu- 
läre  Integrale 

2/1»  yi^  2/3 yn. 

80  lässt  sich  auch  ihr  allgemeines  Integral  finden;  dasselbe  ist  nämlich 

y  —  Ciyx  4-  G2y'2  + +  Gnyn, 

wie  man  durch  Substitution  in  die  gegebene  Gleichung  leicht  prüfen 
kann.  Dabei  ist  jedoch  erforderlich ,  dass  jene  n  particulären  Inte- 
grale von  einander  verschieden  sind;  im  Gegenfalle  würde  man  nur 
ein  neues  particuläres  Integral  erhalten 

a.    Als  erstes  Beispiel  diene  die  Differentialgleichung 

d'^y  d'^-^y  d^'-^y  dy 

'>       d^n  +  <^^J^^-^^^a^.  +  -'  +  <^n-.j-^  +  a.y  =  0. 

worin  ai,  üji  -■*  a^  constante  Goefficienten  bezeichnen  mögen.  Setzt 
man  ^  =  e^',  indem  unter  X  eine  noch  unbestimmte  Gonstante  be- 
griffen wird,  so  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  in  die  alge- 
braische Gleichung: 

2)  A»  +  aiA*»-!  4-  a:,A»-8  +  ...  +  an-i^  +  0^  =  0, 

deren  n  Wurzeln  A^,  A2,  *  *  •  A«  heissen  mögen.  Jeder  von  den 
Ausdrücken 

fXiX^     ^^x^     ^x^      ^  ^  g^ar 
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bildet  ein  particnläres  Integral  der   Gleichung   1);  das  allgemeine 
Integral  derselben  ist  daher: 

3)  y=  Gx^^'  +  d^*  +  •  •  •  +  Gn^'- 

Die  Formel  3)  bedarf  einer  Modi&catiou,  wenn  mehrere  Wur. 
zeln  der  algebraischen  Gleichung  3)  einander  gleich,  oder  wenn  sie 
imaginär  sind.  Wären  z.  B.  die  Wurzeln  Aj,  Aq,  Aa  gleich,  so  setze 
man  vorerst  A^  =  Ai  -|-  ^i  As  =  Ai  -f-  6  und  eotwickele  die  Expo- 
nentialgrössen,  in  denen  8  und  £  vorkommen;  dies  giebt: 

y  =  (Gl  +  Ci  +  Ca)  e^'  +  (C^d  +  03  «)  Xi^^- 

+  I  (Ci  ö«  +  Ca  £2)  a;2  c*i  *  +  etc. 

+  CiC^**  +  G^^'^  -{ +  C„e^/»*; 

unter  dem  „etc."  sind  hier  alle  die  Glieder  verstanden,  welche  die 
dritten  und  höheren  Potenzen  von  8  und  £  enthalten.  Setzt  man 
Ci  +  Ci  +  Ca  =  C,  C2Ä  +  C3£  =  C,  endlich  iCCjö»  +  G^b'^) 
=  C\  und  lässt  schliesslich  8  und  £  in  Null  übergehen,  so  wird: 

y  =  {C+  Ca;  +  C"a;2)  e^^"  +  G^^^''  -\ +  C„e^«^. 

Man  übersieht  leicht  den  Fortjgang  dieses  Verfahrens  bei  einer 
grösseren  Anzahl  gleicher  Wurzeln.  Sind  überhaupt  Tz  gleiche 
Wurzeln 

in  der  Gleichung  2)  vorhanden,  so  erhält  das  allgemeine  Integral 
die  folgende  Gestalt: 

4)         f/  =  (0  +  Cx  +  C"a;2  +  •  •  •  +  C(*-i)a;*-i)c^i* 

+  C*  +  ie^ifc  +  i*  -f  CA+2C*ifc+2*  -I«  .  .  .  ^  C„e*»*. 

Bei  imaginären  Wurzeln  tritt  nur  insofern  eine  Umänderung 
ein ,  als  jede  der  entsprechenden  Exponentialgrössen  in  einen  reellen 
und  imaginären  Theil  zerfällt;  gleichwohl  wird  dadurch  y  nicht 
nothwendig  imaginär,  da  es  freisteht,  auch  den  willkürlichen  Con- 
stanten complexe  Werthe  zu  ertheilen,  wie  es  bereits  in  §.  113  ge- 
schehen ist. 

b.  Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestattet  die  Differential- 
gleichung 

^  dx**  '^  X  dixf*-^  "^  x^  dx""-^  i-  •  •  • 

^  a;»-i  dx  ^  xl*^ 

Der  Versuch  y  =  xf*  führt  nämlich  zu  der  algebraischen  Gleichung 
nten  Grades 
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f*(f*— l)(ft  — 2) (fi  ~  n  —  1) 

+  aifi(ft--l)(ft--2)  .  .  .  01  —  71  —  2) 
^)            <+  a2ft(ft--l)(^  — 2)  .  .  .  (ft  —  n  —  3) 
'+ 

deren  Wurzeln  f^ii  fis«  .  .  •  f^n  heissen  mögen.     Jede  der  Potenzen 

aj/^i,  xM*,  a^8,  .  *  .  xf*n 

stellt  jetzt  ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  5)  dar; 
mithin  ist  das  allgemeine  Integral: 

7)  y  =  Cixf*^  +  Caa^«  +  •  •  •  +  CnXHn. 

Für  den  Fall  gleicher  Wurzeln  tritt  hier  eine  ähnliche  Modi- 
fication  ein,  wie  bei  dem  vorigen  Beispiele.  Enthält  nämlich  die 
Gleichung  6)  die  k  gleichen  Wurzeln 

f*i  =  f*2  =  ^3  .  .  .  .  =  f**, 
so  ist  die  Formel  7)  durch  die  folgende  zu  ersetzen 

8)  yz=[G+  aix  H +  C(*-i)  {lxy-^]xt^^ 

wie  man  leicht  finden  wird. 

Bei  complexen  Wurzeln  ist  jedes  particuläre  Integi*al  von  der 
Form  x^  +  ^ß  mittelst  der  Formel 

cü^+iß  =z  Q^e^ßi'  =  x^[co8[ßlx)  -\'Asin{ßlx)'\ 
in  einen  reellen  und  imaginären  Theil  zu  zerlegen. 


§.  119.  "^ 

Die  Variation  der  Constanten. 

I.    Wir  betrachten  noch  die  allgemeinere  Differentialgleichung 
'  daf  ^     *  da?»-»  ^     *  da?«-«  ^ 

und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  sie  in  dem  speciellen 
Falle  X  =  0  integriren  könne.  Nennen  wir  ^1,  3(2»  ^31  •  •  •  Vn  die 
particulären  Integrale  der  reducirten  Differentialgleichung 

5^  +  ^1  jjrri  +  •  •  •  +  :sr„-i  -  +  z„3/  =  o, 
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80  lässt  sicli  vermuthen,  dass  das  Integral  von  Nro.  1)  die  Form 

2)  y  =  Uiffi    +   «2^2    +   •  •  •   +   Ufi^n 

haben  werde,  wo  t<i,  ti^,  .  .  .  u«  noch  unbekannte  Functionen  von  x 
bezeichnen.  Diese  Gleichung  differenziren  wir  (n  —  l)mal,  setzen 
aber  den  jedesmaligen  zweiten  Theil  des  Differentialquotienten  der 
Null  gleich;  diese  leichte  Rechung  giebt: 

dx^       ^  dx^  ^  ^  dx^^         ^    *    dx^  * 

.V  dyi_  dui        d^  du2   ,   .  .  .    i    dyn_  dun^ 

dx   dx         dx    dx  dx   dx 

u.  s.  w.; 

dx^-^  ~  ^  dx^-^    "^     '  dx^-^    "^  '"  "^    "  dx^-^  ' 

c^~gyi  dui        d^-^y^  du^    . .    d'^-^yn  ^  _  q. 

da?«-»    da;  "^  da;«~*    da?  "*  ^  da;"-»    ^^ 


d'^yt 


5) 

endlich  bei  nochmaliger  Differentiation: 

da;»  ""    '  da;«    '^  ^  dx^    "^  "^    "  da;- 

d«-^g^i  dui        dr^^dua    ,    _,    ,    ^"~\yn  di^n 
"*"  da;«-A    da;  "^  da;«-^    da;  "^  "*  "^  da;«  - 1    da?' 

wo   der  zweite  Theil  nicht  gleich  Null  gesetzt  wird,  weil  noch  die 
Differentialgleichung    1)    zu    erfüllen    ist.      Nach    Substitution    der 

Werthe  von  y,  ^ ,  r^-^ ,   •  •  •  t^  ^^d  mit  Beachtung  des  Umstan- 

ax    ax^  da;« 

des,  dass  jede  der  Functionen  ^it  ^2«  •  •  •  yn  der  reducirten  Gleichung 

1)  genügt,  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  1)  in 

d«-^yi  dui        d'*'-^y2  du^    .     ^     ,    d«-^y    dUn  __  ^ 
da?"-^    dx  "^  da;«-!    ^x    "^  *"  da;«-i    da? 

Mit  den  Gleichungen  3),  4),  5)  etc.  zusammen  hat  man  jetzt 
zwischen  den  n  Unbekannten 

dui     dth     duz  dUn 


dx'    dx'    dx'  dx 

die  folgenden  n  Beziehungen: 


y^A     Cafu  XTUL  %  \V$.  Ua  \maAm  der  CoflsUntaiL 

dm  duf  dm»     

^  dx    '      ^7x      '  ^IT   ~ 

^£51-^*%^  ^     djß»   dm»    _ 

dz    dx^  dx   dx     '  '      dx     dx 

d^Pt  dut  ^  ^ftdmr  j^  ,     ^J^  ^    _0 

d^   dx         dx"^   dx    '  ^    dxT'    dx 

df'-^ft  d%t        d^-'9t  dth    ^  y  ^~^9mdm»_ 

dxf''*   dx  ^  dt'-^   dx  •    Jjf-*   dx 

df^-^th  du,    ^    ä^"^^  dm^    y  ,  d^'-^fn  dm»  ^_ 

d^-^   dx    •    dy^-^   dx  '    Jz*-^    dx        ^ 

wMbe  rfu^aachtlich  jener  Vnhtkannten  roat  ersten  Gnde  smd.    Man 

laam  deouiaefa  -=—  *  —z—  •  *  '  '  t'  jederseü  bcsünunen  mid  erbält 

dx      dx  dx 

wie  äU  Fanetionen  toh  x^  etw» 


1I2?        ^*'    dx        *''  djc 


dftnuis  folgen  #1,  «^,  «  •  •  ««i  selbctt  und  zuletzt  ist  nacli  Formel  2) 

+3'«[/x«^^+  ^.] 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleielmng  1). 

IL    Die  Variation  der  C<nutanten  Iftsst  sich  ancli  in  dem  Falle 
anwenden  9  wo  man  nicht  alle  particolären  Integrale  der  redocirten 
DifTerentialgleichnng  kennt.     Sind  z.  B.  nur  die  »  —  1  particulären 
Integrale  ^1,  Pj,  »  .  *  y%—i  hekannt,  so  setzen  wir  wieder 
7)  y  =  f^yi  +  UiVt  +  •  •  •  +  tt,_i|f,-i 

und  rechnen  wie  T<irhin  nur  mit  dem  Untersdiiede,  dassüberalln —  1 
an  der  Stelle  Ton  n  steht;  dies  gieht 

dx    dx         dx    d»  dx       dx  ' 

n.  8.  w. 
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10)  ^-^yi^  ,    ,.,        c^-»y,-i  gg^x  ^ 

'  Jx"-»    dx^  ^     dixf»'^        dx 

"*"  Ja^-2    (Ix  "^  *"      (ix»-»    -    (ix    ' 

und  wenn  noch  einmal  differenzirt  wird. 


+  2  j 


daf-^    dx  ■+"■■'"+'    ^a;n-i        ^Ix 


"*"  dx«-»    (ix*   "+""■•  "^     da^-2        ^^3 

Sabsiitnirt  man  alle  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1)  und  berück- 
sichtigt, dass  yi,  y^,  .  .  .  y«— i  der  reducirten  Differentialgleichung 
genügen,  so  erhält  man 

cg»-»yi(i»Ki  (f»-»y„^i  (jg^,-! 

dx»-»    dx    "^  "^     dx"-»        dx» 

11)        ^"*"       |dx»~i    dx    "^  *"      dx»-^        dx 

"^     ^  |dx»-»    dx    "T"  "  '  "*■     dTx»-»        dx 

=  X 

Die  n  —  2  Gleichungen  8),  9),  10)  bestimmen  die  gegenseitigen  Ver- 
hältnisse der  Differentialquotienten 

dui      du^  dUn—i 

dx'    dx'  "dx"' 

sieht  man  den  ersten  derselben  als  bekannt  an,  so  kann  man  ans 
jenen  n  —  2  Gleichungen  die  n  —  2  übrigen  Differentialquotieuten 
finden  und  erhält  sie  in  der  Form 

^^>  d^  =  "*  d^'  dx  -  *^  d^'  •••  ~d^  =  "-'"dj» 

wo  t^>  <^y  * '  '  t^ii— 1  bekannte  Functionen  von  x  sind.  Die  Substitu- 
tion dieser  Werthe  in  Nro.  11)  führt  zu  einer  Gleichung 


P  ^  ,  ^  d«. 


''^  ^'7L^^«d7  =  ^' 


im  wAduir  T  tBoA  Q  Msrnnftt^  T^mdägnsa.  «w  x  awL  Wob.  wkhl 
Xm^  ^fj^}BMt^  ioigpfn/tm  hi^^iprmtL.  hmm^  «»  eKtRaTfr  %  m«£  «ür 
iMJuii»  OmatMäkOLr  I^Mer  ^t&s&  4»  €ca8&an^e&  I^^  <&  Wade 

Ur  OrU—i^     WfH:  iidi  <lk»»  .fTirtriirfcffiagfai  weiter  fatortaw 


Cap.  XIX* 

Differentialgleichungen  mit  mehreren  Variabelea 

§.  120. 

Integration  der  simultanen  Gleichnngen  erster 

Ordnung. 

Wenn  zwischen  n -{-  l  Variabelen  x,  y,  z,  .  .  .  «,  f,  unter  denen 
t  die  unabhängige  Yeränderliche  sein  möge,  n  Gleichungen  von  der 
Form: 

—  =fz{x,y,g^...f)  etc. 

bestehen  sollen,  so  müssen  x,  ^,  ir,  .  .  .  5,  als  Functionen  Yon  t  ge- 
dacht, daraus  entwickelbar  sein,  und  es  kommt  nun  darauf  an,  eine 
neue  Gleichung  zu  bilden,  welche  nur  die  unabhängige  Yariabele  t 
und  eine  der  abhängigen  Yariabelen,  etwa  x,  enthält.     Man  gelangt 

dx 
hierzu  auf  folgendem  Wege.     Aus  der  ersten  Gleichung  -j—  =/i  er- 
at 

giebt  sich  durch  Differentiation: 

d^x  _  8/,   dz       Ö/.   dy  d/i   ds    ,    8/, 

dt*        dx   dt  ^  dy   dt  ^       ^  ds   dt  ^  dt 
Die  angedeuteten  partiellen  Differentiationen  in  Beziehung  auf  rr,  jf, 
,  ,  ,  8,  t  sind  ohne  Weiteres  ausfahrbar,  weil  die  Form  der  Func- 
tion/] bekannt  ist;  für  die  Differentialquolienten  3—,  -~,  •  •  •  — 

dt     dt  dt 

kann  man  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  1)  einsetzen  und  man 
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erhält  so  ein  Resultat  von  der  Form: 

-^  =  q>2{Xyy,,..8,t). 

Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren,  indem  man  die  vorstehende 
Glmchung  differenzirt  und  die  Gleichungen  1)  benutzt ,  so  ist  das 
ErgebnisB  von  der  Gestalt: 

-—  =  93  (X,  y,  AT, . . .  s,  t). 

Indem  man  auf  diese  Weise  bis  zum  nten  Dififerentialquotienten  fort- 
geht, hat  man  die  n  Gleichungen: 

dx  d^  X 

2)      I 

Sehen  wir  für  den  Augenblick  die  linken  Seiten  dieser  n  Gleichun- 
gen als  bekannt  an,  so  wurden  die  n  —  1  ersten  Gleichungen  die- 
nen können,  um  die  n  —  1  Unbekannten  ^,j?, ...s  durch  die  übri- 
gen vorhandenen  Grössen  auszudrücken;  diese  algebraische  Opera- 
tion giebt  Gleichungen  von  folgender  Form: 

___       /        dx    d^x  d''-'^x\ 

_        /        dx    d^x  d»-'^x\ 

z  -  ji^\t,x,  ^,  — , ...  ^^„^i;, 

•  ••••••• 

s=F„.,[t,x,-,—,...^^^^^y 


3) 


Durch  Substitution   dieser  Ausdrücke  in   die  letzte  der  Gleichungen 
2)  entsteht  eine  neue  Gleichung  von  der  Gestalt: 

.  d^x         ,  fx       dx    d^x  d^'-^x\ 

^\  dF  =  '^y''''dt'W'''"dF=^)' 

d.  h.  eine  Differentialgleichung  nter  Ordnung  zwischen  x  und  t    Aus 

dieser  bestimmt  sich  x  als  Function  von  t,  dadurch  werden  zugleich 

dx    d^  X 

-—    ----  etc.  bekannt,  und   die  Gleichungen  3)  führen  nachher  zur 

dt     dt^ 

Kenntniss  der  übrigen  abhängigen  Variabelen  y^  e  ...  8, 

Als   Beispiel  möge  die    Integration   der  drei   simultanen   Glei«^ 

chungen: 
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Yorgenommen  werden.     Man  erhalt  aus  der  ersten  Gleichung 

dy  dz 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  -^  und  -rr 

dt  dt 

d'^x 
6)  —  =  a03  +  y)x  +  ayy  +  aßz\ 

die  zweite  Differentiation  und  nochmalige  Substitution  giebt 

Aus  der  Gleichung  6)  und  der  ersten  Gleichung  in  5)  ergeben  sich 
y  und  z,  nämlich 

Diese  Werthe  kann  man  in  Nro.  7)  substitairen ,  oder  kurzer,   man 

dx 
setzt  in  Nro.  7)  -77  für  a(y  -\-  z)  und  hat  so: 

Diese  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  hat  nach  §.  117,  a, 
zum  vollständigen  Integral 

11)  X  =  C,c*«'  +  Cjc^'  +  ^36*3«, 
wo  A|,  A2,  A3  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

12)  l9  —  (aß  +  ay  +  ßy)X  +  2aßy 

sind-     Die  Formeln  8)  und  9)  liefern  y  und  z,  wenn  der  Werth  von 
X  eingesetzt  wird. 

Der  gegebenen  Entwickelung  zufolge  kommt  die  Integration 
eines  Systemes  von  n  simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung 
nter  Ordnung  zurück;  indessen  kann  dieser  Satz  insofern  eine  Aus- 
nahme erleiden,  als  sich  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  2) 
nicht  selten  schon  früher  (d.  h.  ehe  man  die  letzte  derselben  ent- 
wickelt hat)  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung  zwischen  x 
und  t  darbietet;  diese  Differentialgleichung  ist  dann  von  niedrigerer 
als  nter  Ordnung.     Um   nachher  alle  übrigen  Yariabelen  y,  z,  .  .  8 
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zu  finden ,  l)edarf  es  noch  der  Integration  einiger  Hülfsgieichungen, 
welche  sich  von  selbst  ergeben,  wenn  man  alle  durch  x,  —    etc.  be- 

Civ 

kannt  gewordenen  Grössen  in  die  ursprünglichen  Gleichungen  ein- 
setzt. 

Als  Beispiel  mögen  die  Gleichungen 

dienen,  weiche  den  speciellen  Fall  a  =  /3  =  y  =  1  der  vorigen 
Aufgabe  bilden.  Die  cubische  Gleichung  12)  wird  A^  =  3  A  +  2 
und  besitzt  die  Wurzeln  Ai  =  2 ,  Ag  ==  A3  =  —  1 ,  also  zwei 
gleiche  Wurzeln.  Das  Integral  der  für  x  aufgestellten  Differential- 
gleichung ist  jetzt : 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formeln  9)  und  10)  einführt, 
80  stösst  man  auf  die  Unbequemlichkeit,  dass  ß  —  y  =  0  und 
^=5  wird.  Dieser  üebelstand  lässt  sich  zwar  beseitigen ,  ist  aber 
ein  Zeichen,  dass  mau  einen  Umweg  gemacht  hat.  Aus  den  Glei- 
chungen 13)  folgt  nämlich  analog  Nro.  6): 

d'^x 

und  hier  bietet  sich  schon  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung 
zwischen  t  und  x  allein,  sie  ist: 

d^x ,    dx 

dp—^^'^  dt' 

woraus  als  vollständiges  Integral 

14)  x=  Ge^*  +  de-« 

hervorgeht.  Zieht  man  jetzt  die  erste  Gleichung  in  Nro.  13)  von 
der  zweiten  ab,  so  fallt  z  weg  und  es  bleibt  die  lineare  Differen- 
tialgleichung 

dt  ^  ^        dt   ^  i>  VC    , 

sie  giebt: 

15)  y  =  Ce«'  +  CiC-K 

Auf  ganz  gleiche  Weise  folgt  durch  Subtraction  der  ersten  Glei- 
chung in  13)  von  der  dritten  und  nachherige  Integration 

16)  z=  Ce2«  +  (^e-'. 

Die  Werthe  von  aJ,  jy,  z  enthalten   zusammen  vier  Constanten,   mit- 
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hin  eine  zuviel;  substituirt  man  aber. die  für  x^  y^  z  gefundenen  Aus- 
drücke in  eine  der  Gleichungen  13),  so  ergiebt  sich  die  Bedingung: 
17)  Ci  +  Ca  +  Ca  =  0, 

wodurch  die  normale  Zahl  der  Constanten  wieder  herbeigeführt  wird. 

§.  121. 
Simultane  DifTerentialgleiohtingen  höherer  Ordnungen« 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren 
erstreckt  sich  mit  gleicher  Leichtigkeit  auch  auf  den  Fall,  wo  die 
gegebenen  simultanen  Differentialgleichungen  verschiedene  höhere 
Difierentialquotienten  der  abhängigen  Yariabelen  o?,  ^,  jer,  .  .  .  s  ent- 
halten.    Setzt  man  nämlich: 

dx ,     ä'^x ä^ „    ä^x äoi* „, 

5F"~'  ^""  di  ~*   dF~"dr~"''"\ 

äy _,j   ^ _ ^ _ ,//  ^^y _  ^'  _  jif 
dt  ~^'  dp~  dt~^'  dt^  ~  dt  —^  '••"■ 

u.  s.  w. 

und  sieht  a/,  o/',  a/",  . . .  j/,  f/\  y'",  u.  s.  w.  als  neue  Variabele  an, 
so  hat  man  wieder  Gleichungen  erster  Ordnung,  aber  mit  einer 
grösseren  Anzahl  von  Yariabelen.  Die  zwei  simultanen  Differential- 
gleichungen z.  B.: 

nn\  dx    ,    d^y       ^        dy    ,    d^x 

lassen  sich  durch  folgende  vier  Gleichungen  ersetzen: 
dx  ,  ^y         j 

di  =  '^'  di^"^' 

dF  =  ^*-^'  17  =  2«'-»'. 

welche  von  der  ersten  Ordnung  sind,  dagegen  die  vier  abhängigen 
Yariabelen  x,  y,  o/,  f/  enthalten.  Um  die  erwähnte  Methode  anzu- 
wenden, differenziren  wir  die  letzte  Gleichung  und  haben: 

Aus  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichung  lassen  sich  y  und  if 
entwickeln,  namentlich  ist 

Sohlömilch,  Analysis.   I.  36 
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dt  ^  dP        ^  ^     • 

oder,  yermöge  der  Bedeutung  von  o/, 

20)  j,  =  JJ2a.-^  +  2^  +  -3- 

Die  nochmalige  Differentiation  der  Gleichung  19)  giebt 

d^of        ^  djf        ^    ,    ,    doif        ^  ,^  ,.        ^   t    ,    daf 

=  2-~ 2x'  4-  —  =  2f2a?  —  a?)  —  2a/  +  —  • 

dt^  dt  ^  dt        ^  ^  ^   d< 

Hier  kommt  hereits  kein  y  mehr  vor ,  mithin  dient  die  vorstehende 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  x;  man  hat  nämlich  zufolge  der  Be- 
deutung von  a/ 

d^x         d^x    t     .  äx  

IF^lF^^di^^''  —  ^' 

Die  zur  Integration  dieser  linearen  Differentialgleichung  gehörende 

algebraische  Gleichung  ist 

A*  — A»  +  4A—  4  =  0, 
oder  auch 

A4  —  (A  — 2)2  =  (A2-f  A  — 2)(A2  — A  +  2)  =  0. 

Die  vier  Wurzeln  derselben  sind 

Ai  =  —  2,  Ag  =  -|-  1,  As  = 2 9  A4  = ^ 

und  daraus  ergiebt  sich  für  x  der  Werth 

a?  ==  Cicr-2<  4.  C2e+*  +  Gse^*co8(ltV7)+ C^^* sindtVl); 
y  findet  sich  nachher  mittelst  der  Formel  20).  —  Nicht  überflüssig 
ist  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  18)  vermöge  ihrer  symme- 
trischen Form  noch  eine  zweite  Auflösungsart  zulassen,  bei  welcher 
die  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  vermieden  wird.  Die 
Summe  der  Gleichungen  18)  ist  nämlich: 

dx    ,    dy    ,    d'^x    ,    d^y        «/     ,     \ 

d.  h.  wenn  x  -{■  y  =  s  gesetzt  wird: 

ds    ,    d^8         ^ 

dt  ^  dt^ 
Hieraus  findet  sich  auf  gewöhnlichem  Wege: 

8  =  Ae'^*  +  Be+K 

Wenn  man  jetzt  in  die  erste  Gleichung  von  Nro.  18)  für  y  seineu 
Werth: 

y  =z  $  ^  x  =  Ae-^*  +  -Be+'  —  » 


VL 
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einführt,  so  gelangt  man  zu  der  Differentialgleichung: 

die  sich  mittelst  der  Variation  der  Gonstanten  leicht  integriren  lässt; 
man  erhält  so  x,  dann  y  =  $  -^  x. 

In  diesen  Bemerkungen  liegt  die*  Hinweisung  auf  eine  Modiü- 
cation  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  in  dem  Falle  eintreten 
kann,  wo  die  gegebenen  Differentialgleichungen  symmetrisch  sind 
in  Beziehung  auf  die  abhängigen  Variabelen  x^  y^  z^  •  .  .;  man  er- 
leichtert sich  nämlich  die  Integration,  wenn  man  nicht  sogleich  auf 
die  Bestimmung  von  x,  y,  ^,  .  .  .  selbst  ausgeht,  sondern  vorerst 
eine  symmetrische  Function  von  x^  y^  ^,  .  .  .  als  neue  Unbekannte 
einfuhrt  und  für  diese  eine  Differentialgleichung  zu  gewinnen  sucht. 
Ein  bemerkenswerthes  und  für  die  Theorie  der  Centralbewegung 
wichtiges  Beispiel  hierzu  bietet  die  Integration  der  beiden  Differen- 
tialgleichungen 

d^x  ^a?  J2y  ^  Tty 

Nach  deim  ursprünglichen  Verfahren  würde  man  y  der  ersten  Glei- 
chung zu  entnehmen  und  in  die  zweite  Gleichung  einzusetzen  haben, 
um  eine  Differentialgleichung  vierten  Grades  zwischen  x  und  t  zu  be- 
kommen; die  Integration  der  letzteren  ist  aber  umständlich,  und  wir 
beabsichtigen  daher  vorerst  eine  Differentialgleichung  zwischen  i  und 
der  Hülfsvariabele 

22)  r  =  VaJ^  +  y« 

zu  erhalten«     Aus  den  Gleichungen  21)  folgt  nun 

ä^y  d^x 

die  linke  Seite  ist  ein  vollständiger  Differentialquotient,  nämlich 

y.  /   dy  dx\ 

man  hat  daher  durch  Integration  die  Gleichung 

dy  dx         . 

deren  Quadrat,  des  Folgenden  wegen,  in  nachstehender  Gestalt  dar- 
gestellt werden  möge : 
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Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen  21) 

Beide  Seiten  sind  vollständige  Differentiale;   die  linke  Seite  ist  näm- 
lich einerlei  mit 


1©' + mi 


und  die  rechte  Seite  gleicht  dem  Ausdrucke' 

2Ä       xdx-\'ydy 


vdx+ydy  _  _  2ifc  ^^  _  ^  /2Ä\ 
Yx^  +  y^  r^  \r  J 


x^+y^ 
Die  Integration  führt  daher  zu  der  Gleichung 

(S)'+©)'=^— 

Suhstitu^ren  wir  sie  in  Nro.  23)  und  hemerken  gleichzeitig,  dass  dort 

dx  du  •        dr 

ist,  80  geht  die  Gleichung  23)  in  die  folgende  über: 

welche  nur  r  und  t  enthält.    Sie  ist  durch  Sonderung  der  Yariabelen 
integrabel  und  giebt  der  Beihe  nach 

r^  =  V"2  kr  —  JBr^  —  A^ 
at 

und  umgekehrt,  wenn  ^o  ^i^  Integrationsconstante  bezeichnet, 

i  —  i  —  r-=_l£i_ 

Eine  elegantere  Form  erhält  das  Integral  mittelst  der  Bemerkung, 
dass 

ist ,  wodurch  man  veranlasst  wird,  A  und  M  durch  neue  Constanten 
a  und  €  zu  ersetzen;  für 

a 
wird  nämlich 

r  rdr 


höherer  Ordnungen.  565 

Die  Ansfuhrung  dieser  Integration  hat  an  sich  keine  Schwierigkeit 
und  würde  eine  Gleichung  von  der  Form  i  —  ^o  =f(f)  gehen,  die 
nachher  umgekehrt  werden  muss,  weil  r  als  Function  von  t  auszu- 
drücken ist.  Um  zu  sehen,  worauf  es  dahei  ankommt,  fuhren  wir 
in  Nro.  24)  eine  neue  Yariahele  ^  ein,  indem  wir 

25)  r  =  a  (1  —  scosilf) 

setzen;  dadurch  wird 

Man  hat  demnach  zuerst  die  transcendente  Gleichung 


26) 


t  —  68in-^  =  (<  —  fo)   Y   '^ 


nach  if  aufzulösen,  was  in  jedem  speciellen  Falle  durch  Versuche  und 
nachherige  Correctionen  geschehen  kann,  und  findet  dann  r  mittelst 
der  Formel  25).   —   Es  ^handelt  sich  jetzt  noch   darum,  x  und  y 

seihst  zu  hestimmen;    Vermöge  der  Bedeutung  von  r  sind  — ^und  — 

echte  Brüche,  deren  Quadratsumme  die  Einheit  ausmacht;   es  liegt 

daher  nahe,  —  =  C08g>,  mithin  —  =  sirnp  zu  setzen,  wo  q)  eine 

neue  Yariahele  hezeichnet.     Die  Suhstitution  der  Werthe 
27)  x  =  r  cos  (pty  =  r  sing) 

in  die  Gleichung 

verwandelt  diese  in 

(  dg)    .      .        dr) 

rcos  g)  Ircosg)  -^  +  smg)  -tt-{ 

•   «.  (  •        ^1  dri 

—  rs%n  g)  j  —  rstn  g>  "t:   -t  cosg>  — J 

d.  i.  sehr  einfach 

Bringt  man  r^  und  di  auf  die  rechte  Seite,  iudem  man  für  di  seiner 
Werth  aus  der  Gleichung  24)  einsetzt,  so  wird 


